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Diferensiyel Denklemlerle Ilgili Temel Bilgiler

Soru 1: Asgagidaki diferensiyel denklemlerin adi-kismi olup olmadigini, mer-
tebesini, lineer olup olmadigini, lineer is katsayisinin tiiriinii belirtiniz.

d2
a) d—;;+w3y—xe”320
Py Py dy
b) =2 422 L _9y—0
) dzx3 dz? d
dr\?® d*r
) =4/ 1
¢) <d9> a2 "
2 2
g Tu o
0x2 0y
82y 83y .
e) @%—@josmy:O
d*y d*y >
f) —+3(— oy =0
) at " (dxz) R
dr
g) a9 =Vro
h) v + 2y = siny”
NPy Oy
i) @—l—%—l—ysmx—o
Cozim :

a) 2.mertebeden, degisken katsayili lineer adi diferensiyel denklem.
b) 3.mertebeden,sabit katsayili lineer adi diferensiyel denklem.

c¢) 2.mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem.

d) 2.mertebeden, sabit katsayili lineer kismi diferensiyel denklem.
e) 3.mertebeden, lineer olmayan kismi diferensiyel denklem.

f) 4.mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem.

g) l.mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem.

h) 2.mertebeden, lineer olmayan adi diferensiyel denklem.

i) 2.mertebeden, degisken katsayili lineer kismi diferensiyel denklem.

Soru 1: (y —e¢1)* + (z — 2)® = 1 denklemindeki sabitleri yok ederek diferensiyel
denklem olugturunuz.

(oziim : Denklemin z degiskenine gore iki kez tiirevini alalim.

2(y—c1)y +2(x—c2) =0
20"y’ +2(y —c)y" +2=0

olur. Son denklemden ¢; sabitini yalniz birakirsak,

2
1)y
a1 = y//
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olur. Bu ifadeyi birinci tiirevde yerine yazip c2 yi bulalim. 2 (y —

2 (z — ¢2) = 0 esitliginden

3
Y =) +ay”
- y//

C2

bulunur. ¢; ve co sabitlerini ilk denklemde yerine yazalim.

2 2
1+ /2+ 1" A /3+x//
(y_ (yy)u T (el U M A WY

yl/

esitliginde gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,

2

N2 2 / "3 7
(1+(y) ) +(y + ') ) =y
diferensiyel denklemi elde edilir.

ALISTIRMALAR

Asagidaki denklemlerdeki sabitleri yok ederek diferensiyel
olusturunuz.

a) y = cre 2% 4 cpe3?®
b) (2 — )2 + 32 = 2

c) y? = 4cx
d) y = 2% + c1e” + e
e) y = c1e%* cos 3x+coe?* sin 3z

Cevaplar:
a)y" —y —6y=0
b) (x2 — y2) dx + 2zxydy = 0
¢) 2zdy — ydx =0
d) v — 5y + 6y = 622 — 10z + 2
e)y' —4y +13y =0

denklem
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Tam Diferensiyel Denklemler

Soru 1: 2zydxr + (3:2 + cos y) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
- oM ON
Coziim: M = 2zy ve N = x? + cosy oldugundan, = 2r = e oldugundan denklem
Y i
bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayisiyla Oyle bir U (x,y) fonksiyonu vardwr ki, M =

a—U =2zxy ve N = a—U = 22 4 cosy 'dir.
or oy

ou

ox oU

Ayrica, B 22+ ¢’ (y) = 2% + cos y esitliginden ¢’ (y) = cosy ve ¢ (y) = siny + c; elde
Yy

= 2xy esitligini x degiskenine gore integre edersek, U (z,y) = 2%y + ¢ (y) elde edilir.

edilir. Boylece, U (z,y) = 2%y + siny + ¢1 = c2 ve istenen genel ¢oziim x2y + siny = ¢
olarak bulunur.

2
,xyt—1
Soru2: ¥ T 1= 2y diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
y(0)=1

(Coziim : Denklem diizenlenirse
(zy? — 1) da + (z*y — 1) dy =0

olur. Buradan, M = (xy2 — 1) ve N = (x2y — 1) icin,

oldugundan denklem bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayisiyla 6yle bir U (x, y) fonksiy-
onu vardir ki,

M:gg:(ng—l) veNng:(;ﬁy—l)
. oU 9 o . .
"dir. Fre (xy — 1) esitligi « ’e gore integre edilirse,
x
ou
—dr = 2-1)d
Jgpde=J (ay* =1)dz
22y
ve U (z,y) = — + ¢ (y) = ¢ bulunur.

ou
Ayrica, N = = (x2y — 1) oldugu goz oniine alimirsa, yz2+¢' (y) = yo? —1 esitliginden,
Y

¢ (y) = —1 ve ¢ (y) = —y + ¢ bulunur. Boylece,
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elde edilir. y(0) = 1 ’"den x = 0 ve y = 1 yerine yazilirsa, ¢ = —1 bulunur. O halde
denklemin ¢6ziimi

2,2
% —r—y+1=0
olur.
dr r2sin @
Soru3d: 46  2rcosf — 1 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
0(2)=m

Coziim: (2rcosf — 1)dr — (r?sinf) df = 0 denkleminde M = (2rcosf —1) ve N =
- ( 2 sin 0) icin
oM ON

, —— = —2rsinf = —

00 or

oldugundan denklem bir tam diferensiyel denklemdir. Dolayisiyla 6yle bir U (r, §) fonksiy-
onu vardir ki,

ou ou 9 .
M—E—(%cosé?—l) VeN—%——(r sin6)

U
'dir. — = (2rcosf — 1) esitligini r 'ye gore integre edersek,

or
ou 9
fa—dr: J (2rcos® —1)dr ve U (r,0) =r*cosf —r+ ¢ (0) = c
,
8U 2 . . .. . .. 2 . /
bulunur. Ayrica, N = 50 = (7‘ sin 9) oldugu goz Oniine alinirsa, —r“sinf + ¢’ (0) =

— (7"2 sin 9) esitliginden, ¢’ (6) = 0 ve ¢ (8) = ¢ bulunur. Boylece,
U(r,0) =r%cosf —r=c

elde edilir. #(2) = 7w ’den r = 2 ve § = 7 yerine yazilirsa, ¢ = —4 — 2 = —6 bulunur. O
halde denklemin ¢oziimi

r2cosf —r+6=0
olur.

ALISTIRMALAR

Asagidaki tam diferensiyel denklemleri ¢6ziiniiz
a) 3z (zy — 2)dz + (23 + 2y) dy = 0
b) (2:53 —xy? — 2y + 3) dr — (mQy + 2:U) dy=0
¢) 2wy —y)da + (z* + ) dy =0
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d) [22 + ycos (zy)] dx + x cos (zy) dy = 0

e) (r+sinf —cos@)dr+r(cosf +sinf)dfd =0

f) [Qxy cos (wQ) —2zy + 1] dx + [Sin (:1:2) — xQ] dy=20
g) (sin@ — 2r cos? @) dr + r cos 0 (2rsinf + 1) df = 0
h) (2zy — tany) dx + (3:2 — xsec? y) dy =20

i) (w?+wz? —2)dw+ (22 + w2 —w)dz =0

)

Cevaplar:
)x3y 33:2 +y?=c
b) z* —dxy+6x =c
c)y (l’ + 1) =cx
)

d) x% +sin (2y) = ¢

e) 72+ 2r (sinf — cosf) = ¢
f) y[sin(a?) —2? =c—=
g) rsinf —r?cos’f = c

h) 2%y — xtany = ¢

i) (w? +z) =4dwz+c
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Aymilabilir Diferensiyel Denklemler

d
Soru 1: cos yd—y + 22 — 2z siny = 0 diferensiyel denklemini ¢o6ziiniiz.
x

- d
Cozliim : cos yd—y + 22 (1 — siny) = 0 denkleminin her tarafini cosy ile bolersek,
T

dy - _me
dx cosy
ve duzenlersek
ﬂdy + 2xdx =0
1—siny

ayrilabilir dif. denklemi elde edilir. Buradan,
—In|1—siny|+22+c=0
esitliginden

. 2
1 —siny = e* t¢

bulunur.

Soru 2: (zy + 2x +y + 2)dx + (x2 + ZL‘) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
(oziim : Katsayilar: carpanlarina ayirirsak, (z + 1) (y + 2) de+(z + 1) xdy = 0 elde edilir.
Buradan, aym degiskeni igeren ifadeleri bir araya getirmek igin her tarafi (y + 2) (z (z + 1))
ile bolersek,

d d
x+ Y

. A
x Y+ 2
elde edilir. Bu denklemin integre edilmesiyle In|z| 4+ In|y + 2| = Inc veya = (y +2) = ¢

bulunur.

d
Soru 3: d—y = (z +y + 1)? diferensiyel denklemini ¢bziiniiz.
T

Y dy d d
Coziim: z+y+1=uvel+ 2 =% qoniigimi ile denklem % = w2 + 1 olur. Bu
dx dx dx

ayrilabilir diferensiyel denklemdir. 71du = dz ’in integre edilmesiyle arctanu = x + ¢

2
u
ve buradan arctan (z +y + 1) = z + ¢ veya tan (z + ¢) = = + y + 1 elde edilir.

Soru 4 : sinx cosydx + cos z sinydy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

(0zlim 4 : Bu denklemin bir tam diferensiyel denklem oldugu goriilerek ¢oziilebilir. Fakat,
ayni zamanda bu denklem bir degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklemdir. Gercekten
her tarafi cos x cosy ile bolersek,
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sinx siny
dx + d
cos T cosy

elde edilir. Bu denklemin integre edilmesiyle —In|cosz| — In|cosy| = —In|c| veya
cos x cosy = c elde edilir.

Soru 5: 3y = \/2x + y + 1 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
dy

- du du du
Cozlim 5: 2z+y+1 = u, 2+d— o doniigiimii ile, e —-2= Zﬂveya — =2(/u+1)

elde edilir. Bu degiskenlerine ayrilabilen bir diferensiyel denklemdir. du = [ 2dx

ff

integralini hesaplayalim. Bunun i¢in /u+1 = z du = dz dontigimini uygulayalim.

1
" 2\/u

Buradan,

f\/al+1du:2fz_1dz:2f<1—i)dZZQ(Z_an)

oldugu goriilebilir. O halde, 2(z —Inz) = 2z + ¢ esitliginde z = 2z +y + 1 + 1 yerine
yazilirsa,

2(V2r+y+1+1-In(V2r+y+1+1))=2z+c

elde edilir.

Soru 6: y' = cos (z + y) diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

- d du .. . . .. d o . .
Cozim6: z+y=u,1+ &y _cu doniigiimii ile, d—u —1 = cos u degigkenlerine ayrilabilen
x

x x
diferensiyel denklem elde edilir. Buradan,

du
fi = [dx
1+ cosu
itliginden, [ — 2 + ¢ bulunur. Simdi, [ integralini hesaplayal
esitliginden, [ ———— = z + ¢ bulunur. Simdi, integralini hesaplayalim,
SIS 1+ cosu 1+ co & y pray
bunun icin cosu = 2 cos? T ozdegligini kullanirsak, [ = “ T Ve v
2 1+cosu 2 cos? — 2
2

dontigtimii ile

du dv

/ =/ = tanwv

2
2 cos2 = COS“ v

olur.
+y

x
Boylece, tanv = x + ¢ veya tan =z + c elde edilir.

Soru 7: 3’ = tan (x + y) diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

dy d—u dontigtimii ile denklemimiz

Cozim: x+y=u, 1+ =
dx x
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du 1—¢
— — 1 =tanu
dx
olur. Buradan
d
Y =dx
tanu + 1
ve
du
Tre= f tanu + 1

bulunur .Sag tarafin integrali
tanu = v (1 +tan2u) du = dv
doniistimii ile

du dv
ftanu—i—l :f(v—i-l)(vQ—i—l)

olur.

A +B’U+C_ 1
v+l w241 (v+1) (2 +1)

ifadesinden A =1/2, B = —1/2 ve C = 1/2 bulunur. Boylece,

dv lfv—l
v+1 2

1 1 1
v+e=gn(v+1) =L In (v +1) + S arctanv

1 2 1
dv==In(v+1)— vdv dv

1 1
rhe=g) FFI 3 it e

2

ve v = tan (x 4 y) ifadesini yerine yazarak

1 1 1
T+ce= iln(tan(x—i—y) +1)— Zln (tan® (z +y) + 1) + §arctan(tan(x+y))
genel ¢oziimii bulunur.

d 2221

Soru 8: ¥ — M
dx z(y? —a22+1)
dontisimii yaparak ¢oziiniiz.

diferensiyel denklemini x = rcosf ve y = rsinf

Coziim: x = rcos ve y = rsin @ ifadelerinin diferensiyelini alirsak

dx = cos 0dr — rsin 6d6
dy = sin @dr + r cos 0d0
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olur. Bunlar1 denklemde yerine yazalim.

sinOdr + rcosdg ~ Tsint ((r sin0)? — (r cos 0)? — 1)
cosfldr —rsinfdf . coqp <(r sin 0)% — (r cos0)? + 1)

sadelegtirmeler yapilirsa

sin@dr 4 rcosfdf  sinf (r2 cos260 + 1)
cosOdr — rsinfdf  cosf (r?cos 26 — 1)

ve buradan
(sin @dr + r cos 0df) cos 0 (r? cos20 — 1) = sin 6 (r? cos 20 + 1) (cos Odr — r sin 6d6) :
carpimindan

sin 012 cos 0 cos 20dr + 12 cos 0 cos 20 cos 8df — cos 6 sin Odr — r cos? 0d6

= 2 8in @ cos 26 cos Odr + sin 6 cos Odr — 3 sin 0 cos 20r sin 0dH — r sin® Hd0
ve buradan
— sin 20dr + (7"3 - 7") cos20df =0

degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklemi elde edilir. O halde,

2dr 2cos 20

r_r sin29d0

esitliginin intergarsyonu ile,

dr dr dr
1 In|sin20| = -2 [ —
n |c| + In [sin 26| fr+fr—1+fr—i—1
"den
21
In|csin20| = In 4 5 ’
,
veya
2
—1
csin29:r 3
”

2 2 2

bulunur. ¢2rsinfrcosf = r2 — 1 denkleminden = = rcosf, y = rsinf ve 12 = 22 4+ y

oldugundan,

10
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ry =22 +y? -1
genel ¢coziimi elde edilir.

Soru 9: y (1 + zy) dx + x (1 — zy) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
Cozim: xy = u , xdy + ydr = du doniisiimi uygulayalim. Bu durumda, denklem

U zdu — udx
;(1+u)da:+x(1—u)T:0

haline gelir. Bu denklem diizenlenirse,

u(l4+u)dr+ (1 —u) (xdu —udz) =0
u?dr + (1 — u) zdu = 0

ayrilabilen diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan,

d 1-—
=4 2udu =0
x u
de du du
hind s ——=0
T u U
integralini alirsak,
Injz| — — —Inju| =¢
x 1
In ‘f‘ =c+—
U U
g = ec+%
u
1
l o ech?y
Y
genel ¢coziimii elde edilir.
ALISTIRMALAR
Asagidaki degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklemleri ¢6ziiniiz.
) y/ = 22—y
b) 2x(y+1)da:—ydy—0 y(0) =—-2
c) 2?yy’ = ev

d) dr = a(cos@dr + rsin 6df)

e) ye?dx = (4—1—6295) dy

f) ymnzxlnydr +dy =0

g) 1+Inz)de+ (1+Iny)dy=0
h) (e** +4)y' =y

11
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Cevaplar

a) 2e¥ = e2* + ¢
b)z?=y—Injy+1|+2
c)w ( 1)=1+cx)e?
d) r=c(1—acosh)

e) C2y2_4+62x
fyxlnz+In|lny|=z+¢
g) zlnz+ylny =c

h) y® (1+4e™%) = ¢

12
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Homojen Diferensiyel Denklemler

M (z,y)dz+N (x,y) dy = 0 birinci mertebeden diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim.

Yy

x

siyel denklemdir. Bu tiir denklemleri ¢6zmek igin LA doniigiimii uygulanarak denklem
x

d
Eger bu denklemi aTy +g ( ) = 0 formunda yazabilirsek bu denklem homojen bir diferen-
x

ayrilabilen diferensiyel denkleme dontistiiriiliir.

Soru 1: (23: sinh 7 + 3y cosh g) dr — 3z coshgdy = 0 diferensiyel denklemini
coziiniiz. ! ! !

(ozlim : Denklem birinci dereceden homojen bir diferensiyel denklemdir. Denklemin her
tarafini « bolelim ve y = uz, dy = xdu + udx doniisimiini uygulayalim.Bu durumda
denklem,

(2sinh u + 3u cosh u) dr — 3 cosh u (udx + xzdu) = 0
2sinh udx — 3z coshudu = 0

ayrilabilir diferensiyel denklemine dontigtr.

denklemini integre ederek, 2Inz — 31n (sinhu) = In ¢ veya 2 = ¢sinh? Y pulunur.
x

Soru 2: (z —ylny+ylnz)der+ 2 (Iny —Inz)dy =0

(ozlim : Denklem diizenlenirse,

(x—i—ylnx) dm—xlnfdyzo
Yy Yy
veya

<x+lnx> dz — L1 Ldy =0
Y Y y oy

homojen diferensiyel denklemi elde edilir. T u , dr = udy + ydu doniisimii uygulanirsa,
Yy

(u+Inu) (udy + ydu) —ulnudy =0
w?dy +y (u+1nu)du=0

ayrilabilir diferensiyel denklemi elde edilir.

13
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d 1
dy , (utlnw)
Y U

(u+Inu) Inu
deu =In |ul —i—f?du

du=0

1 1
son integralde kismi integrasyon uygulayahm, Inu = w, —du = dv, ve —du = dw, — =v
U u U

doniigimiinden
Inu Inu du Inu 1
g dn=w = Jodw ===+ 15 === =%
d 1
oldugundan il + (u—i—iznu)du = 0 ifadesinin integrasyonundan
Y u
1 1
In |y| + In |u| B
u u

z . .
veya u = — igin
Y

X
zlnjz| —yln==cx +y
Y

genel ¢oziimi bulunur.

Soru 3: yv/22 + y2dx — x (:U + 22+ y2> dy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coztim : Her tarafi 2 ile bélelim. Bu durumda denklem

Y1+ (9)2@— <1+ 1+ (y)2> dy =0
x x x
olur. Bu homojen denklemde, y = ux ve dy = xdu + udx doniistimiiyle
uV1 + u2dx — (1 + m) (xdu + udz) =0
denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

<1+m>xdu+udx:0

veya

14
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V1+u?

olur. [ ———du integralini hesaplayalim. Bunun igin, 1 + u? = %, 2udu = 2vdv
u

doniigimii uygulanirsa,

V14 u? v2dv
e et A Ly Py

u
1 1 1
”+2<fv—1d”_fv+1d”>

L o1 O e
=v+ -1 =V1+u? +
2 o+ \m + 1]
bulunur. Buna gore, diferensiyel denklemin ¢oziimi
’\/1 T - 1‘
lnu+\/1+u2+ =Incx
’\/ 1+u?+ 1’
ve L =4 oldugundan,
x
y 1 ’ \/ x2 + y ’
In + 2 + 9?2 + = ln =Incx
’ 2 +y? + x’
bulunur.
ALISTIRMALAR

Asagidaki homojen diferensiyel denklemleri ¢6ziiniiz.
a) (22 —zy + y?) do — zydy =0
b) (zy)dzx + (x2 + y2) dy=0

) (zy) dz — (2 + 3y*) dy = 0

d) (z —y) (4 +y)dx +z (5bx —y)dy =0

e) [xcsc( ) —y} dr 4+ xdy =0

f) zdy — ydm—mdaz =0

g) (23 +y3) dz + 3zydy =0

h) ydz = (:v + VY — x2) dy

Cevaplar:

]

Y
a) (y—xz)ex =c
b) y* (222 +y?) = ¢
c) 2 :6y21n‘g‘
c

15
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Lineer Diferensiyel denklemler

d
d—y + P(2)y = Q(x) formundaki lineer diferensiyel denklemlerde n = e/ P(®@)d inte-
x

grasyon c¢arpanidir ve genel ¢oziim

y = effP(ac)dx |:/Q (z) €f P(z)dz g, +e ((*L*))
esitligiyle hesaplanabilir.
Soru 1 .y = cscx — ycot x diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

(ozim: y' + ycotx = cscx lineer bir diferensiyel denklemdir. P (z) = cotz ve Q (z) =
cscx ifadeleri (*L*) denkleminde yerine yazarsak,

y = e—fcotrdr [fcscxefcotxdxdx + C]

COS T

dx =1In|sinz| ve cscx = oldugu gozoniine almirsa,

17

esitliginden [ cotzdzr = [

yzl[f

1
_ sin zdz + C:| = (x+c¢)
sin z

sin x sin x

bulunur.

Soru 2: 2z (y — x?) dz + dy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

o d
(oziim : Denklem diizenlenirse, d—y + 22y = 223 lineer diferensiyel denklemi elde edilir.
x

P (z) = 2z ve Q () = 22* ifadelerini y = e~/ Pl@)dz [fQ (z) e] P@1dw gy 4 c} de yerine
yazarsak,

y = e [ 2zde [f 2x3el 2rd gy 4 c} =@ [f e 223dx + c}

2

bulunur. | e 223 dx integralini hesaplayalim. Bunun i¢in z* = s, 2xdz = ds doniisiimyle

i e 223dy = J e®sds elde edilir. Kismi integrasyon uygularsak, s = u, e’ds = dv den
e® = v ve ds = du esitliklerini yazarsak,

fudvzuv—fvdu:ses—fesds:ses—es

elde edilir. Boylece dif. denklemin ¢6ziimii,

2

Y= e’ |:{E2€$2 —ev 4+ c]

17
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elde edilir.

dx
g b — 9,2
Soru 3: Y dy tay=2y 41 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
y(2)=1
. d 2y° + 1
Cozum : Her tarafi y? ile bolersek x degiskenine gore lineer d—gc + T2 ; diferensiyel
Yy oy Yy

1 2y* +1
denklemi elde edilir. P (y) = — ve Q (y) = y ;_
Y Y

oldugundan,

1
- —dy
Yy

1
202 +1 J v
y;_ey dy + ¢

r =€

J

1[7.202+1
x:{f ny ydyﬂ}

1 1 1
r=- 2+ —|dy+c|==(y +Iny+ec
y[f<y y2> Y } y(y y+e)

bulunur. z = 2 ve y = 1 yazilirsa, 2 = 1 + 0 + ¢ esitliginden ¢ = 1 bulunur. Boylece dif.
denklemin ¢oziimii yo = y? + Iny + 1 olur.

ALISTIRMALAR
Asagidaki birinci mertebeden lineer diferensiyel denklemleri ¢oziiniiz.
a) ydr + (3x —zy +2)dy =0
b) 2 (y — 42?%) dz + zdy = 0
c)y =x—2ycotz
d) n,m € R olmak {izere % —my = ne™*
e) dy = (z — 3y) dx
Cevaplar
a) vyd = 2y% + 4y + 4+ ce¥
b) 2%y =2z* + ¢
¢) 4ysin2x = ¢ + sin 2z — 2x cos 2z
d) y = (nz+c)e™
e) 9y =3z — 1+ ce 3"

18
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Bernoulli Diferensiyel Denklemi

Soru 1: (1 — :1;2) y — xy = azy? (a € R) diferensiyel denklemini ¢dziiniiz.
Coztim: Her tarafi y? (1 — 2?) ile bélersek,

—2@ o ol = ax
dr 1— 22 1 — 22
o . . e 1 ody  du .o
Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. y =" = u, —y I = du doniigtimii ile
x x
du uT ax

veya

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu degigskenlerine ayrilabilir bir dif. denklemdir. Boylece,

du T

dz =0
u+a 1—22 v

denkleminin integrasyonu ile

1
In|u + al —Eln‘lfo} =Inc
veya

u-+a
= C

Vi—z2

-1
olur. y~! = u yerine yazlarak dif. denklemin ¢oziimii y = (cx/ 1—a2— a) olarak bu-

lunur.

d
Soru 2: sin yﬁ = cosy — x cos’y diferensiyel denklemini ¢éziiniiz.

d d
y_ doniigiimiinii uygularsak,

Coziim : Oncelikle cosy = u , — siny——
dr dx

d
—d—u =u — zu? veya d—u + u = zu? bulunur. Bu denklemin her tarafini w2 ile bolersek,
T T
du
. et -1 _
U I —+u x

19
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d d
Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. O halde uw™! = w, —u*Qd—u = d—v
x x
dontigiimiinden,
d
d—v — v = —x lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Boylece,
x

v=e J(-Ddx [f (—x) el “Ddz gy 4 c}
esitliginden
v=-¢e" (— [xe"dz + c)

T

[ xe™*dx kismi integrasyon ile z = m, e"*dz = dn ve dz = dm, —e~* = n uygulanirsa

[ mdn =mn — [ndm den [ze *dx = —ze™® + e~* bulunur. Boylece
v=e®(ze " +e T +0c)

I = v oldugu gozoniine alinirsa

ve Cosy = u, u~
cosy = (z+1+ce®)”!

elde edilir.

d
Soru 3: 222 cot yd—y = bx — 3siny diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
x
- d d
Cozliim : siny = u, cos y—y i doniigtimii uygulanirsa,
dr dzx

d
23:2(1—“ = Sxu — 3u?
T

elde edilir. Her tarafi 222 ile bolersek

_du  Sou 30
de = 222 222

olur. u? ile her tarafi bolersek

dr 2z 22
o . . e 1 odu  dv . ..
Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. v~ = v, —u T dr doniigtimiinden,
T x
dv 5 3

a2z’ 22
lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Buradan,

20



www.matematikce.com

5 )
- ) 5=d 3 -—d - 3 5
/ 21" J Q—ef 20" d +ec| = el e [f —Qelnm " dx +c

v=e
2 2x

esitliginden
v=a"2|[ iac‘r’/Qal:r +c
212
v=2g""? §2$3/2 +c| = z5/2 (x3/2 -+ c)
23

L — 9 den

ve (siny) ' =u~
(siny) ' =z~ 4 ca5/?

bulunur.

Soru 4: 6ydr = x (2:1:3 + y) dy diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

(ozlim :
d 217 + d 4
o _ M esitliginden “@_r + 2 elde edilir. Her tarafi 2z~ ile bolerek
dy 6y° dy 6y 3y?
a8 311
dy 6y 3y?
- . . e 3 _dr  du o
Bernoulli diferensiyel denklemi elde edilir. x7° = u, —3x = v doniistimiiyle
Y Y

ldy w1

3dy 6y  3y2
veya

dy ~u 1

dy 2y y?

esitliginden
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ve 73

= u egitliginden
23 = y1/2 [—2y_1/2 +]
bulunur.
Soru 5: 9y — 2zy = 2:1:6’”2\/@7 , y(0) =1 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

2
Soru 6: xy +y = x*y?sinz , y <E> =T diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

3 3
Soru 7: yy' + y? cot x = csc? z diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
- d 1
Coztim : yd—y + 92 C?Sx = ——— denklemi bir Bernoulli diferensiyel denklemidir. y? = u,
x sinz  sin®x
d d
2y—y - doniigtimii ile denklem
de dz
du cos T 2
— 4 2u— )
dx sinz  sin“x
2
lineer diferensiyel denklemine doniisiir. P (x) = 29T Lo Q (r) = ——— oldugundan,
sin x sin®
u = 6_1.2%6& f LGIQEIOI’?idJ}d(L‘ +c
sin“ x
esitliginden
u=sin"?z [[2dz + |
y?sin?z =2z + ¢
bulunur.
ALISTIRMALAR

Asagidaki verilen diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimiinii bulunuz.
a)y =y—ayle ™
b) v/ tan x sin 2y = sin? z + cos? y
¢) 22y =y (y* + 32?)
d) vy =1+ 6ze™ ¥
e) y(6y2—x—1)dx+6y3daz:0

e = ¢ (1‘2 + c)

b) (sin?z + 3cos?y) sinz = ¢
Y
e

22



www.matematikce.com
Integrasyon Carpaninin Belirlenmesi

M (z,y)dz + N (x,y) dy = 0 diferensiyel denklemi igin
oM  ON

oy Ox
a) — N
carpanidir.
oM  ON

b) oy — Ox

carpamdir.

= f(z), sadece x ’e bagh bir fonksiyon ise = e/ /()4 bir integrasyon

= —g(y), sadece y 'ye bagh bir fonksiyon ise n = el 9w bir integrasyon

c) M (xz,y)dx + N (z,y)dy = 0 denklemi homojen ise n = bir integrasyon

Mz + Ny
carpamdir.

Soru 1: (2:cy4ey + 2z + y) dx+ (x2y4ey — x%y? — 3:c) dy = 0 diferensiyel denklemini
¢Oziiniiz.

6—M = 8xye? + 2zytey + 6xy® + 1 OM  ON
Cozim : dy ON —— # —— oldugundan tam diferensiyel
— = 2xyte¥ — 229% — 3 %y O

ox
degil.
oM  ON
By o Sl Sayt4d
ve
OM ON
Oy  Ox 4
w = g = —g (y) (Sadece y 'ye baglh bir fonksiyon)
O halde,
. -4
n = el 90y — o T W _ —almfy| y14

1
integrasyon carpamdir. Denklemi nn = — ile arpilirsa,
Y
x 1 9 x? z
2zeY +2—+ — Jdo+ (2% — 5 =3 |dy=0
y oy Yy Y

ou
tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde 6yle bir U (x,y) fonksiyonu vardir ki, i
x
M “dir.
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z 1 2
U(w,y)—f<2x69+2y+y3> dx:mzey—l—;—&-ﬁ—ﬂp(y)

oldugundan,

ou 9 z? T
87y2$ Cy—?_3E+§0/(y):N

esitliginden ¢’ (y) = 0 ve ¢ (y) = ¢ bulunur. Dolayisiyla, diferensiyel denklemin ¢oziimii

2
xT xT
a?eV + —+ 2 =c

Y

bulunur.

Soru 2: (:1:2 +y? + Zx) dx + 2ydy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

oM
By Y oM oN

Coztim : o i oy # e oldugundan tam diferensiyel degil.
Ox
o oN _,
oy ar Y
ve
oM _oN
oy ox , o1 1 .
— N - 1 = f (=) (Sadece = ’e bagh bir fonksiyon)
O halde,

n= efg(a:)d;t — 6‘]' de _ oo
integrasyon carpanidir. Denklemi n = e” ile carpilirsa,

e (a:2 +% + 2x) dx + 2e*ydy =0

tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde 6yle bir U (x,y) fonksiyonu vardir ki,
N ’dir.

ou
dy
U(z,y) = [2yeldy = y*e® + ¢ (z)

oldugundan,

=yt @=M

24
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esitliginden
¢ (x) =" (2% +2z) ve ¢ (z) = [€* (27 + 22) do = /ex:Ude + [ e*2zdx

(%)

olur. (* * *) icin 22 = u, 2zdzr = du, e*dx = dv ve €* = v denilirse,
¢ (x) = [e* (2® +2z) do = [e*aPdx + [ e"2udx = 2?e” — [e"2adx + [ e*2xdr = 1"
bulunur. Dolayisiyla, diferensiyel denklemin ¢éztimii
U(z,y) =y?e® +2%e" = c
bulunur.

Soru 3: (:1:23/ — Qxy) dx + (3:}623/ — x3) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

oM
. A ) VAR G o
(oztim : 8]\17; n # . oldugundan tam diferensiyel degil. Ayrica
—— = 6zy — 322
o}

z
verilen denklem homojen bir diferensiyel denklemdir. O halde, integrasyon carpani

1 1 1

T M +yN (22y — 2zy) + y (302y — 23)  22y?

n

olur. Denklemi integrasyon ¢arpani ile carpip diizenlersek,

3y —x
2

-2
a: ydx—l—
ry Yy

dy=20

tam diferensiyel denklemi elde edilir. O halde 6yle bir U (x,y) fonksiyonu vardir ki, gU =
x
M “dir.

T — 2y 1 2 T
U(zx,y) = ( >d:c: (—)d:c:—2lnx+g0y
@) =J (", J(5-3)de="—2mlal +o()
oldugundan,
ou x
O = iy =N

dy y

3
esitliginden ¢’ (y) = — ve ¢ (y) = 3In|y| bulunur. Dolayisiyla, diferensiyel denklemin
Yy

¢Ozumiul

E—21n|x\—|—31n|y| =c
Y

25
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veya
3
z + In y—2 =c
y T
bulunur.
ALISTIRMALAR

Asagidaki diferensiyel denklemler icin integrasyon garpanini buluarak, difer-
ensiyel denklemi ¢oziiniiz

a) (4oy +3y* —z) dz + x (z +2y)dy =0
b)y(z+y+1)der+z(x+3y+2)dy=0
c)yle+y)de+ (r+2y—1)dy=0

a) n = a2 x3(4xy+4y2—1:) =c
b)n=y ay’(x+2y+2)=c
con=e", ylr+y—1)=ce®
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Iki degiskenli Lineer Katsayil Diferensiyel Denklemlerin
Cozumil

Soru 1:(z 4 2y — 4)dz — (2z + y — 5)dy = 0. diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
r4+2y—4=0
2r4+y—5=0
Dolaywsiyla, = = u+2 ve y = v+1 déntisimi yapilirsa, diferensiyel denklem (u + 2v) du—
(2u 4 v) dv = 0 homojen diferensiyel denklemine déntsiir.

Coztim : } denklem sisteminin ¢oziimiinden z = 2 ve y = 1 bulunur.

O halde, Y_, , du = zdv 4+ vdz doniigiimii yaparsak,
v

(z+2) (zdv4vdz) — (2z+1)dv =0
veya diizenlenirse
(22=1)dv+v(z+2)dz=0
degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklem elde edilir. Yani,

d +2)d
v+(z )dz

b -0
v 22 -1

olur. Bu denklemi,

dv A B

v z—1+z+1

1
seklinde yazarsak, A+ B =1 ve A — B = 2 denklemlerinden A = ; ve B = —5 bulunur.
O halde integrasyon ile

3 1
Injv|+ =ln|z—1]— =In|z+ 1| = In||
2 2
veya

2 (z—1P3=c(z+1)

x—2 .
T yerine yazarsak

elde edilir. z = 4
v

(e—y-1) =cl@+y—3)
¢ozlimii elde edilir.

Soru 2: (22 + 3y — 1) dx + (22 + 3y + 2) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
20 +3y—1=0
204+3y+2=0
dogrular paraleldir ve sistemin ¢oziimii yoktur. Dolayisiyla bir onceki soruda uygulanan
doniigiim uygulanamaz. Burada, 2z + 3y = v, 2dx + 3dy = dv doniigiimiini uygulanirsa,

Cozim : } denklem sisteminin katsayilari orantili oldugundan bu
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(v—1)dz + (v+2) <d”_32dx> =0

veya
(v—=T)dx+ (v+2)dv=0
ayrilabilir diferensiyel denklemi elde edilir.

e v—7+9

—dv
dJ:—i—( )dv—O

:1:+v+91n|v—7\—01

olur. Boylece,
r+y+3n2x+3y—T7 =c
genel ¢coziimii elde edilir.
Soru 3: (2373 + 3y% — 7) 3z2dr — (3373 +2y% — 8) ydy = 0 diferensiyel denklemini
¢Oziiniiz.
Cozim : Oncelikle 2 = u ve y? = v doniisiimii uygulayalim. Bu durumda denklem
2Qu+3v—T)du— (Bu+2v—8)dv=0

olur. 2u+3v—-7=0 denklem sisteminin ¢oztimiinden, v = 2 ve v = 1 bulunur. O
3u+2v—-8=0

halde u = m + 2 ve v = n + 1 doniisimi uygulanirsa,
(2m+3n)dm — (3m +2n)dn =0
homojen diferensiyel denklemi elde edilir. % = z ve dm = zdn + ndz doniigimiinden,
(2z2+3) (zdn +ndz) — (32 4+ 2)dn =0
veya
2(22=1)dn+ (22 +3)ndz =0

ayrilabilir diferensiyel denklemi elde edilir.

92243
—dn+ Z+1d —0

2 1 dz 5 dz

LU SO B P T
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denkleminin integrasyonu ile

4ln|n| —In|z+ 1| +5In|z — 1| = In|¢|

u—2_a:3—2

v—1  y2—1

bulunur. z = yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(x3—y2—1)5:c(3:3+y2—3)

genel ¢oziimii elde edilir.

Soru 4: (x —2siny + 3)dr — (2x —4siny — 3) cosydy = 0 diferensiyel denklemini

¢Oziiniiz.

Cozim: siny = u , cosydy = du doniigiimu yapilirsa,

(r—2u+3)der — 2z —4u—3)du=0

elde edilir. u+3=0 denklem sisteminin katsayilari orantili oldugundan bu
2z —4u—-3=0

o . . c e du dv

dogrular paraleldir ve sistemin ¢oziimii yoktur. Bu durumda ¢ — 2u =v , 1 — Qd— =

x x

doniigimii uygulayabiliriz. Bu durumda

(v+3)dx— (2v—-3)du=0
20+6  _du 1 dv

w—3 “dr = dx
denkleminden
20—3
dv=d
s30T

9
1— =2
( 4U+3> dv dx

olur. Bu denklemin integrasyonu ile
9
U—Eln]4v+3] =2+
veya
4v—9Injdv + 3| =8z +¢
olur. Baglangicta yaptigimiz donsiimleri gézoniine alirsak
4(zx —2siny) —9In|4 (z — 2siny) + 3| =8z +¢
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veya
dr 4+ 8siny +9In (4z — 8siny + 3) = ¢
bulunur.

Soru 5: (z —y — 1)dx — (z + 4y — 1) dy = 0 diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.

(ozlim :

2 -1
Soru 6: ¢y = m diferensiyel denklemini ¢6ziiniiz.
ALISTIRMALAR

Asagidaki diferensiyel denklemleri ¢oziiniiz
a) 2r —y)de+ (dz+y—6)dy =0

b) (x —4y —3)dx — (x — 6y —5)dy =0
¢) (x—y+2)de+3dy=0
d) (z4+y—1)de+ 2z+2y+1)dy=0

e) (zr—1)de— Bz —-2y—5)dy=0,y(2) =1

c)r+c=3nlzx —y+ 5|
d)z+2y+c=3In|z+y+2|
) y—z+3)°=9(y—z+2)
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Riccati Diferensiyel Denklemi

y = A(x)y? + B(x)y + c(z) tipindeki diferensiyel denklemlerde y; bir 6zel ¢oziim

verilirse y = y; + — doniigiimii yapilarak genel ¢oziim bulunur.
v

Soru 1: ¢/ +y?—3ytan x+tan? r—1 = 0 diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y =

tan z ise genel ¢oziimi bulunuz.

- 1 d
Coziim: y = tanx + — ve & _ (1+ tan®z) —
v

¥ @w doniigiimiinii uygulayalim.Bu du-
x

02 dx
rumda denklem

1d 1 2 3
(1 + tan®z) =% tan?r+ = + Ztanz — 3tanz — Stanz +tan?z —1 =0
v2 dx v v v

olur. Sadelestirmeler yapilirsa,

lder 1
vdr v

veya

v
— +ovtanx =1
da;+

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. P (z) = tanz ve @ () = 1 oldugundan,

’U:e—ftanxdx [feftanxdxdx_i_c} — sinx |:f dx —I—C:|

sinx
olur.
fd:r :f sinx $=f —du :_lf du —lf du :—llnl_u
sinz 1—cos?z 1 —wu? 2 1—u 279 u+1 2 1+u
Buna gore,
. 1 1—coszx 1
v=sinz | -—-ln|———|+c| = ——
2 14 coszx y —tanz
bulunur.

Soru 2: y' = y? csc? x+y cot x—1 diferensiyel denkleminin bir 6zel ¢ziimii y = sin x
ise genel ¢oziimu bulunuz.

- 1 d 1d
Coziim: y = sinz + — ve & _ cosx — -~ dontigiimiinti uygulayalim.Bu durumda
donkdl v dx v2dx

enklem

1 dv . 9 1 sin x 1 . 1\ cosx
cCoOST — —— = |sin“x+ — + 2 —— + (sinz + — - -1
v2 dx v2 v sin® x v/ sinx
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veya

1 dv 1 2 CcoS T
cosx——2—21+ —— T - +cosx + —
v2 dx v2sin‘x  vsinz vsinx

olur. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,

dv 24+ coszx -1
|V = =
dx sin x sin® x

lineer diferensiyel denklemi elde edilir.

24 cosx —1
P = - =
(z) sinz ve Q () sin? x
oldugundan,
, : 2
e_f 2:1(;10;$dz _ 6_'[ (§?§§+S£I)dm _ 6—(1n|sina;|+1n|1—cos:c\—ln|1+cosx|) — m
sin® x
bulunur. O halde,
1+ cosz)? -1 sin® x
U:( .Q)f,Q sdr +c
sin® z sin“x (1 + cos x)
olur.
—sinx dw w3 (14cosz)™® 1
[————mde=[—5 = = ve v = ————
(14 cosz) w -3 -3 y —sinz
oldugu gozoniine alinirsa,
1 (14cosxz)? | [ (1+cosz)™® N
= c
Yy —sinx sin? -3
veya
3 1 !
i :_( +.C028x) + ¢ (1 4 cos )
y —sinx sin”
genel ¢oziimi bulunur.
Soru 3: 3y = — + (3—cotaz)y + y?sinz diferensiyel denkleminin bir 5zel
sin x
¢Ozimi y = — ise genel ¢oziimi bulunuz.
- 1 1 d — 1d
Cozim: y=——+ — ve 4 _ .C(zsac _ % doniisimiini uygulayalim. Bu durumda
sinz v dr  sin’z  v?dx
denklem
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—CcoszT 1 dv —4 1 1 1 1\? .
——— 5= —+@B-cotz) | ——+ )+ |+~ | sinz
sin® x v2dxr sinz sinzx v sinx v

2

veya sag taraf diizenlenirse

—CcoszT 1 dv 5 cotx cotx sinzx
5 — +

sin2z v?dr v sinz v v2

olur. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa,

d
£+(5—cotm)v: —sinx

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. P (z) =5 — cotz ve Q (x) = —sinx oldugundan,

v = e~ J(5—cotz)dx [f (—sinz) e (5—cotz)dz 7,. + C]

v = ¢—d@tnjsinz| [j‘ (_ sin 1‘) ebr—Inlsinz| .. + C]

v = sinze 9 U —edTdr + C]

e5x
v = sinze 9% 5 + c]

ve v = ——— oldugu gozoniine alnirsa

1 1
- 0 _Z —5z
ysinz —1 5+ce

genel ¢coziimi elde edilir.
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Egri ailelerinin yorungelerinin denkleminin bulunmasi

Soru 1: 2zyy’ = y? — 2? diferensiyel denkleminin integral egrilerinin ortogonal
yoringelerinin denklemini bulunuz.

Coztim: y' yerine —— yazalim. Bu durumda, 22y = (2% — y?) ¥/ homojen diferensiyel
Yy

denklemi elde edilir. Bu denklemin her tarafi 22 ile boliiniirse
2
Yy Y=\ dy
22 = (1—-% | ==
x < :v2> dx
Yy dy

olur. = =wu , — = u 4+ x— doniigiimii uygulanirsa,
x dx dx

2u = (1 —u2) <u+aﬁflz>

2u:u+x£—u3—xu2%
du
3 — 1— 2\ 77
u’ +u :L'( u)d:p
dx (1—u2)du

T ud +u
ayrilabilir diferensiyel denklem elde edilir.

1-uw* A Bu+C w(A+B)+Cu+A
w+u uw o w41 ud +u

egitliginden C =0, A =1 ve B = —2 oldugu gériiliir. Dolayisiyla

J

)
W:fd:_f 2udu =Inful —In|u?+1| =In

ud +u u?+1

U
u? +1
olur. Boylece diferensiyel denklemin genel ¢oziimii

u

2 'dir.

In|z|+1In|c/ =In

veya cx =

u

u?+1

Ayrica, Y_u oldugundan genel ¢6ziim ¢ (y2 + :1:2) = y olarak bulunur.
x

Soru 2: Kutupsal koordinatlarda verilen r? = 2¢? cos 20 lemniskat ailesinin or-
togonal yoriingelerinin denklemini bulunuz.

Coziim : Oncelikle 72 = 2¢2 cos 20 denkleminden sabit sayiy1 yok ederek bu egri ailesinin
diferensiyel denklemini olusturalim. bunun icin tiirev alirsak,
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/
2rr! = —4¢? sin 26 ve ¢ = _QSZl 20

ifadesi 72 = 2¢? cos 20 denkleminde yerine yazilirsa,

/

r
= — 20
" sin 20 cos
veya
r! _ —sin26
r  cos26

diferensiyel denklemi elde edilir. Kutupsal koordinatlarda verilen egrilerin ortogonal
2

yorungelerinin denklemini bulmak i¢in r’ yerine —7: yazilir. O halde
r

)
- = —tan 260
rr
1/ = tan 20
,
I _ ot 2048

.
2In|r| =In|sin 20| + 21n|c|

r? = %sin 260
olarak bulunur.

ALISTIRMALAR

1. Asagidaki dik koordinatlarda verilen egri ailelerinin ortogonal
yorungelerinin diferensiel denklemlerini bulunuz.

a) y? = ca®

b) x = ce¥

c)x? —yl=cx
3

Yy
a—2x
e) y =c1 (secx + tanx)
2. Asagidaki kutupsal koordinatlarda verilen egri ailelerinin ortogonal
yoriingelerinin diferensiel denklemlerini bulunuz.
a) r=a(l+cosf)
b) r = acos? 6

2 — gsin 26

c)r
d) r?cos 26 = ¢
e) r=a(1+sin?0)

Cevaplar
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e) r2 = bcosf cot O
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Clairaut Diferensiyel Denklemi

Soru: y = zy + (y')* — 2y’ + 1 diferensiyel denklemini ¢éziiniiz.

Cozim: y' = p yazilirsa,
y=ap+p*—2p+1l=ap+(p-1> (»

olur. Tirev alimirsa

/

p=p+ap +2(p—-1)p

)
Ple+2(p-1)]=0

olur.

i) p' =0 ise p = c olur Bu (*) da yerine yazilirsa,
y=cx+(c—1)°

dogru ailesi bulunur. (Genel ¢6ziim)

ii) [t+2(p—1)] =0ise x =2 (1 — p) ifadesi (x) 'da yerine yazilirsa
y=2(1-p)+(p-1)"=p"+1

olur. © 2 (12_ ) denklemlerinden p yok edilerek
y=-p°+1

(x—2%+4(@y—1)=0

parabol ailesi bulunur. (Tekil ¢6ziim)

Devam Edecek
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