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ONSOZ

Bu kitap 1965-1966 ders yilinda Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi
Teorik Fizik Kiirsiisiinde 1. yariyil haftada 3 saat ders ve 1 saat tatbikat,
2. yariyil da haftada 4 saat ders ve 2 saat tatbikat olmak iizere okuttugum
«Fizikte Matematik Metotlar» dersinin, 6grencilerime dagitmig oldugum,
teksir edilmig metninin derlenip toparlanmasiyla meydana gelmigtir.

Bu kitabin basilmasinda aziz 6grencilerimin dersi tikib hususunda
gosterdikleri gevkin bu tarihe kadar siirmesinin ve her vesileyle beni bu
kitab: bir an once cikarmaya tegviklerinin (ve Adetd zorlamalarimn)
cesiret verici ¢cok biiyiik katkisi olmugtur. Hepsine burada tegekkiir ve
minnetlerimi arzederim.

Bu konuda: «Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik,
2 cild, Springer Verlag, (1924 ve 1937; en yeni baskis1 1968} » veyda «Morse-
Feshbach: Methods of Theoretical Physics, 2 cild; Mc Graw Hill Book
Comp. Inc., (1953)» gibi devasi iki referans kitab1 varken ve bunlarm
yanmda da son yirmi-yirmibes wyil icinde sayilar:1 ve kaliteleri gitgide
artan hatirn sayihr hacimda eserler diinya literatiiriinii zenginlegtirirken
bu miitevazi kitap (biitiin eksikliklerine ragmen) fizik, miihendislik ve
bilhassa teorik fizik dgrencilerine Universitelerimizde ilk senelerde oku-
tulan Analiz Derslerinin kapsam diginda kalan bazi matematik metotlar
hakkinda ancak bir fikir verme gayesini giiden ilk tiirkge telif eser olmak
iddiasindadur.

Esasinda her béliimde islenen konu hakkinda literatiirde cildlerce
kitap bulunurken bu béliimlerin burada eksiksiz iglendigi iddia olunamaz.
Eser de ziten eksiksiz bir referans kitabi1 olmak iddiasinda degildir. Meseli
kompleks degigkenli fonksiyonlar: konu alan III. Béliimde konform tasvir,
ve pertiirbasyonlar teorisine giris baghkl V. Biliimde soysuzlagsmus héale
tekaabiil eden pertiirbasyon kavramlarina hi¢ temas edilmemigtir. Fizigin
Ozel Fonksiyonlar: ve Integral Doniisiimler bahisleri de yeteri kadar genig
tutulmug degildir.

Eger biitiin bu eksiklikler bu konuda daha tam, daha genig, daha
didaktik ve daha miilkemmel tiirkce bir eser vermek yoniinde bir bagkas:
icin tahrik ve tegvik vesilesi olurlarsa bu kitap igte asil o zaman ana
hedefine ulagmig olacaktir.



VIII Fizikte Matematik Metotiar

212-219. sayfalarda takdim edilen ve N boyutlu bir uzayda yazilmig,
HELMHOLTZ denkleminin ortonormal fonksiyon aileleri yardimiyla
sonsuz bir seri geklindeki ¢oziimiinii bulmaya matuf metot harig, kitabn
bir orijinallik arzettigini sanmyorum.

Kitapta, firsat buldukg¢a, operatorlerin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar:
konusuna bir leitmotiv havas: verilmeye, bu ¢ok Snemli kavramlar {ize-
rinde gerektigi kadar titizlikle durulmaya dikkat edilmigtir. Ancak, kitap
fizik ve miihendislik 6grencileri i¢in yaziimig bir derskitabt mahiyetinde
oldugundan, takdimde, N. BOURBAKI ekolii tarzinda zerifet ve kesinlik
aramaya kalkisacak olanlarin beyhiide zahmet etmis olacaklarini da pegi-
nen beyinda fayda gormekteyim.

Bu kitab yazmanm liitfeden ALLAH’a hamd ve gitikrederim. Kitabmn
once 1965-1966 da ders notu olarak kaleme alinig1 safhasinda ve sonra da
1970-1971 de basgkiya hazirlamisi sirasinda anlayig ve sabmrlariyla biiyiik
manevi destek olan aziz egime ve aziz kizzma; ve 1srarh talepleriyle kitabin
viicd bulmasim hizlandiran aziz Ogrencilerime alenen tegekkiirlerimi
arzederim.

Ve nihdyet, aylarca bu kitabmn agir dizgi zahmetini harikulade bir
guurla yiiklenerek emsalsiz bir titizlikle dizgi ve baskismi gerceklegtiren
bagmiirettip Mehmet Dizenler; miirettip Ahmet Kogan, Halil Tokay ve
Yilmaz Aral; baski teknisyenleri Sikir Ertiirk ve Hakki Ugur'a goster-
dikleri anlayig, sabir, tahammiil ve bilhassa giilerylizliiliiklerinden dolay:
da ayrica tegekkiirlerimi arzetmeyi bir borg¢ bilirim,

Kadikéy, Mart 1971 Prof. Dr. Ahmed Yiiksel Ozemre
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l. Boliim

VEKTOREL UZAYLAR

(1) MATRISLER

Bu bdliimde vektdr ve lineer bagimsizhk kavramlarinin, vektorlerin
(lineerlik vs. gibi) basit ozelliklerinin ve kezd vektirler ile determinant-
lar iizerindeki elemanter cebirsel iglemlerin bilindiklerini kabul edecegiz.

Adi ii¢ boyutlu herhangi bir vektdr, bu uzayda bir kereye mah-
sfis olmak iizere segilmig K gibi bir koordinat sistemindeki eksenler iize-
rindeki izdiigiimlerin ( =bilesenlerin) verilmesiyle tanimlanmig olwr.

->
Bir x vektOriinii ya birim vektorler yardimiyla
3
e e
E=X81F Xy + 236, = ) XpCp=X,€, ai.1)
p=1
geklinde, ya da

—> X3

x=| oy

%g

- —~
geklinde gisterecegiz. x, biiyiiklikleri x in bilegenlerini, e, ler ise K nmn

eksenleri iizerindeki birim taban-vekidrlerini gostermektedirler:

> 11 > |0 > ||O
ey=il 0] e =11, €= 0
0 0 1

(I.11) in sag yam FEinstein toplama kuralina uyularak yazilmig
bulunmaktadir. Buna gore, bir ifidedeki terimler eger ¢arpanlardan mfi-
tesekkilse ve bu carpanlara ait bir indis miikerrer ise bu, indisin alabildigi
biitiin deger takimi iizerinden toplam yapilacagina deldlet edecektir. Bu
miikerrer indise sessiz indis ya da toplam indisi adi verilir. Boylelikle
T toplam igaretlerinden vaz gecerek ifadeleri daha kisa ve yoZun bir
tarzda yazmak olanagl dogmaktadir.
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Analitik geometri, ii¢ boyutlu bir uzayda biribirlerinden bagimsiz
olarak secilebilecek vektfrlerin maksimum sayismin ancak ii¢ oldugunu
6gretmektedir. Bagka bir deyigsle, iic boyutlu bir uzayda iigten fazla her-

—’
hangi » adet v, vektdrii daimi lineer bagimh olurlar, yani bunlar arasinda
daimé, A,=0 olmak iizere,

seklinde bagmtilar bulmak miimkiindiir.

Lineer bafimswz vektérler kavramina dayanarak, formel bir tarzda,
herhangi bir tam sayida boyutu haiz vektor uzaylar: tanimlamak miim-
kiindiir. Bu soyut tammin dogurdugu sonuglar somut bir sekilde gdz
oniine getirilemeseler bile, bunun yardimiyla geligtirilen formalizm bircok
problemin daha zarif ve sidece geometrik terimler cergevesi icinde an-
lagilabilmelerini miimkiin kilan bir kaliba biiriinmelerini ve bunun sonucu
olarak da kolayhkla ¢oziilebilmelerini temin eder.

Bu itibarla ne zaman bir problemde n adet bagimsiz degigken varsa
bunlara
&
Ty

8y

»

La

geklindeki bir vektoriin » boyutlu bir tabana nisbetle bilegenleri goziiyle
bakilabilir. Bu n boyutlu tabanin birim vektorleri de

1 0 0
0 1 0
0 0 0
- . — . -
81:: . » 62 = . [] * 8 & ® & * & 3 enz
0 0 1

bagintilariyla tamimlanirlar. Bu takdirde
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— —
L= Lyep (p=1,2,...,0)

yazilabilecegi agikardir.

Fizigin pekcok kolunda iicten fazla boyutu haiz uzay kavramlarina
rastlamak kaabildir. Bunlara somut iki 6rnek vermis olmak igin nce Ozel
Rolativite Teorisini goz Oniine alalim. Bu teori, 1s:18in  biitiin referans
sistemlerinde egy6nlii (=izotrop) sekilde ve sabit bir hizla yayildig: ilke-
sine dayanarak fiziksel olaylarin zaman ve uzay bakimmdan baglanti-
larm incelemekte ve her bir fiziksel olaya bunun vukuu buldugu yerin ii¢
koordinatiyla, vukuu buldugu 4n tekaabiil ettirmektedir. Su hélde her bir
fiziksel olay bagimsiz dért degigken yardimiyle tasvir edilebilmektedir.
Bu ise, yukarida sézii edilen imkana dayanarak, her fiziksel olayin

gibi dort bilegeni haiz bir vektor araaligiyla dort boyutlu formel bir
uzaym (MINKOWSKI uzaymwn) bir noktas: imis gibi telakki olunabil-
mesini miimkiin kilmaktadir,

Ozel RolAtivite Teorisinde karsimiza cikan bu dort boyutlu uzaymn
elle tutulur, gozle goriiliir, resmi cizilir, bilfiil fiziksel olarak somut bir
tarzda ingd edilir bir nesne oldugu kamsima kapilmamak gerekir. Bu,
olsa olsa, fiziksel olaylar: belirli baz ilkelerin gercevesi icinde kesin bir
geometrik terminoloji yardimiyla incelemek iizere uygun ve toplayiel,
birlegtirici matematik bir modelden bagka bir gey degildir. Bu geometrik
modele gbére, gtz Oniine ahinan bu dort boyutlu uzay (bu wuzey-zaman)
fiziksel olaylara yataklik eden bhir substratum olarak teldkki edilebil-
mektedir; ¢ciinkii her fiziksel olay bu subsiratumun bir noktasina tekaabiil
ettigi gibi, tersine olarak, uzay-zamanin her noktasina da bir olay tekaabiil
etmektedir. Boylelikle fiziksel olaylarla uzay-zamanin noktalar: arasmda
bire-bir bir tekaabiiliyet kurulmug bulunmaktadir.

Ozel Rolativite Teorisi ortaya ciktigy zaman, bunun getirdigi dort
boyutlu uzay-zaman kavramina cok kigi igyiizii esrdrengiz fiziksel bir
gercek gozii ile bakmg ve giinlitk yagantilarimizin bizi kars1 karsiya -
raktig1 fiziksel uzayin bir «ide» (bir fikir) olarak degil de gercekten de
dort boyutlu ontolojik bir yapisi oldugu zannmna kapilmiglardir.



4 Fizikte Matematik Metotlar

Gitnlitk hayatimizda kullandigimiz ondalik (desimal) say1 sistemini
goz oniine alalim. Bunun, hesap iglemleri bakimindan bizler icin uygun
ve kolay bir «models teskil ettigi, tartigilmas: gereksiz bir acikliktadir.
Diger taraftan modern elektronik hesap makinalan igin ikidelik (biner)
sistemin ise ¢ok daha uygun ve kolay bir mode! oldugu da malimdur.
Nasi! ki bu iki modelden hangisinin daha gercek oldugunu aragtirmak
abes ise, aym sgekilde, fiziksel olaylari birlegtirici bir goriigle inceleme-
mizi miimkiin kilan uzay-zaman modelinin gergekliginden bahsetmek de
o kadar abes olur. Uzay-zaman kavrami da fizikteki daha bagka bir¢ok
matematik model gibi, fiziksel olaylara ustalikla giydirilmis bir elbise
modelini andirmaktadir. Bu elbise modeli zamanla daralir da cgekerse,
giyenin sirtinda giidiik kalirsa ya da moda (!) degisgirse yerini daha uy-
gun, viicidu cok daha tatminkar gekilde saran bir bagka elbise modeline
birakir. Bu itibarla matematik bir modeli bir digerine tercih ettiren ozel-
lik modelin daha giiclii, daha uygun ve daha kullanigh olusudur.

Fizikteki ¢ok boyutlu uzaylara bagka bir 6rnek de istatistik meka-
nigin dayanagt olan «faz uzayi» dir.

Cok sayida ténecik kapsayan izole bir sistem gz 6niine alalim. Bu
sistemdeki her bir ténecigin kendi bagina hareketini dinamigin kanun-
lar: gergevesi icinde inceleyerek bunlardan sistemin bir biitiin olarak di-
namik davranigint ¢ikarmak pratik olarak imkansizdir, Bu itibarla dina-
mik kanunlariyla istatistiksel metotlar: uzlastirmak stretiyle olugturul-
mug olan istatistik mekanik, bu tirlit sistemlerin makroskopik davra-
nmglar: hakkinda bilgi vermekle gorevli bir bilim kolu olup gazlarin
kinetik teorisine, kimyasal ¢Ozeltilerin fizigine, fotonlarin ya da yiiklii
tineciklerin toplumsal hareketlerine, katihal fizigine, plazma problemle-
rine ilh... bagariyla uygulanmaktadir.

Simdi » adet tanecikten olunmug dinamik bir toplulukta belirli bir ¢
Aminda her bir tinecigin dinamik hali, haiz oldugu yer koordinatlar ve
impuls vektoriiniin bilegenleri ile, yini toplam olarak 6 adet bagimsiz
degigken yardimiyla belirlenir. Buna gore sistemin ¢ amndaki dinamik
durumunu belirlemek icin de 6x adet bagimsiz degigken lazim gelmek-
tedir. Buna gore eger, bilegenleri

91 912+ Q13> D21r 9225 Ga3reeens oty Gnrs Gazs> Prrs Przs D13y P2ry Po2,

P23s ssnes Pary Pozs Pas

olan 6n bileseni haiz bir vektér tammlarsak n tinecikten olugsmus sis-
temin ¢ dnmindaki dinamik hali, «faz uzayr»> denilen 6n boyutlu uzayda
bu vektdriin, yervektorii roliinii oynadigi tek bir nokta ile gosterilebile-
cektir. Iste bu faz uzaymmn da fiziksel bir gercekten ziyaide siddece bir
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«ide» olarak var olan, fakat bir takim olaylarin birlestirici bir agidan
incelenmesini miimkin kilan iktisadi bir model oldugu asikirdir.

Bu boliimiin sonunda sonsuz boyutiu uzaylara da deginecegiz.
—
Simdi » boyutlu bir (E,) vekttrel uzayinda n bilegeni haiz bir =

vektorii gz 6niine alalim. Bu vektoriin bilegenleri (E,) deki muayyen bir
K dik kartezyen sistemine gére belirlenmig olsun. (E,} de bagka bir K’

kartezyen koordinat sistemi géz Oniine alahm ve bir K K’ doniisiimiinde
—-> -
K’ deki y vektoriine doniisen x in bu yeni sistemdeki bilegenlerini tesbit

etmege cahgalim,

Bu dontigiimiin fiziksel bir anlam olabilmesi i¢in yani K daki her
vektore K’ de tck bir vektor ve tersine K’ deki her vektdre K da tek bir
vektor tekaabiil etmesi igin, ve 6zelliklc hem K—> K’ de ve hem de K' - K
da her iki sistemin koordinat sistemlevrinin biribirlerine tekaabiil etmeleri
icin, g0z Oniine alinan doniisiimiin «lineer bir doniisiim» olmas: gerektigi
agikardir. Aksi halde, mesela, K da bir cismi etkileyen bir kuvvet sirf
K — R’ doniigiimii yiiziinden K’ de farkh yon ve giddetleri haiz birden
fazla kuvvet olarak kargimiza ¢ikabilecek, ya da K daki her eksene K’

- -

de birden fazla eksen tekaabiil edecektir. Su hdlde » € K nin y € K’ ye dé-
> >

niigebilmesi icin & ve y nin biribirlerine lineer olarak bagli olmalar: yani

—-> >

x ve ¥ nin bilegenlerinin

A11x1+A12:x:2+ . e s +A1nxn=y1
An®ytApZy+ oo oo o T An®aFYy

(1.1.2)

An1$1+Angm2+ “« v e +Annxn=yu

bagintilarini gerceklemeleri 14zimdir. Bu déniisiim talominm katsayilar:

A‘]‘l Ajzoill.A]n
Az‘[ Agzcaoo.Am‘

-

A=(4,9)=

Anl Ango--o-Ann
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seklinde cift girisli bir tablo tegkil ederler. Boyle bir tabloya (nxn)-li
bir «matris» adi verilir. Daha genel olarak (nxm)-li yani n satir ve m
siitindan olusmusg maitrisler de (I1.1.3) tamimina benzer sekilde tanmimia-
nabilirler. Ru bakimdan bir vektor de (n x1)-li bir matris olarak diigii-
niilebilir.

Matrisler iizerinde bir takim cebrik islemler tanmmlanir. Bu arada
A ve B gibi iki matrisin toplam: veyi fark:, elemanlari

Cpq=Apqt Byq

geklinde olan bir € matrisiyle tanimlanirlar. Her iki iglemin de bir an-
larm haiz olabilmesi icin A ve B nin aym sayida satirlar1 ve aym sayida
siitinlar: haiz olmalar) elzemdir. Mairislerin toplammin ortaklastiric:
(=asosyatif) ve yerdedigtirici (=komiitatif) olduklar, yani

(A+B) +E=A+(B+Q)
ve

A+B=T+A
bagintilarin1 gercekledikleri agikardir.
A ve B gibi iki matrisin ¢carpimi, elemanlan
Cpq=4;s Byg
ile belirlenen bir €= AR matrisidir. Bu iglemin de bir anlami olabilmesi
icin A nm siitin sayisimin 8 nin satir sayisina egit olmas: gerekir.

Matrislerin carpimi, genellikle, yerdegistirici degildir:

ABALBA

Matrisler ancak baz1 Ozel hallerde carpun bakimindan yerdegistiricilik
ozelligi gosterirler. Carpimda, bir kural olarak, ¢arpanlar her zaman ses-
siz toplam indisleri yanyana gelecek gekilde diizenlenirler. Buna gore

A By =By Aps

demektir ama bu egitligin sag yanina bakip da bu matris ¢arpiminin
BA geklinde oldugu sylenemez zird burada s toplam indisleri pegpege
degildirler. Buna kargihk egitligin sol yaninda s indisleri pegpege bulun-
makta ve bu da ¢arpmmm AP geklinde olduguna deldlet etmektedir.
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Matris garpiminin ortaklastirice ve daditwer (=distribiitif) oldugu
yani
(AR)C = A(BC)
ve
AMB+EO)=AB+AC
bagintilarimin gegerli oldugu kolayca gosterilebilir,

I ile gisterilen birim matris, elemanlar1 Kroenecker sembolleri olan,
yani
5 =3 1 eger p=q ise
a 0 eger p=kq ise

bagintilarinl gercekleyen matristir. Sifir matrisi ise biitiin elemanian
sifir olan matristir.

Bir matrisi bir skaler ile ¢garpmak onun biitiin elemanlarim o ska-
lerle carpmaga denktir.

K&segen matris diye de, matrisin sol iist kogesinden sag alt kdgesine
inmekte olan «esas kigegeni» iizerindekiler hari¢ olmak iizere, diger bii-
tiin elemanlar: sifir olan matrise denir. Bir matrisin esas kogegeni fize-
rindeki elemanlarin toplamma «matrisin izi» ad1 verilir:

n

lza= ZApp: SpqAap-
p=1

Determinantlarin tanimini g6z dniinde bulundurarak ancak satir ve
siitiinlarimin sayilar1 biribirlerine egit olan matrislere, yini ancak kare
matrislere, determinantlar tekaabiil ettirilebilecegi anlasiir. Diger taraf-
tan, bir |.A| determinantinin 4,, elemanina tekaabiil eden kofaktdriinii
A ilo gosterirsek, | A | =<0 olmas: hilinde| A| nmn tersi olan | A~!| de-
terminantinin p-ninei satir ve g-nuncu siitinundaki elemanin

Aar
| A pe=1"57

]PQ | A 1
ile verildigi ve 4,, ya tekaabiil eden A% kofaktdriiniin ise | A | min satir ve
slitinlarin1 aralarinda degis-tokug ederek elde edilen «transpoze» deter-
minantinin p-ninci satin ile ¢g-nuncu siitinunu sildikten sonra elde edilen

mindr determinantin (—1)°*9 ile ¢arpimina esgit oldugu bilinmektedir.
Fakat
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lAIX[ A =1 veyd |A7!'|X|A[=I] (1.1.4)

olacagindan buna gore | A| ve | A~!| in elemanlar: arasinda da

A0 " At
Ap,fA""l),q:Ap, mr-qu veya (A- l)ps A,q=m Asqzﬁpq (1.1.5)
bagintis1 gecerli olacaktir. Bu itibarla elemanlan
A
Aml)a =ra
=3

ile verilen bir matrise A matrisinin ¢ters matrisi> ad1 verilir ve bu A™!
ile gisterilir. A ve A -! in biribirlerinin tersi olmalar i¢in bunlarin ¢ar-
piminin I birim matrisini vermeleri yeter. Gercekten de (1.1.4) ve (L.1.5)
bagintilar1 bunu dogrulamaktadirlar,

Matrisler, elemanlarmin baz bagintilar1 gergeklemelerine gore de-
gigik isim alirlar. Bu gegit matrislerin bir takim Ozelliklerinin incelenmesi
ufak problemler hilinde boliimiin sonunda okuyucunun ilgisine sunulmug
bulunmaktadr.

Cetvel: 1.1 de bu 6zel matrislerin tamimlan sinoptik bir gekilde tak-
dim edilmigtir. -

CETVEL: 1.1
Matrisin ismi Mfztris Matris ?lema:nlan
bagintisi arasindaki bagintilar

Transpoze matris A Ay =(A)y
Bakigimh® matris A= A A=A,
Carpik bakigimh* matris A=—3A Apg=—Agp; Ap=0
Dik matris A= A1 | A,4,,=8,
Reel matris A= AF | A,=4A%,
Sitf sanal matris A=—A%* | Ap=iByq; Bpq: reel
Hermitsel matris A= A%t Ay =A%,
Carpik hermitsel matris A=—A%t Agg=—A%,; A,=0
Birimse! matris A= (AN)™Y A4,4%,=§,

¥ Bakigimh = simetrik.
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Bu alt-boliimii kapamadan once

; ¥y Y1

T2 Y

- . —> .
€*£= . , y=

| mﬂ yl‘l

gibi iki karmagik (=kompleks) vektériin skaler ¢arpiminin

e el * Y| ,.»

et y=[la*ya, - - x|, =& pYp
Ya
) (1.1.6)
Un

geklinde tanimlandi@ina iséret edelim. Buna gére bir vektdriin mutlak
uzunlugunun karesi yani normu

- >
xt , x=0%0, (I.1.7)

olacaktir. GGz Oniine alinan vektdrler eger reel iseler skaler carpimn
> >
%, T= X0, (1.1.8)
den ibéret olacag: asgikardir.

Iki vektdr gdz oniine alindiginda bunlarin «diyadik» carpimlar: da

1y WY B Ya
XYy XoYa: " X3 Yo
> >
(x y)=
Tolfty Lolg* >+ La Yo

olarak tanimlanmir ve asikér olarak
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> > > >
(x ==y x)

dir. Bununla beraber diyadik ¢armimin da ortaklastirict ve dagiticr ol-
dugu kolayhkla gerceklenebilir.

(1.2) ADI KOORDINAT DONUSUMLERI

A belirli bir (nxn)-li matris olmak iizere n boyutlu bir uzaydaki
- -
n adet reel bilegeni haiz bir ¢ vektoriiniin bir &’ vektoriine doniiglimiiniin

> —> .
Ar=a" ya da An%,=%n (1.2.1)

geklinde verildigini gordiik.
-—)
Eger boyle bir doniigiimde x vektoriiniin boyunun sabit kalmasi yini

> R
r.x=x".%
ya da
BpqXp®q=80s® m® ¢ =bir skaler {1.2.2)

kalmas: isteniyorsa acaba A doniigitm matrisi ne gibi bir Ozellife sahip
olmahdir, onu aragtirahm, (I.2.1)den faydalanarak

AppXpy=2"mm
Az =%,
ve bunlar1 taraf tarafa carparak
Ap A gl =% 0 s

ya da her iki yam §, 8, ile carparak ve birim matrisin herhangi bir
bagka matrisle carpiminin yerdegigtirici olmasindan faydalanarak

SmsdmpAsq (8pq®p®q) == 8pq (8ras® w’s) (1.2.3)

bulunar. (I.2.2)ye gore bu egitlikte parantez iginde bulunan ifadeler birer
skaler olup biribirlerine egittirler. Bu itibarla (1.2.3) ifadesi basitlegerek

A, A, =8, (1.2.4)

bagintis: elde edilmis olur. Bu baginti vektérlerin wzunluklarini invar-
yant birakan doniigiimii nitelendirmektedir. Bu g¢egit doniigiimlere dik
donilsiimler adi verilir. 1ki koordinat ekseninin iictinciisti etrafindaki
rotasyonunu gosteren
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cos @ sin © 0
A=) —sin 0§ cos § 0
0 0 1

doniigiimii de bu dzelligi haizdir. Ug boyutlu adi OKLIT (EUKLIDES)
uzaymda Euler agilar araciligiyla tamimlanan bir rotasyonun da dik do-
niigitm 6zelligini haiz oldugu gosterilebilir. «, B ve v Fuler agilary Jekil:
I.1 deki gibi tanimlamriar.

{a) (b)

(c)

Sekil: I.1 Euler acilar.
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Birinei gekildeki doniigiim 2 ekseni etrafinda o agisi kadar bir rotas-
yona, ikinci gekildeki doniigiim a2’ ekseni etrafinda B acis1 kadar bir
rotasyona ve {iclincit gekildeki doniigiim de 2” ekseni etrafinda v acgisi

kadar bir rotasyona tekaabiil etmektedir. Buna binden K sistemindeki bir
-+

r vektorii K’ sisteminde

x - > cos & sin & 0 *
Y || =17 =Tr =|j —sin a cos o 0 Ity
2 0 0 1 2
>

vektoriine;  vektorii de K” sisteminde

| > 1 0 x’
y || =r"=Tgr'=| 0 cos B sin B y
2" 0 —sinB cos 2
—_
vektiriine; r” vektorii de K”’ sisteminde

. . | "
z" - > cos Y sin v 0 @
YP|=r"=8pr'=| —sin y cos Y ol v
2" 0 0 1 2

-> >
vektoriine doniigecektir. Boylece r ile »* arasinda

2 a >, >_ o
7 :—.‘G[Tr =‘('ETﬂIBr =ﬁIY‘mﬂ@Iar=fEr
geklinde bir bagint: bulunacaktir. Bu déniigiimde
=T, T,
ile belirlenen doniigiim matrisinin actk sekli ve bunun gercekten de bir

dik matris oldugunun gosterilmesi bir alistirma olarak okuyucuya bimra-
kilmigtir., (Bk. Problem: 1.11).

(1.3) LINEER CEBIRSEL DENKLEM SISTEMLERI

(1.2.1) seklindeki koordinat doéniigiimleri bizi, hiliyle, cebirsel denk-
lem sistemlerinin ¢dziimleri iizerine egilmege sevketmektedir.

- -
Ax=y (1.3.1)
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—
seklindeki bir matris denklemini formel olarak ¢ozmek ve buradan, y

ﬁ
bilindigi takdirde, x vektoriinii belirlemek kolaydir. Gergekten de (1.3.1)i
her iki taraftan soldan A-! ile carparak

—_— = — A‘?qu

A-lAx=0=A"ly vejd x,=
& A~y 3 p TA]

(I.3.2)

bulunur. Eger A matrisi tekil (=sengiiler) degilse, yani | A | = 0 ise,
A-! mevecuttur ve bu takdirde (1.3.2), bilinen Cramer formiillerinden bag-
ka bir gey degildir.

Simdi kendisine belirli bir A doniigimii uygulanmak siiretiyle sifir

—>
vektoriine doniigtiiriilen bir x vektoriiniin bilegenlerini belirlemege cali-

galim. $u halde

-> >
0

Ax= (1.8.3)

matris denkleminin, ya da buna tekaabiil eden

Ay 2,=0 (I.3.4)

cebirsel denklem sisteminin ¢éziimlerini ariyoruz demektir.

(I.3.2) denkleminin A -! in var olmasi gart: altinda bir ¢oziimii ol-
dugunu gordiik; fakat (I.3.4) denklemi i¢cin durum hiraz daha karngiktir.
Bunu daha kolaylikla gérebilmek icin (1.3.3)e tekaabiil eden (1.3.4) siste-
mine ait iki 6rnek godz Oniine alalim.

g x+y=0
x—y=0

homogen sisteminin x=0 ve y=0 dan bagka bir ¢6ziimii olmamasina kar-
sihk

% x+ y=0
ax+ay=0

homogen sisteminin y= —x olacak gekilde sonsuz coziime sahip oldugu
hemen goriilmektedir. Birinci halde sistemin katsayilar: matrisinin tekil
olmamasina kargilik ikinci hilde sistemin katsayilar matrisi tekil bir
matristir. Bu, genel bir kural tegkil etmektedir, yani (1.3.4) geklindeki
homogen bir cebirsel denklem sisteminin sifirdan farkli g¢oziimlere sahip



14 Fizikte Matematik Metotlar

—

olmasi igin (ya da bagka bir deyimle, bir x vekt6riiniin belirli bir A
doniisiimiinde sifir vektOriine doniigsmesi icin) gerek ve yeter sart kat-
sayllar matrisinin determinantimin, yani | A{ mn, sifir olmasidir. Eger
sistem homogen bir sistem degilse ve | A| da sifir ise, bu takdirde ya
sistemin denklemleri biribirlerine uygun degildirler ve dolayisiyla hic-
bir céziimleri yoktur (meseld x+y=1, x4y =2 sisteminde oldugu gibi),
ya da biribirlerine uygundurlar, fakat sonsuz adet ¢bziimii haizdirler
(meseld x+y=1, 204 2y=2 sisteminde oldugu gibi).

| A} da m satir ve m siitinu silmek siiretiyle elde edilen alt deter-
minanta (n-—m)-inci mertebeden bir «mindr» ad1 verildigi bilinmektedir.
Bu itibarla (nxxn)-lik bir matrisin determinanti olan | &|, n-ninci mer-
tebeden bir mindr oldugu gibi | &| nin tek bir eleman da birinci mer-
tebeden bir mindrmiig gibi diigiiniilebilir. Bir determinantin esas koge-
genini esas kigegen olarak kabul eden mindrlere «esas mindrler» denir
ve bunlar i¢inde sol yukar: kogedeki esas mindre de <«bas mindr» adi
verilir. Eger bir matrise tekabiil eden determinantin r-ninci mertebeden
biiytik biitiin mindrlert sifir fakat buna kargiik r-ninei mertebeden mi-
noérlerinden hic degilse biri sifirdan farkl: ise bu matris ve determinantin
«rang»min r oldugu sdylenir. Sifirdan farkh bir determinant: haiz
{(nxn)-lik bir matrisin ranginin bu takdirde n olacag: dsikardir.

Eger [A| min rang1 # ise bu, A nin tekil olmadigina yani A-! in
varligmna delildir. Bu takdirde (1.3.3)iin her iki yanmm A -! ile soldan
carparak

-> >
A~ Ax=A"10
yéni

> >
x=0

bulunur. Su hilde eger ddniigiim matrisi tekil degilse bu doniigiimde bir
+

-+
x vektoriiniin sifira doniigmiis olmas1 ancak x in kendiliginden sifir vek-
torit olmasiyla miimkiindiir. Bagka bir deyisle (1.3.4) geklinde homogen
bir cebirsel sisteminin ¢6ziimii, eger katsayllar determinant: sifirdan
farkhysa ancak

x,m( (p=12,...,n)
geklindedir.
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Simdi | A | mn rangmn n—1 oldugunu farzedelim. By, {A[=0 ol-
dugunu géstermekle beraber sifirdan farkhi A% kofaktdrleri bulunduguna
da delilet eder. Sistemin meseld bag mindrii olan | A™| sifirdan farkh
olsun. Bu bdyle olmasa hile denklemleri degig-tokug edip, gerekirse bi-
linmiyenleri yeniden isimlendirerek her zaman bag minériin sifirdan farkh
olmasi saglanabilir. Bu takdirde, C ile herhangi bir sabiti gistermek
tizere x,=C vazedelim ve (1.3.2) Cramer formiilleri uyarinca ilk n—1
denklemden olugmus sag tarafh denklemi z, «;,..., x,_, igin cozelim:

_AngC
YTy

(P= 112 'XELE n_']-) * (1.3.5)

Bu c¢oziimiin, kendiliginden, n-ninei denklemi de gercekledigini gérmek
igin (L1.3.5)i her iki taraftan 4,, ile carpip ¢ indisi {izerinden toplam ya-
palim; (I1.3.5.)i de goz Oniinde tutarak ve | A| nin da tekil oldugunu
hatirhyarak
c C
—_—— M= =
AunqZq (4] Ao 4 A™] |&=0

bulunur ki bu da =-ninci denklemin de (I.3.5) ¢Oziimii tarafindan sag-
landigim gostermektedir.

Simdi daha genel olarak A matrisinin ranginin r oldugunu farze-
delim. Ve gene (1.3.3)iin temsil ettigi denklemlerin, | & | nin r-ninci mer-
tebeden bag mindrii sifir olmayacak sekilde diizenlenmig olduklarini ka-
bul edelim. Bu takdirde (I.3.4) sistemi, 1 den n ye kadar gecerli olmayan
toplamlar icin Einstein toplam kuralindan vaz gecerek,

r n
2 quxq=-—-2 Apxt,  (p=12,...,7) (1.3.6)
qg=1 s=r+41
n
Zqu.’L'q:O (p=r+1,...,n) (1.3.7)

=1

geklinde yazilabilir.

(1.3.6) sistemi s=1,2,..., 7 olmak iizere x, lerin herhangi bir keyfi
deger takim icin tek bir ¢ozlimii haizdir. Filhakika efer (1.3.6)mn so-
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lundaki katsayilarin determinantin: | a | ile gésterirsek bu, sifirdan farkh
oldugundan | a-!{ mevcuttur. 4, nun kofaktdriinii e ile gosterirsek

(1.3.6)nin ¢oziimii
q
xPz—Z ?;‘ 2 Az, (1.3.8)

p=1 s=r+41

dir. By, (1.3.7)ye yerlegtirilecek olursa p>r igin

g=1 p=1 m=} s=r+1 s=r-+41
n r r
=-_Z l‘:':l [|a(A,,,—Z ZAM gt A,,..] (1.3.9)
s=r+1 =1 m==1

bulunur. Burada parantez icindeki ifidenin dzdeg olarak sifir oldugunu
ve dolayisiyla (1.3.8) ¢Oziimiiniin (1.3.7) bagmtilarim da gergeklemekte
oldugunu gistermek i¢in (r+4-1)-inci mertebeden olan

Ay Ay Ay Ay
Ay Ape-----Ay Ay

*

A" Arz' s "‘Arr Ars
Apl AP" LI .API' AP!

minériinii goz Oniine alip bunu son satir: ve siittinu cinsinden acalim. Bu
agilimda A, nin katsayisi [a] olup 4,, 4, nin katsayis1 da eksi igére-
tiyle 4, 4., nun katsayisina yani —a% ye egittir. Buna binden (1.3.9)
daki x./[a] min katsayisi (r+1)-inci mertebeden bir minordiir. Hailbuki
A mn rang) r idi. Bu itibarla bu (r41)-inci mertebeden mindér &Gzdes
olarak sifirdir. Bu ise (1.3.9)un sag yanmin sifir oldugunu yani (L.3.8)
¢Oziim takiminin (L.3.7)yi de gercekledigini gostermektedir. Su hilde,
eger bir hoomgen cebirsel denklem sisteminde sistemin katsayilar de-
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terminantinin rang: r<n ise, (n—r) adet bilinmiyen keyfi olarak seci-
lebilir ve geri kalanlar da bunlarin lineer fonksiyonlari olarak helirlenir-
ler.

Lineer cebirsel denklem sistemlerini maitris metoduyla incelemenin
bir bagka faydasi da meseld (1.3.1) gibi bir sistemi gergekleyen
x,(p=1,2,...,n) bilinmiyenleri arasindan, goz Oniine aldigimiz problem
bakimindan bizi ilgilendirmeyebilen meseld 2,1, %k 2,5...... , %, gibilerini
hi¢ hesaplamadan dogrudan dogruya x:, % ,...... , X1 y1 belirliyebilmemiz
imkanmidir. Bunu géstermeden once (1.3.1) denklemine tekaabiil eden li-

neer cebirsel sistemi, denklemlerin yerlerini degigtirmek ve bilinmeyenleri

-
yeniden numaralamak stiretiyle, ilgilendigimiz & adet bilinmiyenin » vek-

toriintin ilk %k bilegeni olarak ortaya c¢ikmasini temin edecek sekilde dii-
zenleyelim. Bu takdirde (1.3.1) sistemi ac¢ik olarak

! . ] 1
Ap Ap-r--Ap | Apkgqs oo Ain %y Y
i Ay Agyc e v A : Y PR Ay, X2 Yo
. | . .
|
I
. [ - . .
Ay Age v Ak : Alskar®*c 70 Ay, Lk Y
A it bt I bt ] It (1.3.10)
!
Acinn 0 Ak : Agiiksr* * *° digrse Lk41 Yica
. I . .
) !
. |
A—n‘[ v s oo An I Aﬂlk"'l ..... Al‘ll‘l - mll yn
|

geklinde yazilabilir. Bu sistemin A matrisi: A , Aw , Aw , Aw
L . - > i > —> > >
gibi 4 alt-matristen; ve x ile y vektorleri de X¢p , Xy ve Yo ,» Y

gibi alt-vektorlerden olugmug gibi diigiiniilebilir, 6yle ki (I.3.10) kisaca

t —> —>
Ayt Aw Xa) Yo
———— -:'-ﬂ-—‘---v --—_; —_—— —_— ":>— -_— (113111)
Aw | A X Yo
i

—

geklinde yazilabilir. Buradaki X() alt-vektorti, bilegenleri, bizi ilgilen-
—

diren x;, , #,,+ - -, %, bilinmeyenleri olan, ve X vektorii de bilinme-

si bizim i¢in gerekli olmayan vektorlerdir. Bu takdirde artik
F. 2
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—> > >
AnXn+A@X@=Y )
> - >
ApXn+AWXe=Y o
- ._‘) - -
olur ve bu sistemden de X, yok edilirse, basit bir hesapla
> e —>
A@X=Yo—A9Xn)
- - -
Xo= A Y o—A9Xml

- w — e
ApX+ A3 W0 T Yo—AXnl=Yw

ve sonunda da

- > —>
[A—AAWw ' AelXn=Yn—AxAw 'Ya (L.3.12)

bulunur ki bu, A -5;(1):? gseklinde ve bizim ilgilendigimiz 2x,,:--, 2
degiskenleri cinsinden lineer bir cebirsel denklem sistemini temsil et-
mektedir. Ilgi duyulmayan 2., ---,%. bilinmeyenleri de béylece
ortadan kaldirilmig olurlar.

(1.4) MATRISLERIN GZDEGERLERI VE OZVEKTORLERI1

B ve T ditzgiin (=regiiler), yani 3! ve T! ters matrisleri var
olan, iki matris olmak iizere

B=PAT (I.4.1)

denklemini gergekleyen 7 ve A matrislerine egdeger matrisler adi
verilir,

1) Eger JPT=I ise (1.4.1) doniigiimii
B=T AT
seklini alir ve béyle bir doniigme de benzerlik doéniisiimit denir.

2) P=T olmast halinde

B=T AT

doniigimii kongriient doniisiim,
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3) F=T% olmast hilinde
R=T* AT
doniistimit konjonktif doéniisiim,
4) PT=I ve P=T olmas: hilinde
BR=TAT=T'AT
doniigiimi dik doniisiim, ve
5) PT=I, Y=T*=T! olmas1 hilinde de

B=T*AT=T AT
doniigtimii birimsel doniigiim adim alhrlar.
Simdi
—

—*
Az=)w (1.4.2)

seklinde, yéni_x} vektdriine uygulanan bir A doniigiimiiniin bu vektoérii
gene kendi dogrultusunda fakat A misli bir vektore donlistiirdiigi hé-
li géz 6nline alahm ve A doniiglim matrisi verildiginde (1.4.3) baginti-
sinin gegerli olabilmesi icin A mn miimkiin degerlerini ve bunlara te-

- >
kaabiil eden x=x(A) vektorlerini aragtiralim.
(1.4.2) yi

—
(A—AD) =0 (1.4.3)

seklinde de yazabiliriz. Bu, homogen bir denklem sistemine denk olan

ﬁ
bir matris denklemi olup x+0 seklinde ¢oziimii haiz olmasi i¢in, (I1.3)
béliimiinden bilindigi gibi,

|A—M|=] | . =0 (L4.4)
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olmas1 lazimdir. (1.4.4) denklemine A matrisinin karakteristik denk-
lemi, bunun kd&klerine A matrisinin dzdederleri; A bir Gzdeger ol-
mak iizere

- ->
Ax@g= )"(q}m(q) (1.4.5)

denklemini tahkik eden g{.,) vektorlerine de A doniiglimiiniin invaryant
vektérleri veyd A matrisinin dzvektdrleri adir verilir. Bunlarn bile-
genleri agikar olarak (I.4.5) homogen denklemini dogrudan dogruya ¢oz-
mekle elde edileceklerdir. (I.4.4) it gercekleyen A Ozdegerlerinin hep-
si birden A matrisinin spekirum’unu meydana getirirler.

(1.4.4) denklemi, A nin n-nineci mertebeden bir polinomu olup »
adet kokii haizdir, Buna gore, eger A mm biitiin A(,) Ozdegerleri bi-
ribirlerinden farkh iseler, r=1,2,..., # olmak iizere her bir A\() Ozde-
gerine tekaabiil eden ve bilegenleri

[Apq—A(r) Opql X()q=0 (1.4.6)
(r=1,2,....,1)

seklindeki homogen sistemlerin c¢oziimleri olan, biribirinden farklh =

-

adet ) Ozvektorii elde edilir. Eger aym bir &zdegere biribirinden
farkli birden fazla 6zvektor tekaabiil ediyorsa, boyle bir ozdegere
«soysuzlasmis 6zdeger» denir.

A matrisinin bakisimh (simetrik) veyd hermitsel bir matris ol-

mas1 hélinde A min d6zdegerleri ve Ozvektorleri arasinda cok Onemli

> —>
baz1 bagitilar vardir. Bunlar1 ortaya koymak igin x;) ve g, ile A

nin haiz oldugu biribirinden farkh A ve (. dzdegerlerine tekaabiil eden
Ozvektorleri gosterelim. Bu takdirde

> >
(Aw(;_)= A 5!7(;[) (1.4:.7)
> ">

-~ ->
ve (1.4.7) yi soldan (), (I.4.8)i de soldan x(; ile garpip
> = > =
2y A= M &) Ty
> - > > 5> >
Ly AL()= B F(2) By =1 Ty 6(2)
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sonra da taraf tarafa cikartarak

> > = >
R Ayt Aty =0o—p) Tty T (1.4.9)
bulunur, Fakat A nin bakigimh (simetrik) olmasi yani

A=A

bagintisini gercekleyen bir matris olmast dolaysiyla, (1.4.9) un her
iki yaninin simetrigini alirsak

(+ > ) (s > ) 3 > =N
Ly Azy) — \ 2oy A2y /= —p) Ty - 2ay=0 —1) 2qy - B
yani

> > > =
7ty Ay~ Ay =00—1) Tty e (1.4.10)
olur, (1.4.9) ile (1.4.10) taraf tarafa toplanrsa
> >
(l—[.l.) O.‘:'(j_) . wm) =0 (I.4.11)

bulunur ki, A#u olduguna gore bu simetrik bir matrisin farkli zde-
gerlerine tekaabiil eden ozvektorlerin biribirlerine dik vektdrler oldu-
gunu gostermektedir.

Aynm netice hermitsel bir matris igin de, yani A=23A*" 0Ozelligini
haiz bir matris icin de gecerlidir., Bunun ispati bir alhigtirma olmak
iizere okuyucuya birakilmigtir. (Bk, Problem: 24),

Bir dik doniigiime gore biribirlerine egdeger olan matrislerin or-
tak bir ozellikleri, her ikisinin de aym Ozdegerleri haiz olmalandir.
Gergekten de

(B—AD=(@AT-A)=(TAT-ATUT)=T! (A—-ADT
ve buradan da

| B—M[={TY - [A—M| - {T{=|TY] - [@] - |A—M|=|A—M] (1.4.12)

oldugu goriilmektedir., Bu Onemli Gzellik, matrislerin uygun dontigiim-
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ler aracihifiyla esdeger kdgegen matrislere indirgenmesinde biiyiik rol
oynar.

Kogegen olmayan bir A matrisinin uygun bir € dik matrisi (do-
layistyla diizgiin bir matris) yardimiyla ve bir benzerlik doniislimii
cergevesi iginde kogegen bir B matrisine doniigtiigiinii farzedelim:

B=T'AT,

®B kogegen bir matris olduguna gore bunun Gzdegerleri, esas kigegeni
tizerindeki terimlerden ibArettir. Gergekten de T nin karakteristik
denklemi

By—h 0 ----0
0 By—A----0 .
: ? =}_(B,,,,-x)=0
: p=l1
0 oennnn B..—M\

dir. Buna gore, ve ([.4.11) Gzelligini gbz Oniinde bulundurarak, A mn
ozdegerlerinin, ! kigegen matrisinin esas kdsegeni lizerindeki eleman-
larindan ibaret oldugu anlagilmaktadir. Su halde bir A matrisi veril-
diginde buna egdeger kosegen bir matris ingd etmek icin A nin 62-
degerlerini esas kigegen elemanlar: olarak kabul eden kdsegen bir
matris yazmak yeter,

Bununls, beraber bazi héllerde A y1 kogegenlegtirecek olan @
matrisini dogrudan dogruya ingd edebilmek de faydadan uzak degildir.

(@) Once A mmn simetrik ve biitlin O6zdegerlerinin biribirlerinden
farkh olmalari hilini goz 6niine alalm.

Bu takdirde belirli bir @ matrisi aracihigiyla 6yle bir koordinat
doniigtimii yapahm ki eski koordinat sisteminin taban vektorleri olan

. ->

ey vektorlerinin donligmiigleri yeni koordinat sisteminin e’() taban
vektirleri olsun ve iistelik bu yeni taban vektorleri A matrisinin nor-
malize edilmig dzvektorleriyle cakigsin. Buna gére

-+’ -
e m=Tep (1.4a.1)
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> -
A€’ m) = Mp) €(p) (L.4a.2)

bagintilar: gegerli olacaktir. (I.4a.1) den

> >
T e’y = e (I.4a.3)

bulunur. (1.4a.2) den de
> ->
T ATT e’ (p=Mp Tl e
ya da B=T AT oldugunu ve ([.4a,3) bagintisim gz Oniinde tutarak

- >
Bep) = Mip) €p)

-+
olur. Bu, eger »" vektorii A nin bir Ozvektdri ise bunun doniigiimil
> P
olan =T !¢  vektoriiniin de B=T~! AT doniigtim matrisinin dzvek-
>
torii oldugunu ve gerek A mn & Ozvektoriine tekaabiil eden, gerekse

-+
T nin & Ozvektbriine tekaabiil eden 6zdegerlerin de aynt 6zdegerler ol-
dugunu gostermektedir.

—
Simdi (I.4a.1) in her iki yanini da sagdan diyadik olarak e ile
¢arpalim, boylece

> - > >
(€' e)=Tley) e))=TI=T (L4a.4)
ya da, bu ifadeyi soldan T! ile carparak
> -
TYe (p) €(3)) =1
oldugu goriilmiis olur.

- -
e'(p) vektorleri e vektorlerine nishet edilecek olursa

> >
(€'tp) €ty))

> —>

diyadik carpimimn elemanlarinin €'¢) vektorlerinin ey vektorleri iize-
rine izdiigiimleri yani bunlarin eski koordinat sistemine nazaran bile-
genleri oldugu goriiliir, (I.4a.4) e binden



24

Fizikte Matematik Metotlar

Ty Tipevrve- Tin em €@y €’ (0
Ty Ty « Ty €qr €@ € (a)2
Tn‘[ Tn2 oooooo TI‘II} e’(ﬂn 6’(2)0 oooooo e'(n)n
>, >, -
=(e' ), € (2)reeseeys€(n)

(I.4a.5)

olur ve kezi ! in de, A nin simetrik olmas: yiiziinden ozvektdrleri-
nin biribirlerine dik olmalar dolayistyla,

T'=

€ €W

ooooo (1)“
€an €un €’
6'(n)l et(n)z """ € (n)o

ile verilecegi kolaylikla tahkik olunur, Ozellikle bir matris

geklinde olsa

Ae'gy Cpprvee e Cin
Mty Cp- ‘O
le’(l)“ 0112 ...... Che

AN Cp- Cr

0 Cp++vv+Chpa

0 6n2 ...... Can

olacagina da nazar-i dikkati cekelim.

(1.4a.6)

(1.4a.7)
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Ornek :
A=l — 6 10

1 — 6 2
—4
2 —4 6 ||

matrisine egdeger kisegen matrisi ve A yr kisegenlestiren T d onii-
gtim matrisini acikca hesaplayiniz.

Bu matrise tekaabiil karakteristik denklem

11— —6 2
—6 10—n —4 |=—W\+27T0>—1801+324=(A—18)(A—6)(A—3)
2 —4 66—

tiir. Bu takdirde A ya egdefer kogsegen matris

3 0 0“
0 6 0||
0 0 18§

geklindedir. A nin meseld A=3 e tekaabiil eden G6zvektoriinii arayalim.
Bunu saglayacak olan denklemler (1.4.6) dolayisiyla

80’:1—6&:3 4 2-’”3 == 0

— 646, + Tory—dta=0
2“71"'"4“?2 + 3-’)!73= 0

seklinde homogen bir cebrisel denklem takim tegkil ederler. Bunun
esas determinant: sifir olduguna gore, meseld, son denklem hic goz
Oniine ahnmadan ve x,=c¢; vazederek

—6:)32 + 2.%'3:—“803
73.'»'2“"4393= 603

ve buradan da A=3 Ozdegerine tekaabiil eden Ozvektor olarak

- 1
€ (=Csff 2
2

ve benzer gekilde de A=6 ve A=18 i¢in



26 Fizikte Matematik Metotlar

2 2 | 2
€ =0y G (=0 || —2
2 | 1
elde edilir. Su hilde A yi1 kosegenlegtirecex olan T matrisi de ([.4a.5)
e gore
” 1 2 2
‘G=C10203 ” 2 1 -2
2 -2 1

olur, Normalize edilmemis olan e(p} vektorlerinin, aralarinda ikiser
ikiser biribirlerine dik olduklar kolaylikia gerceklenebilir,

(b) Simdi de A nin gene simetrik olmakla ber&ber biitiin Gzde-
gerlerinin biribirlerinden farkh olmadig: ve meseld Ay in A mn 7y-in-
ci mertebeden bir Ozdegeri oldugu soysuzlagmig hili géz Oniine ala-
Ilim. A min Ay Ozdegerine tekaabiil eden normalize edilmig bir Gzvek-

—
toriinii % ile gosterelim:
—- —>
Axg)=My) T . (L4b.1)

—
Simdi birinei siitinu A nin Aq) e tekaabiil eden normalize edilmig %

Ozvektdriinden ibaret olan bir @; matrisi géz Oniine alalim. Bu tak-
dirde, (I.4b.1)i de goz oniinde bulundurarak

Au A12 """ Aln X le ...... T‘ln
Az{ An """ Azn m(1)2 T22 ...... T?n
AT, = . .
An] An2 oooooo Anu m(])l‘l T‘l“2 ...... Tnn
Ap 2ok A Teg v -0 )\.(1) ey Ak Tuge oo v v
Ap @i ApTig - v ’ hMpxayy ApTig- s -

fl
Il

A Lk Ank Tng """ )L(’} X(1)a A Tkz ..... .
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olur. Bu takdirde @,~' AT, carpim tegkil edilecek olursa bunun birin-
ci siithnu, (I.4a.7) bagintisina dayanarak,

gseklinde olacaktir,

Eger #l) ile, (n—1) elemandan miitegekkil tek satirhk bir mat-
risi ve B(,q ile de (n—1)-inci mertebeden bir kare matrisi gosterirsek
@,~! AT, matrisi

M E B
B=T, AT = |-
0 Egg(pq)

seklinde olur. Fakat A ile bunun @, matrisine gore egdegeri olan
matrisi aym tzdegerleri haiz olduklarindan B de tipkn A gibi Ap i
r¢ - inci mertebeden bir gokkath G6zdeger olarak kabul eder. Bu itibarla
B, matrisi icin Ay tam (r—1) kath bir dzdegerdir.

Bu ., matrisi de tipki1 A matrisi icin yapilan gibi bir igleme
tabi tutularak bunun Aq) Ozdegerine tekaabiill eden normalize edilmig
bir Ozvektorii belirlenir, ve ilk siitinu bu ozvekttbrden ibaret olan
(#—1)-inci mertebeden bir T, kare matrisi aracithigla ve m, s=1--+,n
olmak {izere

| 1 i@(m) |
mz_iﬁ(pq)mzz ----1}------
| 0 6]
oldugu goriiliir., Boylece
110 1:0
e e T e s
0T, 0 :T,?

1

diye tarif olunan matris araciigiyla 3 doniigtiiriilecek olursa
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Xl m[q)mz
WA= 0 ) Gy
(o 0 @:(ms)

olur. Ayni iglemler pespegse U, ve ilh... icin r-2 kere daha tek-
rarlanmirsa neticede

M oG G -t Gy

| 0 N an Qyr,
A=)0 0 N ) (L.4b.2)

0 0 © M

olmak iizere
7 A B
l | I T || = (1.4b.3)
<« -)

geklinde bir ifdde elde edilmig olur. Soldaki ilk (iiclineil) terimde sola
(saga)dogru ok, carpim terimlerinin sagdan sola (sagdan sola) dogru k nin
artan degerlerini izleyerek siralanacagina igiret etmektedir. Buradaki
B matrisi v, satir ve n—r,; stitlindan, ve & matrisi de n—r, satir ve
n—r; siitlindan miitegsekkil matrislerdir. Eger Z ile (I.4b.3) #n ilk 7,
sitiinundan olugmug matrisi géz 6niine alirsak

ET1AZ=A(x)

olur ve hdylelikle B matrisinden de kurtulmus oluruz.

Hesabin bundan sonraki béliimii € matrisini tipki 4, icin oldugu
gibi kogegen gekle indirgemek ve biitiin zdegerler tiiketilinciye kadar
bu igleme devam etmzktir. Boylelikle sonunda, Ag(k=12,----}ile
(I.4b.2) gibi iiggen matrisler géstermek iizere, A matrisi
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| R
tA 0 )
=it 0
| &g |
= L_Z22
A AN
\\
0 =7
PRy
L—_J

gibi bir gekle indirgenmig olur,

Bu ana kadar biitiin §zdegerleri farklh olan bir matrisin ve mii-
kerrer 4zdegerli simetrik bir matrisin nasi kisegenlestirileceklerini
gérdiik, Hermitsel ve birimsel matrisleri de kdsegenlestirmek miim-
kiindiir, Simetrik, hermitsel ya da birimsel matrisleri kogegenlestiren
doniiglimlerin birimsel doniigiimler olduklar: gdsterilebilir., Buna kars-
Itk tamamen keyfi bir matrisi diizgiin bir @ matrisi aracithgiyla ké-
gegenlegtirmek her zaman miimkiin degildir (Bk. Problem: 40).

(I.5) DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI

A, Simdi, sabit katsayili birinei mertebeden lineer bir homogen
diferansiyel denklem sistemi gtz Oniine alalim:

day(¢)

g =tn L) b B X ()4 <0 o+ - +ay, alt)
dao(t
28D, o )+ g )+ <+ < -+ @)
) (L5A.1)
dﬂi;;t) =@n .’L’l(t) + Qag xg(t) 2 R + Gan 2a(f).
Bu sisteme tekaabiil eden baglangic sartlari da
w1(0)=bl » w2(0)=b2 p YTty wn(o)"‘*"‘bn (I-5A-2)

ile verilmis olsun. Bu takdirde A ile sistemin sabit katsayilar matri-

-> —>
sini, %(f) ile bilegenleri xy(f) , a5(f), -+ -, %.(f) ve b ile de bilegenleri
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by , by, --,b, olan siitiin vektorlerini gostermek iizere (I.5A.1) ve
(1.5A.2) kisaca

>
- ->

seklinde yazilirlar, Simdi @ ile, A y1 bir benzerlik doniigiimiinde ko-

-> -

gegerlegtiren bir matrisi gostererek a = Ty doniiglimiinii yapalim. Bunu
(I.5A.3) ifddesine yerlestirip de elde edilen denklemi soldan T-! ile
carparsak, @ nin ¢ ye tabi olmamas: dolayisiyla, sonu¢ olarak

GO _ o T T >
T_z(m AT y()=A y(t); y(0)=T D (1.5A.4)

bulunur. A maftrisi A nmn OSzdegerlerinden ibaret kdsegen matristen
bagka bir sey degildir. Boylece:

dyy | M %
dt

ay, A, 0 Y2
dt

ll

dy.
dt )"n Yn
ve buradan da
e.ht
At
- 0
y(t) = T b
oot
ya da (I.5A.1)—(E.5A.2) nin ¢6zliimil olarak artik
e.lzt
> 0 >
()= a'h (I.DbA.5)
0 e

bulunur.



Vektorel Uzaylar 3

A nin elemanlarunn sibitler olmasi hilinde (1.5.3) e tekaabiil eden
homogen denklemin ¢Oziimii herhangi bir giigliik giUstermez. A= A(})
hiline gegmeden Once bu hali sayisal bir 6rnekle caplandiralim.

Ornek :

dx,

E"z 11.’1:1— 6$2+2W3+t

—dﬁ‘ 6501 +10$2"‘—4x3

“at = 2x;— 4x,+ 6&3

sistemint ¢oziiniiz,
Bu sistemi

11

; ” = j—\w(t) + f(t)

daf;(t) H
e ol

MGU

21
—4 & o)+
6 |

seklinde yazmak kaabildir. | A—A | = (A—18) (A, —6)(L—3) oldu-
guna goére A y1 kogegenlestirecek T matrisinin geklinin A=3, A=6,
ve A=18 Ozdegerlerine tekaabiil eden

o6zvektorlerinin fonksiyonu olarak

:|

H

2,
1
—2 |

1 2 2 ’ 1 -—3 -6 6 I
T={ 2 1 —2 ve ﬁ—‘=—-§7~ —6 —3 6
2 -2 1 ‘ —5 6 —3
oldugu kolayhkla tesbit edilir. _:;= 'fi[-; niiglimli yapilarak
7 OO PP
o 18] ° fa|

ve buradan
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cedt —  (t—1)

t 1
pri git; 1 e+ (t—1)
lwaol % | comst a—)

bulunur. Bu takdirde verilen denklemin ¢o6ziimii de

oy T 2] | )
a:(t) 22) =Tﬁy= 2 Yolt) ) = 2yt Y2y,
mol Iz - 1l lwol | sl

183 + 20,05 4 2¢4e1% 4+ -—g— (t—-1)

-

s 2,63+ 0265'-—2036‘“—%&-—-1)

2¢,e3t—2c,6% + caem‘-- 11 (t—1)

olur; (I.5A.2) gtz oOniine alinmirsa (1.5A.6) daki integrasyon sabitlerinin
kolaylkla yok edilebilecekleri goriilebilir.

-.)
B. Simdi, x(t) gene ¢ nin fonksiyvonu olan n adet bilegeni haiz bir
siitiin vektér ve A(t) de ¢ nin fonksiyonu olan elemanlart haiz olmak
fizere (mXn)—1i bir matris olmak iizere

d‘”“)_g\ 2(t), 2(0)=b (15B.1)

seklindeki degigken katsayili homogen lineer diferensiyel denklem sis-
temini goz oniine alalim:

t = 0 igcin A(f) nin siirekli olmasi gartt altinda (1.5B.1) vektorel
diferansiyel denkleminin tek bir ¢dziimii oldugunu ve bu ¢oziimiin de

d3€(t)

=A(t) X(t), X0)=I 1.5B.2)

matrisel diferansiyel denklemini gergekleyen X(¢) matrisi aracilifiyla
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> >
= Xb
gseklinde ifide edildigini gosterecegiz.

Bunun icin (I.5B.2) yerine, bunun ¢oziimii olan
X=1+ f A(s) X ds (L5B.3)

ifddesini gtz Oniine alahm, Bundan sonra X, diye

Xo=1

3€,.+1=l+f§\(8).?€., ds (ﬂ=0,1, cew -)

bagintilar aracihgiyla tanimlanmig olan bir matris dizisi géz Oniine
alalim, Buna dayanarak

4
Kppg— f A(S) (Xu—K,y,) ds (n=12,...)

olur, A(s) nin 0 =t ={, icin maksimumu m olsun, Bu takdirde

n— Nt I ds

t
| 36'n-l-‘l'_-'gen!‘“—-$ fﬂ(s) (Nu'—xni-‘]) ds

4
<m f | KN,y | ds (L5B.4)

olur, Fakat ayn1 0=t = ¢, arallg.?:mda.
Xy, | f | A [ds = m

olacagindan (I.5B.4) rekiirans egitsizligi araciligiyla 0 =¢ = ¢, igin
F.3
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mﬂ+1 tn-l- 1

— L —
I ‘*n-l‘l '?eﬂ ! = (‘n'l"l)!

bulunur ki bu da 0 =¢ = {, i¢in

Z (Xppy—Xo)

n={_

serisinin iiniform olarak yakinsak oldugunu gostermektedir. Bu takdir-
de X, de (1.5B.3) ve dolaywsiyla (I.0B.1) i gercekleyen X (f) matri-
sine {iniform olarak yakinsaktir. (I.5B.1) in, veriien baslangic sartlari-
n1 gercekleyen ¢oziimiiniin

-> —
2)=X{#)b (1.5B.5)
yani
> > t -
x(t)=b+ f As) 2(s) ds (I.5B.6)
0

geklinde oldugu da (1.5B.5) i (1.6B.2) ye yerlestirerek dogrudan dogruya
goriilebilir. (1.5B.5) coOziimiinlin tekligini ispatlamak da kaabildir. ¢t = 0
igin A (?) siirekli kabul edildigine gére f, istenildigi kadar biiyitkk al-
nabilir, Bu itibarla (I.5B.6) ¢Oziimii biitliin ¢ = 0 degerleri icin caridir.
C. Skaler hilde
au

-d—t=au ’ u[0)=b

seklindeki denklemin ¢éziimiiniin
w(t)=exb
oldugu bilinmektedir, Bu skaler hiile benzer gekilde

dax(t)
dt

=AMl)X, XO0)=1

seklindeki matrisel denklemin ¢ozlimiinii de

Xt)=e B

olarak gosterecegiz. Buradaki iistel matris
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eAt=[+j\t+ ..... +‘AP £p

geklinde tanmimlamr ve bu matrisel serinin kompleks ¢ diizlemindeki
her sonlu bélgede iiniform olarak yakinsak oldugu ispatlamr. Keza,
matrisel fonksiyonun

As At_ Als+)
At

fonksiyonel bagintilarim gercekledigini de gostermek miimkiindiir,
(Bk: Problem: 41)

.+
D. Simdi A ile elemanlari sibitler olan bir kare matrisi ve f (1)
ile de bir vektorii gostermek iizere

dsc (t)
dt

—
—{A (t)+f(t) , m(0)=b (1.5D.1)

denklem sistemini g6z Oniine alarak

—_— - — - —_ ol
ML) {0

yazilabilecegine, ve buradan da

¢
e~ Liy= b+fe_"’as f?s)ds

yani
t

— —
et)y=c bt [ T He) ds (L5D.2)

0

elde edildigine igiret edelim.

E. Gene (I.5D.1) seklinde homogen olmayan, fakat bu sefer
A=A(t) geklinde ¢ nin fonksiyonu olan bir katsayilar matrisini haiz
diferansiyel denklem sistemi ele alatim:
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d‘;‘“ =AW O D, =0)=b (L5E.1)
ve X(t) matrisi

- —
matrisel denkleminin ¢oziimil olmak sartiyla (I.S5E.1) nin x (f)=X(f) y(t)
geklinde bir ¢oziimii olup olmadigini arastiralim. (L.5E.2) nin (LL5E.1)e
yerlestirilmesi sonucu

-
LS dy A Xy + X 5L = a) Xy + @)
butunur ki bu ifide
——f(t)

oldugunu gostermektedir. Su halde

dy._ Yer
at XD f(t)

> > -~
Y(t)=b+ f X~Y(s) f(s) ds

ve dolayisiyla

- - =
x(t)y=X(E) b+ f X)) X-(s)f(s)ds (I.5E.3)

bulunur ki bu da (I.5D.2) nin ¢ok daha genel bir hilini temsil etmek-
tedir.

F. Simdi de (I.5D.2) formiiliiniin ilgi cekiei bir uygulamasina

vesile olsun diye, £ kiigiik bir sayl olmak lizere, ¢ Ated geklindeki bir

iistel matrisin € cinsinden
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o0
A4 A
g TEE ¢ +Zs°Qu(A,€ﬂ3} (L5F.1)

n—=1

geklindeki seriye ac¢ilimim inceleyecegiz. Eger A ile T carpim islemine

gore yerdegisgtirici olan iki kare matris iseler, eA+E:{s —-:e'j\ee'Ez oldu-

gundan (Bk: Problem, 41/e¢),

GA+E?R=6:A 6s§3=63(l+sm+ ...... + £ L B )

elde edilir.
Eger A<M A ise bu sefer de

)
z A-eB)°
ef\—i-sg?;i:l_i_ ( = )

n=]1

tamim bagintisindan hareketle sagdaki toplamda ¢ un aym iislerini bir
araya toplamak yoluna gidilebilir. Fakat A ile M nin yerdegigtirici ol-
mamalart bu igin sistematik bir sekilde yiiriititlebilmesine engeldir, Bu
itibarla biraz daha dolambaclh bir yoldan (I.5F.1) bagintisinin tesisine

cahgilir. Bunun igin 63-}.8?3 iistel matrisinin
%=(;§+e§3)3€, X*(0)=1 (L5F.2)

diferansiyel denkleminin £==1 toktasindaki ¢Oziimiinden bagka bir sey
olmadigina isdret edelim. Problemi bu gekilde vaz etmek, e<«1 gart:
altinda,

gt =%

denkleminin

adx
g =A@ +eB)X
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seklindeki bir bozulumunu (= pertiirbasyonunu) hesaplamaga yani
sag yanindaki fonksiyonda ortaya ¢ikan e¢@X lik bir bozulumun denk-
lemi gercekleyen X fonksiyonu {izerinde ne gibi bir etki yapacagim
tesbit etmege denktir,

(I.5D.2) ye dayanarak, (I.5F.1) in ¢oziimiiniin
t
X(t) =2t 4 f M=y x(5)ds (L5F.3)
0

geklinde oldugu goriiliir. Bu, X fonksiyonu cinsinden, Volterre integ-
rdl denklemi denilen bir denklemdir. Ileride integral denklemler bah-
sinde gorecegimiz gibi boyle bir denklemi ¢ézmek icin N(s) yi geklen
kabaca temsil edebilecek basit bir fonksiyon segilir. Boylece (1.5F.2)
nin sag yam hesaplanarak belirli bir X(f) fonksiyonu tesbit edilir.
Sonra X,(s) gene (1L.5F.2) nin sagina yerlegtirilerek bir X, ¢t} fonksiyo-
nu elde edilir. Bu igleme boylece devam edilerek n — o i¢in X.(f) nin
(I.bF.3) iin tam c¢oOziimiine gittigi gosterilir. Neticede (I.5F.3}) sonsuz
bir seri geklinde ifide olunur. Burada da iterasyonun ilk adimi ola-

rak 3€(s)=e‘-as vazedilirse
1
X(t)= eg\t-l-s f e(é\tﬂs)ﬁ e‘asd8+ eee
0

geklinde olacag: goriiliir, Fakat { =1 icin (I.5F.1} in ¢oOziimii olan
%) = ¢ TEY hdece %)= T# olacagindan

i
AteB_ AL f g A g5y, (L5F.4)
0

bulunur. Bu ifdde, ¢«1 olmak {izere, kiiglik bir B pertiirbasyonuna
ugramig olan iistel matrisin argiimentinin iistel matrisin degeri iize-
rine ne gibi bir etki yapmakta oldugunu gostermektedir. (I.5F.4) se-
risinde ¢ un bhirinei kuvvetini haiz terimden sonraki terimleri ihmal
etmege «birinct mertebeden bozulum (=pertiirbasyon) yapmak» denir.
(Bk, Problem: 44).
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(I.6) DIFERANSIYEL VE INTEGRAL DENKLEMLERIN YAK-
LASIK COZUMLERININ MATRIS DENKLEMLERINE IN-
DIRGENMESI.

Cok kere diferansiyel ve integril denklemlerin yaklagik ¢oziim-
leriyle yetinilebilir. Bu bolimde bunlarin matris denklemlerine indir-
genmesi icin bir metot gorecegiz, KFazia ayrintilara dalmamak igin bu
metodu, Hzellikle Sturm - Liouville diferansiyel denklemlerine ve Vol-
terra tipi bir integril denkleme uygulamak suretiyle sunacagiz. Fakat,
prensip itibariyle, bu metodun gok daha genel denklemler i¢in de ge-
cerli oldugunu da sbtyleyelim.

Sturm-Liouville problemi fizigin pekcok alamnda kargllasilan bir
problem olup
w(0)=u(1)=0 (1.6.1)

sinir gartlan altinda ve ¢ (f) de, [0,1] arahiginda reel, siirekli ve pozi-
tif bir fonksiyon olmak izere

d2ul(t)

—;r A ) ut)=0 (1.6.2)

homogen denkleminin, A parametresinin hangi degerleri icin sifirdan
farkli ¢Oziimler verdigini arastirir (Bk. V., BOLUM).

Bu problemi yaklasik bir gekilde g¢ozebilmek igin (1.6.2) yi (1.6.1)
sinir gartlam altinda gercekleyen bir u(f) fonksiyonu arayacak yerde
NA=1ve £k=0,1,,-- - ,N—1 olacak sekilde { uy=u(kA)} ile bhelirle-
nen bir dizi tesbit edelim. Buna gére du/dt yerine

Upgy——Uk
A

ve d*u/dt® yerine de
Uteq 12U + Ui
A2

ifadeleri konulacaklardir. Buna gore, ve ¢.=¢(kAd) vazederek, (1.6.2)
denklemi yerine

LS

u2—2u1 -+ lAz (,6 14= 0
Ug—2uy+u; + AA P Jus =0

u'a

(1.6.3)

2uUN—1+UN—y+AA P N_quN_1=0 |
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homogen cebirsel sistemi yerlegtirilmis olacaktir. Bunun aracilifiyla
uy. dizisinin tesbiti (1.6.2) yi gercekleyen u(¢f) fonksiyonunun

t=A , 2A,---- (N—1A

noktalarinda alacag degerleri yaklaglk olarak verir. (1.6.3) sistemi

]__2+KA29‘)1 1 P T T 0
1 —2+XA2¢'2
A=l .
0 —2+AA% Py, 1
0 LI e L O 1 _2+lA2¢N_1
simetrik matrisi araciligiyla
Au=0 (1.6.4)
seklinde yazilir, Eger
—2 1
1 —2 0
a=
0 —2 1
1 —2
ve
—A, 0
—Alp, |
b= F
—Alpy_,

vazedilirse (I.6.2) i ¢ozmek
A =]a—}b] =0

egklinde genel bir 6zdeger problemini ¢ozmege denk olmaktadir. (Bk.
Problem : 27).

Simdi ¢(x) bilinmeyen fonksiyon ve f(x) ile K(x,2") de verilmig
fonksiyonlar olmak izere
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M @)+ f K@ ) $ @) dz’ = fiz) (L6.5)
0

seklinde bir integral denklem g&z oniine alahm. Burada K(x,%") ye
integril denklemin, cekirdek fonksiyonu ya da lsaca cekirdegi adi
verilir ve A da bir parametredir. Ancak bu denklem, ¢cok kere, A mmn
ancak belirli baz1 degerleri icin hir ¢bziimii haiz oldugundan, (1.4) bo-
liimiine benzer gekilde, buradaki A min (I1.6.5) in ¢Oziimlerini temin eden
miimkiin degerleri, (1.6.5) in 6zdegerlerini ve bunlara tekaabiil eden
cOziimler de (1.6.5) in Gzfonksiyonlarimi tegkil ederler. Integral denk-
lemin biitiin 6zdegerleri bunun spektrumunu meydana getirirler.

[0, a] araligini NA=a olacak gekilde N egit parcaya bdélelim ve
¢, £=0,1,+++ -, N—1 olmak iizere

fl)=—f, P@E)=¢;, d@ )=, K@, 2 )=—Kxu

vazedelim. Bu takdirde siirekli toplam demek olan integril islemi de
idi anlamda bir toplama doniiglir ve (I.6.5)

N
Api— Y Kichpuv=—F;
2

¢=12,.---.,N—1)

seklinde bir denklem sistemine ya da

> >
(EB—A)P=f (1.6.6)
geklinde bir matris denklemine indirgenmis olur.

(L.7) SONSUZ BOYUTLU VEKTOR UZAYLARI; HILBERT
UZAYI.

Simdiye kadar sidece sonlu boyutu haiz lineer vektdr uzaylariy-
la, yani birim taban vektorlerinin indisleri sonlu sayida degerler alan
lineer vektér uzaylariyla ugragtik. Bununla beraber teorik fizikte, ve
Ozellikle kuvanta teorisinde pekg¢ok problem sonsuz boyutu haiz ve
adina Hilbert uzayr denilen 6zel bir lineer vektor uzayina ihtiyac gos-
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terir. Hilbert nzayinda vektorler komplexs biiyiikliikler olarak te-
lakki edilirler. Diger taraftan boyut sayisimin sonsuz olmasi bu uza-
y1 karakterize eden birim taban vektdrlerinin siralama indislerinin [0,
oo ] aralifinda ya miinferitt tam degerler olarak say:labilen bir taban,
ya da siirekli degerler alarak sayilmayan bir taban tegkil etmeleri
giklarnin ortaya cikmasina sebep olur.

Hilbert uzayinda bir » degigkenine bagh iki vektoriin skaler car-
pim1, uzayda sayilabilen bir taban vektorieri takimi1 bulunmasi hilinde,

(@@, O@)= f 9%, (2) 9, (x) do (1.7.1)
B

geklinde tammlanir; B ile, x degigkeninin tanim bolgesi gosterilmek-
tedir,

(@ux), Oy (X)) =38y, (1.7.2)

seklinde bir bagmnt1 da @,(x) ve @, (x) vektorlerinin dikligine delilet
eder. Keyfil bir f(x) vektorii Pu®) (=1, 2, ++++, o) birim taban vek-

torleri cinsinden, tipk: sonlu sayidaki boyutu haiz vektor uzaylarinda
oldugu gibi,

fo)= Z 3y, 9, (@) (1.7.3)
p=0

geklinde ifdde olunacaktir. f(x)in, koordinat sistemleri {izerine izdii-
simleri demek olan a, biiylikliikklerini ac¢ik bir gekilde ifide etmek

icin (L.7.3) iin her iki yanini soldan 9*,(x) ile c¢arpip = in tanim bol-

gesi iizerinden integre edelim; bu takdirde (1.7.2) diklik bagintidarim
da gdzoniinde tutmak stiretiyle

a, = (94, fla)) = f %, (@) f@) dw AL.7.4)

B
bulunur.

Hilbert uzayindak: taban vektdrlerinin sayilamayan bir takim tes-
kil etmeleri hilinde bunlarin arasindaki diklik bagintilarinin ne gekil
alacaklarim tesbit etmek iizere somut bir drnekten hareket edecegiz,
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[~d, d] arahginda f(x) gibi bir fonksiyonun

o
flw) = 2 a, exp[“jT“x] (1.7.5)

V=—¢0

gibi bir Fourier serisine actlabildigi bilinmektedir. Yukarida izah olu-
nan usiille binden a, lerin
+a
1 B 3V -
Oy =57 f expl—Tm] flx) dx (1.7.6)
—d

bagintisiyla verilecegini gérmek kolaydir.

Simdi d > « yapmak slretiyle [—d, d] arahgim gitgide biiyiite-
lim. Bu takdirde, & de vukuu bulan bir degigimi sdbit tutabilmek igin
v niin de d ile birlikte artmast 1dzimdir. Bu itibarla d > o igin (I.7.5}
serisi gitgide artan sayida terim kapsar, ve limitte de bir integrile
gider:

+m - +m -
flx)= altim a, exp [? m] -> [ @, exp [%TE- ac] dv.
-+°°\0=-——eo —:ﬂ
Eger

VRt
ok

2

~-ayd=F(k)

konulacak olursa d—>oo igin limitte (L.7.5) aciiimi ile (1.7.6) acithhminin
katsayilar

to
fla) = f Fk) e an @17
V2r
1 [ ik
Fk —_—— ket 1.7.8
=7 ff(ac)e dx (17.8)

—_——
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olur. Bu iki formiil ileride ayrintilariyla inceleyecek oldugumuz diiz
ve ters Fourier doniigiim formiillerinden bagka bir sey degildir.

Boliimiin bagindaki tanimlara gore (1.7.5) acihimindaki

vy
€xXp [—a— € :‘

fonksiyonlarimn, siralama indisi miinferit ve tam degerler alan son-
suz boyuttu bir Hiibert uzaymda sayilabilir bir faban takime tesgkil
eden vektorler olarak diigiiniilebilecegi Agikdrdir. Bunlar arasindaki
diklik bagintilarimn

d

f expl—— zzn m] exp[ %;Tc x} dac=£:— Oy

seklinde oldugu kolaylikla gercgeklenir., d - e ig¢gin bu ifadenin sol ta-
rafi, yukarida yapuan vaz dolayisiyla,

m »k k'
f eg( o )xdw

-

olur. Sag tarafi ise p=v igin sonsuz ve p=hv igin sifir olur. Ote yan-
dan (1.7.7) ve (1.7.8) aracihgiyla

—o0 —

bulunur. Simdi

1 [ ie—K)e o

= f ¢ dw=5—k') (17.9)
vazedelim. Buna gore

Fik)= f F(k') S(k—k') dk’ (1.7.10)

. .
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olur. Bu bagint1 & ve k' ye gore simetriktir., Buna binien
S(k—k")=6(k'—k)
dir. Buna binden k'=0 icin

8(ky=2o8(—k)

oldugu yani bu fonksiyonun g¢ift bir fonksiyon oldugu goriiliir. Su hal-
de (I.7.10) da k ile k' yii degis- tokus edip ¥'=0 vazederek

f F(k) 8(k) dk=F(0) (1.7.11)

—

ve buradan da F(k) = F(0) = 1 igin

[- =]
f 8(k) dle=1 (1.7.12)
—00

bulunur. Dolayisiyla &(x) fonksiyonu =0 igin sifira egit ve =0 icin
de, [— o0, + =] araligindaki integrali 1 e egit olacak sgekilde, sonsuz
olan (I.7,10) ve (1.7.11) 6zelliklerini haiz bir nesnedir. Buna Dirac fonk-
siyonu ya da Dirac distribiisyonu adi verilir ve bu &,° Kroenecker
semboliiniin & ve k’ indislerinin siirekli degerler aldiklar1 hile genel-
lestirilmesini tegkil eder. Bu itibarla eger bir Hilbert vzay1 ayriloma-
yan bir uzay ise, yani bu uzaydaki taban vektorleri takimi, sayllama-
yan bir takim meydana getiriyorlarsa bunlar arasindaki diklik bagintilan

(#we), W)= [07w0) ¥00) dm=bu—y) AT

e (XY

geklindedir.

Hilbert nuzayimn sayilabilen ve sayldamayan taban vektdrleri ko-
nusuna lineer diferansiyel ve integral operatdrlerin 6zfonksiyonlarini
inceledigimiz zaman gene donecegiz. Bu miinasebetle Hilbert uzayin-
daky doniigimlerin yani uzayin kendi kendine tasvirinin hermitsel ope-
ratorler araciligiyla yapiudigim da kaydedelim,
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(1.8) DIRAC FONKSIYONU HAKKINDA TAMAMLAYICI BIL-
GILER
Dirac fonksiyonu daha genel olarak x:=~0 igin sifir ve 0 € [a,b]
olmak tizere [a,b] araligindaki integrali 1 e egit olacak gekilde tanim-
lamir. Bu itibarla &(x) in biitiin diger oOzellikleri de bu sartlar altinda
gene gecerli olurlar; ve meseld f(x) gibi bir fonksiyon verildiginde

b
f () 8x) de=f(0), Oe[a,b] (L.8,1)

dir, Ayrica bu ozellik [0, b] seklindeki aralikiara da goyle genelleg-
tirilir :

b 0
f f) B(a) dov=— f @) 8(@) dw=-3- f(0) (1.8.2)
0 b

Tabiidir ki bu 2, € [a,b] icin

b
f (@) 8(—2g) dx=flxg), ®,<la,b] (1.8.3)

ve [x,, b] seklindeki arahklar icin de (I.8.2) ye benzer gekilde

b
f (2} S(x—2x) dw:% fxe) (1.8.4)

Xo

olur. Biitlin bu formalizm c¢ok degiskenli fonksiyonlara da kolaylkla
genellegtirilebilir.

Dirac fonksiyonunun Onemi bilhassa fizikte noktasal kaynak te-
rimlerimin zarif bir gekilde ifide olunabilmesini saglamasindadir. Eger
gz oniine ahnan kaynak meseld (x, ¢, 2) {ligylizliisiiniin orijinine yer-
legtirilmis olan S giddetinde noktasal bir kaynaksa bunun biitiin uzay-
daki s(x, v, 2) dagilimni

s(z,y,2)=8 8(x) 8(y) 8(2) (1.8.5)
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geklinde gostermek kaabildir, Eger bu kaynak meseld noktasal bir
notron kaynagiysa su hilde orijinden uzaya cm3® ve saniye basina S
adet notron dagihyor demektir. s(x, y, 2) ile S arasindaki bagintinin
s(x, ¥, ) nin biitiin uzay {izerinden integrilinin S ye esit olmasy sek-
linde tezdhiir edecegi dsikdrdir; gercekten de (1.8.3) den her iki ya-
nin integriali alimrsa Dirac fonksiyonunun 6zelligi dolayisiyla

fff s(x,y,2) drdydz= fff S o(x) 8(y) 8(z) dx dy dz2=8

Biitiin uzay Biitiin uzay (1.8.6)
oldugu gdriiliir.

Eger bu nétronlarin dagilimi uzayda herhangi belirli bir yone
baglhh degilse, bu takdirde dagihmin esyonlii ( = izotrop) oldugu soy-
lenir. Biylece dagilim fonksiyonu s=s(r) seklinde olup sidece radyal
uzakliga bagh olur ve bunu

s(r)=8 f(r) 8(r) (1.8,7)

seklinde temsil etmek miimkiindiir. Buradakl f(r) carpam s(#) nin bii-
tiin uzay f{izerindeki integrilinin S ye egit olmas1 sartiyla tayin edi-
lebilecektir. Kiiresel egytnlii { = izotrop) koordinatlarda hacim elema-
m dV=4xridr dir. Buna goére (1.8.2) ve (1.8.7) den

=] = )
S= f s(r) 4nr® dr=418 f 72 f(r) 8(r) dr=2n8[7*f(")]c=0
0 0

veya

1

=55~

bulunur ; bu ise (I.8.7) ye gore kiiresel izotrop koordinatlarda

o 8(n)
s(r)= S-——M—z‘m‘2 (1.8.8)

olacagim gostermektedir.

Eger ortamda silindirik bir bakisim (simetri) varsa ve kaynak da
eger Oz ekseni boyunca —oco il -+ co arasinda yerlegtirilmigse bunun,
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cm ve saniye basina S nétron yayinladigi farzedilecektir. s(r) kaynak
terimi gene
str)=8 f(r} &(r)

f s(r)dvV=S8

olacak gekilde tiyin edilecektir. Bu hal i¢in hacim elemamnin dV =2nrdr
oldugu gtz oOniine alinacak olursa

seklinde olup f(r) gene

S= f s(r) 2nr dr=2r 8 f r ) 5(r) dr=1 8 [7(")]mq
0 0

ve dolayisiyla da

1
fry=——-
oldugu goriiliir; gu hilde
s(r) =80 (1.8.9)
Tr o

dir.

Son olarak eger sonlu ve birbicim (homogen) bir dik silindir goz
Oniine alinirsa bunun bakigim (simefri) merkezine yerlestirilen bir kay-
nak igin de biitlin ortama gdmil s(r,2) dagihm fonksiyonu ile 8 kay-
nak siddeti arasinda

8(r)
®r

s(r,2)=8 &(z) (1.8.10)

bagintisinin mevciid oldugu yukarida iki misdldekine benzer basit bir
hesapla derhal goriiliir.,

Bu hesaplar bize Dirac fonksiyonunun dik kartezyen koordinat
gisteminde &(x)5(y)d(2) seklinde olmasina karsthik, esyonlii kiiresel ko-
ordinat sisteminde &(r)/2xr?, sonsuz silindir bakigtmimi haiz koordinat
sisteminde 8(r)/wr ve sonlu silindir bakigimini haiz koordinat sistemin-
de ige 8(r)6{=)/wr geklini haiz olacagim gostermektedirler.
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(L.9) DIRAC NOTASYONU.

Bu béliimde Hilbert uzaylarinin formel incelenmesi i¢in Dirac
tarafindan ithil olunan bir notasyona kisaca temas edecegiz. Bu no-
tasyona gore vektorler |?> seklinde gosterilmektedir. Bu vektoriin
kompleks eglenigi ise |?>* ile gosterilecek yerde [?>*= <9| notas-
yonuyla gosterilmektedir. Birinci gekil vektorlere «ket» veyd «ket vek-
torii», ikinci gekil vektorlere de «bra» veyd «bra vekidrii» denilmekte-
dir. Bunlar matris cebrinin, sirasiyla, siitiin ve satir vektdrierine te-
kaabiil etmektedirler.

Eger
o> =M > +RglPp>

gibi bir ket vektdrii verilirse bunun eglenigi olan bra vektorii de

> ¥ = <dl=h* <dyf +0s* <y

olur. Kezi

> = f MR)P> dar

X

ketinin egledigi de

W>*= <y|= f M) <9| doe

x1
olacaktir,

1ki vektoriin Hilbert uzayindaki skaler carpimi Dirac notasyo-
nuna gore

@ 4) = f O*y du= <Op> (1.9.1)
B

geklinde tanimlanir. B ile vektorlerin tamim bdlgesi gosterilmektedir.
Bu skaler garpimin

<elY>=<djoe>t

bagintisini gergekledigi agikardir,
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A ile bir |¢> keti iizerine uygulanan bir operatérii gosterelim.
Bunun Sonucu |[$> keti bir [X> ketine déntigtir:

Alp> =X>
Bu doniigmiig [X > ile < 9| brasinin skaler garpimi ise
@,X)= <P>= <P|A[{>
olacaktir, Bu ifddenin eglenigi
@, Xy =(X,P)= <Xo> = <X|ate>
dir.

Eger A nin [{>> keti f{izerine uygulanmasiyla [{>> nin bir A
kat1 elde ediliyorsa

Aly> =MY> (1.9.2)

bagintisinin A operatorii igin 6zdeger probleminin ifadesini tegkil etti-
gi sdylenir, (1.9.2) yi gercekleyen ve Ay, 7y, +, A, - -+ Ozdegerlerine
tekaabiil eden Ozketler

> s o>, eoeee sG>y eonns
ve dzdeger probleminin eglenik problemi olan
<PlAt=1*<{|
ifadesini Ay, My, c* + *y M, * -+ - Ozdegerleri icin gercekleyen Gzbralar da

<¢1;! <"l"2l! 0'-oo,<¢mly srbsan

olsunlar. Buna binien (1.9.2) den

Aa> = ko> (1.9.1)
Alq’n> =Ma MJI: > (1.9.2")

ve birinci denklemi < .| ile, ikincisini ise < {5} file skaler olarak
garparak
<ol Alda> = b <o P> (1.9.3)
<UolA > =M <Yl fs > (L.9.4)
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bulunur, Bu sonucu bagintinin kompleks eglenigini alacak olursak
<o | AT | bu> =05 <o | P> (1.9.5)
olur. (1.9.3) ve (1.9.5) in taraf tarafa c¢ikarilmasi
<l | A [ Ua> — <t | A* | b > =2 %) <>

verir. Su hilde, A, =& A,* olmak lizere, A operatériipiin Ozfonksiyon-
larimin biribirlerine dik olabilmeleri icin yani

<¢n I ¢m> =8nm (1.9.6)
olabilmesi igin
<o | A [ Uu>=<ta | AY [ du>=<Um | A | gu>* 1.9.71
yéni

f o+ A dip= f (Ao Y dat (1.9.8)

olmas1 gereklidir., Bu Ozelligi haiz operatorlere <hermitsel operatorier»
denir.

A operatoriiniin siireksiz bir spektrumu haiz olmasi hélinde, A
nin dzvektorleri aracigihiyla tammlanan

A= <Vl A[Yo>= f VA, dw (1.9.9)

biiyiikliikleri m,n=1,2, - .- igin bir matrisin elemanlarimm tegkil
ederler. Bu gekilde tamimlanan matrise A operatiriiniin matrisel gos-
terilisi adi verilir,

Eger hermitsel bir A operatdriiniin spektrumu slirekli bir spek-
trum ise miitekaabil Gzvektorler arasindaki diklik bagmtilar

<Y(p, V)Pl v) > =8(v—v") 8(p—p") (1.9.10)

geklinde olur. Bazan A operatorii kismen silireksiz ve kismen de
giirekli bir spektrumu haiz olur, Bu takdirde de

< Unlp, V)| dm: (07,¥) > =8(p—p") 8(v—v") S 1.9.11)
olur,
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Dirac notasyonu hakkinda kisa bir bilgi vermis oldugumuz bu
bolimii kapatmadan dnce pratikte bu notasyonun ¢ok daha kisa bir
gekilde ifide olunabilecegine de igiret etmek faydalh olur. Meseld
(I. 9.2") dzdeger problemini ifide ederken Ozvektérler igin |{n.> yaz-
mak yerine, bunun m - ninei 6zdegere tekaabiil eden Gzvektér oldugunu
gistermek lizere, sidece |m> yazmak yetecektir. Buna gore kisaca
Gzdeger problemi olarak

Am> =mlm> (1.9.4")
yazilabilecektir. A operatériiniin hermitsel olmas1 da kisaca
<n|Am>=<ml|Aln>* (1.9.7)

ile ifdde edilebilecektir. Kismen siireksiz ve kismen de siirekli bir spek-
trumu haiz hermitsel bir operatériin Ozvektorleri arasindaki (1.9.11)
diklik bagintilar1 da kisaca

<mpv | m'p’v > =8(p—p") 8(v—y") Spm (L.9.11")

olacaktir. Bir misil olmak iizere bu kisaltilmig notasyonu kullanarak
hermitsel bir operatériin Ozdegerlerinin reel olduklarin1 gosterelim.
Gergekten de (1.9.4) yii soldan < m| Gzbras ile ¢arpalim:

<mlAjm> =m<m|m>
olur. Bu ifddenin komplesk eglenigi
<mlAlm>F=m*<mm>t=m*<mim>
dir. Fakat A hermitsel oldugundan (1.9.7°) bagintis) gecgerlidir, bu ise
m=m*

olduguna, yini Ozdegerlerin reel olduklarina deldlet eder.

Eger goz Oniine alinan Hilbert uzayindaki sonlu normu haiz her
vektdr hermitsel bir A operatoriiniin dzvektorlerinin bir serisi (veya
bir integrili) olarak ifidde edilebiliyorsa, bu Ozvektdrlerin bir tam
sistem meydana getirdikleri ve hermitsel A operatoriintin de gdzlene-
bilen bir nesme oldugu soylenir, Buna goére [{ > ile Hilbert uzaymn-
daki keyfi bir ket vektdri, ve |V > ler de hermitsel bir A opera-
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toriiniin Ozketleri olsunlar. Eger buunlar bir tam sistem meydana geti-
riyorlarsa, A nin sirf siireksiz bir spektrumu haiz olmasi hélinde

0> = Y altv)v'>
v’

olacaktir. Bunun her iki tarafimm <CV'| ile skaler olarak garpip da A
mn Ozvektorleri arasinda

<V > =8,
geklinde diklik bagintilar: bulundugunu da goz Oniine alirsak

alW)=<vjp>,

l¢>=2

bulunur. Bu toplamdaki her bir terim [{> nin, A operatoriiniin esas
eksenlerini temsil eden Ozvektdrlerinden biri {izerine izdiiglimiinii gos-
termektedir. Buna gore

ve dolayisiyla da

V> <V|P> (1.9.12)

P, =[v><v| (1.9.13)

oparatéril, «A nmm |v'> ozketi lizerine izdiistirme» iglemine tekaabiil et
mektedir, (1.9.12) ve (I.9.13)e dayanarak

Z Pvr=2|v'><v'|=1 (1.9.14)
v' v'

oldugu goériilimektedir. Bu bagintiya «tamltk ya da kapanig badintise»
adi verilir.

Eger A sirf siirekli bir spektruma malik ise |v> ile A mn Oz-
vektorlerini gostermek stiretiyle [{> gibi bir ketin A nin dzketleri cin-
sinden agilimi, (1.9.12) de toplam yerine integral koymak suretiyle,

>= f V> dv < VP> (1.9.15)

bagintistyla verilecektir.
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Eger bir A operatdrii kismen silireksiz ve kismen de stirekli bir
spektruma milik ise |¢> gibi bir vektériin A min 6zketleri cinsinden
aciliml

>= Z v S VPS> + f WS dv' <VIUSS 1.9.16)

geklinde olacaktir.

(1.10) MATRISLERIN BAZI FIZIKSEL UYGULAMALARI

Matrislerin fizikte kullamimalar: hakkinda, simdiye kadar gér-
diiklerimizden bagka, li¢ drnek vermekle yetinecegiz. Bu konuda daha
genig bilgi vermek bu kitabin amaci diginda kalmaktadir.

a) KUQUK TITRESIMLER

Korunumlu ( = konservatif) bir mekanik sistemde potansiyel ener-
ji yalmz yer koordinatlarinin fonksiyonu olup sisteme uygulanan kuv-
vetler sifir ise sistemin denge durumunda oldugu sylenir:

Q;=(-QY-—) =0, G=1,2,....,1) (1.10a.1)
9q: /,

Sistemin denge durumundaki genellestirilmig koordinatlan qg, Qe .,
Goa Olsun, Eger n; (6=1,2,.-.n) ile sistemin desnge durumundan sap-
masinl goisteren kiigiik koordinat farklarini gdz Oniine ahirsak, siste-
min kararit bir denge durumu civarindaki kiiglik hareketleri,

qi=geit+n;
(=1,2,....,n)

biiyiikliiklerini yeni genellegtirilmig koordinatlar olarak se¢gmek siire-
tiyle incelenebilir, Bu durumda Vi(q,, q., * * * - g.) potansiyel enerjisini
denge durumu civarinda bir Taylor serisine agip da bir taraftan
(I1.102.1) bagmmtis: ile 7; lerin ¢ok kiigiik bilyiikliikler olduklarm goz
oniinde tutarak ve difer taraftan da denge durumuna tekaabiil eden
potansiyel enerjiyi sifir secerek

V(Q‘lsQ2f ..... ,qn):V(qm S eenes !QOD)’FZ(*‘g—Y”) 0+
i\ 9% /¢

Vv - v _
Z 2( g 8%) WiF eeeen = Z 2( aq: 3%) =
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=-%——- Viimm; (1.10a.2)

olur. Bu tiirlii tamimlanan V;; matrisinin # - ninci merteben bakisimh
bir matris oldugu ve elemanlarinin ise yalmz sistemin denge durumu
koordinatlarinin fonksiyonu oldugu goriilmektedir.

Genel koordinatlar acik bir sekilde zamam ihtivd etmediklerin-
den sistemin kinetik enerjisi hizlarin kuvadratik bir fonksiyonu olacaktir:

K—_Z Zm;, q: q] ""_‘Z th Tlm] mil T]i'fh (10103.3)

Buradaki m;; katsayilari genellikle g; koordinatlarina baghdir, Ancak

dam;;

mli(qli csrnw ,qu)‘-m:l(qm’ sass :%J""Z ( aqx

) le'l" venrey

geklinde, denge durumu civarinda bir Taylor agilim1 yapildiginda

(1.10a.3) iin '&; lar cinginden kuvadratik olmasi dolayisiyla K nin ilk
yaklagikligimin m;;(Q;, g3, * - *» @) nin acilimindaki itk terimi almakla
yapilacag:

Kii=mii{Qo1, e 0000y Qoo)
vazederek

1 ..
K=—2— K;; mimy; (1.10a.4)
olur. Bu takdirde sistemin, Lagrange fonksivonunun ifidesi:
1 ..
Qz—z— (K3 nmi—Vi; i)

ve hareket denklemleri de

d (9p\ ap .
- (aq}) 2SS0, 6=12,....,m) (1.10a.5)

geklindeki Lagrange hareket denklemlerine gore
Kii.{}i + Vi n;=0 (1.10a.6)
(i=12,.....,n)

bulunur, Bu diferansiyel denklem sistemini ¢ozmekle elde edilecek olan
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7 koordinat farklar: sistemin denge durumu civarindaki hareketini
belirlerler.

Eger sistem denge durumu civarinda kiigiik titregimler yapiyorsa
m=_Ca; et (1.10a.7)

vazedilebilir, Buradaki C katsayis: kompleks bir carpandir. Bu tak-
dirde (1.102.6) sistemi

(Vii‘—'b.la Kii) a;= 0 (I.10a.8)
olur ki bu da genellestirilmig bir 6zdeger probleminden baska bir sgey

degildir (Bk. Problem: 27). Bu homogen denklemin sifirdan farkh ¢&-
ziimleri haiz olabilmesi icin

lVii'—-(»z Kiil =0 (1.102.9)
olmahdir, Bu ise n adet w;® 6zdeger verir, Her bir w;® icin (1.10a.8)
denklemi a; genliklerine gore c¢oziilebilir; daha dogrusu, bu sartlar
altinda (n-—1) adet genlik meseld a; nin fonksiyonu olarak elde edile-

bilirler. Belirli bir w,? tzdegerine tekaabiil eden genlikleri a;, ile gos-
terirsek denklemlerin lineer olmasi dolayisiyla genel ¢oziim

71i=2 Cr @y e %!
k

olur, Fakat (I.10a.9) karakteristik denklemi hem —w, ve hem de 4w,
icin gecerli oldugundan a, Ozvektirit bu her iki frekans igin de aym
olacak fakat giiphesiz €, katsayist degigecektir. Buna gore

™= Zaik (Cr+ € + 0, e 1) (I.102.10)
k

yazilabilir. Gergekte hareketin, bu ifidenin ancak reel kisma oldugu
agikdrdir. Buna gore de

m= ka @3 08 (Wit +6y) (1.10a.11)
k

olur.,
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b) DORTUCLULAR.

Dértuclu diye iki girigi ve iki de ¢ikisi1 haiz elektrik devresine
denir,

Dértuclularin  basit bir teorisinde bunlarin yalmz direngler, bo-
binler, kondansatérler, aym freksns1 haiz elektromotorlar ve lineer
rejimde caligtiklart kabul edilen amplifikator 1ambalar ihtiva ettik-
leri kabul edilir,

Iy 2
- ot
Girig e, ¢, Cikis
Sek. 1.2

iy, € ve 4,, e ile sirasiyla girig ve qikigtaki akimlan ve geri-
limleri gosterelim, Siirekli siniisel rejimde bulunuldugu takdirde I,,
E,ve l,, E, ile girig ve cikigtaki kompleks akimlar ve gerilimleri
gostererek

‘ilz Il exwt ‘ig= Izelmt

31=E1 Biwt 63=E2 6“‘”
olur. Bu dort biiyiikliik biribirlerinden bagimsiz olmayip

L=ay E |40, B, % (L10b,1)

I,=0y B +0x B,
ya da
- _—
I,

diye iki bilegenli iki kompleks vektor tammlayarak

-> >
=AE
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yazilabilir. A matrisine dortuglunun admitans matrisi denir. Eger

£=<A"1=|"}Z\"_ ( Gz U2 )

mevceild ise
...)
E=Z21
olur ve Z ye de dértuclunun empedans matrisi ad1 verilir.
(I.10b.1) sistemini gercekleyen biiyiikliiklerden
e -
() v 32
Il 2

geklinde iki kompleks vektér tanmimlamak miimkiindiir. Bu vektorler
arasinda da

- -
U2=(5 Ul

geklinde bir bagint1 olacag: dsikirdir. Buradaki ® matrisine dortuclu-
nun karakteristik matrisi ad1 verilir.

a4, =0 olmak gartiyla ([.10b.1) den

/AT 1
E,=— B+ 1
2 Gq9 ! Gy !
| A] Gy
Iy=— B,+—=1
2 Gy ! Gy !

yazilabilmesiyle & nin elemanlar: da kendiliginden belirlenmig olur.

Pegpege siralanmig, yani, bagtakinin girigi ile sondakinin gikist
harig, birinin ¢ikig1 digerinin girigini tegkil eden bir dortuglular zinciri
goz Oniine ahindiginda

-3 ->
UM=e0 [,

—> —p - -~
T0=60T0, UO=U,0
- - -> =
U0=@0 0,0,  U=U"

> —> T
UM=600,0, Ue=Ue-

ve dolayisiyla
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- . —> —>
Uz‘n)-:@(n] @01_1) aa e (5(" LI I O ] 6(1) U‘l(l’zG U‘l(l)
yazilabileceklerdir. Eger biitiin dortugciular biribirlerinin aym ise

G=(6G)p
olacaktir.

Matris hesabinin dortuglulara uvgulanmasi, bunlarin teorisinin
hem zarif bir tarzda ifddesini, hem de kolaylkla incelenebilmelerini
saglamaktadir. (Bk. Problem: 54,55, 56).

c) MATRIS MEKANIGI.

Tek bir g(tf) koordinatina bagli olarak peryodik bir hareket
yapan bir elektronun bu hareketi, klasik elektromagnetik teoride q(%)
fonksiyonunu

—+ o
q(t)== Z a,,ezm"’v’ (1.10c.1)

p=-—-¢ﬂ

geklinde bir Fourier serisine agmakla incelenir. Bu ifade, elektronun
yaymnladigr elektromagnetik igimnlarin v, frekanslarim ortaya koymak-
tadir. Her bir 1sinin fazini da g6z oniinde tutabilmek igin a, katsayi-
lara kompleks sayilar olarak alinabilir. Fakat q(t) reel oldugundan
&, ile @_, biribirlerinin kompleks eglenigi olmalidiriar:

Gp=a"
Bu takdirde her bir harmonigin siddeti genliginin normu ile yani

pltp™ = 0oty
ile verilecektir.

Kuvantum teorisinde elektronun elektromagnetik radyasyonlan-
nin mekanizmasy ¢ok farkhdir. Bu teoriye gire bir elektron ancak bir
E., enerjisinden bir E, enerjisine gegtigi takdirde frekansi

Vinn = Eﬂ"‘_-;i_Ej' (I .100. 2)

olan bir radyasyon yaymnlar. k ile degeri 6,625 10-3 joule. see olan
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Planck sabiti gosterilmektedir. Burada eger E., > E, ise radyasyonun
yaymlanmig, E, < E,, ise sogurulmug oldugu anlagilacaktir.

Bu gemaya gore siirekli g (f) fonksiyonu yerine
Qo= Gron 321t:'vm,,t

geklinde ifddeler g&z Oniine almak gerekliligi ortaya cikmaktadir, Bu
durum
qu 4qnc

dn Gaac ‘
Q= -

geklinde sonsuz bir matrisle temsil edilecektir. Klasik elektromagnetik
teoride (1.10c.1) acthimi ne ise kuvantum teorisinde de bu matris odur,

(1.10c.2) ye gore
Ymo = —Vqn

Voo = Vum=0

oldugu, ydni m halinden n hiline gecigte yayinlanan radyasyonun fre-
kans1 n hilinden m hiline gecigte sogurulaminkinin aym olup, aym
bir enerjiyi muhafaza ederek (kararli bir) yoriinge iizerinde hareket
eden elektronun ise herhangi bir radyasyon yaymnlamadigl anlagilmak-
tadir,

Gw. biiylikliigii gene kompleks bir say: olarak telakki edilebilir
ve bunun normu olan @u,8..* de gene m hélinden n héiline gecerken
yaynlanan radyasyonun giddetini olger. | ¢, | mutlak degerinin karesi
ise m den n ye gegig ihtimalini gdstermektedir. m den n ye gegig ile
n den m ye gecig aym gekilde muhtemel olduklarindan

l Gmn l = | Gam l
olmalidir. Bu ise
Omn= 0%
olmas gerektigini gostermektedir. Bu takdirde

q:nn=q*nm
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olacagl, yini elextronun gerek bir hilden difer bir héile gecig ihtimal-
leri ve gerekse bunlara tekaabiil eden yer koordinatlarimin kuvantum
teorigsinde hermitsel matrisler yardimiyla gosterilebilecegi anlagilmig
bulunmaktadir.

Elektronun p kiitlesiyle @ matrisinin zamana gore tiirevinin gar-
pimindan ibaret olan

P=pQ
matrisini gz online alalim., Yukarida aciklananlara gore P de hermit-
sel bir matris tarafindan temsil edilecektir. P ve @ matrisleri carpi-
ma gore yerdegistirici degildirler. Kuvanta teorisinde matris mekani-
ginin kurucularindan olan Heisenberg P ve Q nun [P, Q] yerdegis-
tiricisinin (komiitatdr’iiniin)

[P.Q]=PQ—QP=-—1

h
2n

oldugunu gostermigtir.

PROBLEMLER

Problem: 1. A ve M iki matris olmak iizere, bunlarin agagila gos-
terildigi sayida satir ve siitunlar: haiz olmalar1 hélin-
de €=A% c¢arpim matrisinin genel elemanlarimi yazi-

niz,
A = =28 C,
Satir Sutdn Satr Satdn Satr Suthn

1) n n n n
II) n n 7 1
II1) n 1 1 7
V) 1 N n n
\'2 1 n n 1

Not: Ugiincii héle tekaabiil eden garpima A ve # nin dis car-
pwme diger hillere tekaabiil eden garpimlara da i¢ car-
pim ady verilir.

Problem: 2, Matris carppmimn ortaklagtiricilik ve dagiticiik ku-
rallarina uydugunu matris elemanlarim acikca yazarak
gercekleyiniz.
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Problem: 3. Bir matrisin herhangi iki kuvvetinin birlbirleriyle car-
pimumn yerdegigtirici oldugunu gosteriniz.

Problem: 4, AR carpimimin izinin WA garpimimn izine egit oldugu-
nu gosteriniz.

Problem: 8.

—2 7
B= 1 —1 2
4 -5 6

matrisleri verilmektedir, A~', B!, AB ve (ARB)™
matrislerini acik¢ga hesaplaymiz.

Problem: 6. (AR)"'=2B"'A"! ve dolaysiyla
(3132 ..... can)—‘l:c_an_l tan«-lml traene 32_1 c’:\l-l
olmasi gerektigini gosteriniz.

Problem: 7. Kogegen bir matrisin tersinin sifirdan farkll elemanlar:-
mn, verilen matrisin sifirdan farkh elemanlarimn tersi
oldugunu gdosteriniz.

Problem: 8. (AB)=RA ve dolayisiyle
@132----oé\:)=c§nc§n-1 ----- A4

olmasi gerektigini gosteriniz,

Problem: 9. (AB)*=7*A* ve dolayisiyla
(A1 Bzt A=A Afaguen e . AT AT

olmas: gerektigini gosteriniz.

Problem: 10. A ile B hermitsel iki matris ve ¢ ile B de birimsel iki
matris olmak {iizere

a) @' AC matrisinin hermitsel,
b) @ !¢ matrisinin hermitsel,

¢) i(AB—®BA) matrisinin de hermitsel matrisler olduk-
larim gosteriniz.

Problem: 11, Ug¢ boyutlu bir uzayda FEuler acilar1 araciligiyla be-
lirlenen bir rotasyon hareketinde doniigiim matrisini a-
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¢tk olarak elemanlari cinsinden yaziniz ve bunun dik
bir matris oldugunu gdsteriniz.

Problem: 12,

w[u w]w w||-
|
o:|t~a o:ll-l w||.~a

I
m]a—t w|m w]m

matrisinin dik bir matris oldugunu gosterip A-!i he-

saplayinz,

Problem: 18, Agagidaki matrislerin ranglarim1 bulunuz:

Problem: 14,

a al. a O
0 af’ 0 b
a —a b
—a 0 a
—b al’
b —a ¢
1 —1 3 1
—2 2 —6 | 3
—1 1 =3 2

Agagidaki lineer sistemle

a) 20+ 2+ 3wg=1
—y+ Ly—20a=1
m1+2m2+ ﬂ?3=2

¢) —3x—2%,4+ x,=0

2y + 30p—2005=0

4x,— 2o+ 24=0

e) 2x,+ Ly $3+$4=0
—2y—5%, + 8wg+ 2,=0
Xy %q+ 204+ 2,=0
3$1+3$2+4$3+W4=0

a 0],
! 0 0 4
1 —1 1
2 1 3
2 —4
—1 3 1
2 —1 2
4 5 3

ri c¢oziiniiz,

b) X1+ Bp+3x3=0
2+ 225+ 223 =0
$1+5w2'— 273:0

d) 20,4 ©y+3g=—1

3901 + 29.?3"‘ 2m3= 6

621+ 50— 2y=—=q
f) 2x1-—3w2——3.'x:3+ 2394 =0
3$1—"2x2—"'2$3 +3 2y=0
By== Bp+ Byg— %4=0
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Problem: 15.

Problem : 16.

Problem : 17,

Problem: 18.

Problem : 19.

Problem : 20.

g) xy—3x,—4x,=0 h) 3uy+ xy—23=2
w,+2w2+2m3==0 m1+2m2+$3=3
$1+5$2""" m3=0 2w1+ $2+w3=1

2:'131"'—' 33:'2 + 5533 =()

a, b ve ¢ birer skaler say1 olmak iizere eger bir A
matrisi

a A>—b A+cI=0
denklemini gerg¢ekliyorsa

1
A= vy (@aA—b1)

oldugunu gosteriniz.

X3 , £y ve 25 bilinmeyenlerini goéz Oniine almaksizin,
agagidaki sistemden x, ve x, nin degerlerini bulunuz:

Bt Xt X3+ X4+ 2= 3
&)+ 20y—2xq+ 304+ 4ws= 9
201+ xy—205+ 20y—3%s=-—16
3, + 220—3wg+4x,+ 5= 2
—y+ Lp—d4xg+42,+ 2005=—12

Benzerlik doniiglimiine godre egdeger olan matrislerin
aynl izleri ve aym determinantlar: haiz olduklarim gos-
teriniz.

A ve B yerdegigtici iki matris olmak tizere ¢=AR ise
@ nin 6zdegerlerinin A ve T nin Ozdegerlerinin ikiger
ikiger carpimlarindan ibiret oldugunu gosteriniz.

Iki matrisin yerdegistirici olmasi igin gerek ve yeter
gart nedir?

1 2 3
4 5 6
7 8 9

A=

mafrisinin dzdegerlerini ve bunlara tekaabiil eden nor-
malize dzvektdrlerini, virgiilden sonra {iclineii héneye
kadar hesaplayiniz.
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Problem: 21. Bir vektor uzayinda muayyen bir matris

2 1 0
A=ll1 2 0
0 0 6
ve bir vektor de
1!
-
r=l| 2
3

_>
ile belirlenmis bulunmakta ve gerek A, gerekse x bir
@ doniigiimiine tabi tutulmaktadir. Doniigimden 6neceki
gistemin taban vektorlerinin, artik

1 1 0

e -

er= || 1 ;= || —1 e3== || 0
0 0 1

vektorleriyle temsil edildikleri yeni bir koordinat siste-

—
minde A ve z in haiz olduklar agtk sekilleri hesapla-
yiniz.

Problem: 22.

o —i o0 0 0 | 1
i 6 ¢ 0 0 G
>
A=l 0 0 3 0 0 ve X= i
0 0 0 1 —i b
0 0O 0 i 1 |

ile verilen matris ile vektoriin A mn kosegen bir mat-
ris sekline girdigi koordinat sistemindeki doniigmiiglerini
bulunuz.

Problem: 23, Bir matrisle bunun transpozesinin ayni karakteristik
denklemi haiz olduklarim gosteriniz,

F.5
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Problem: 24,

Problem: 25.

Problem: 26.

Problem: 27.

Problem : 28.

1) Reel bir bakigimli matrisin biitiin 6zdegerlerinin reel
olduklarim,

2) A reel ve carpik-bakigimli bir matris ise, a) A nin
ozdegerlerinin ya sifir, ya da sirf sanal oldugunu, b)
I+3A ve I—A nin regiiler olduklarim, ¢} ve ayrica
R=(I+3A)"' (I—A) matrisinin dik bir matris oldugunu,

3) Hermitsel bir matrisin biitiin 6zdegerlerinin reel ol-
duklarini,

4} Hermitsel bir matrisin farkl1 6zdegerlerine tekaabiil
eden Ozvektorlerin biribirlerine dik olduklarini ispatla-
yIniz.

Bir oOzvektoriin, sifir hari¢ olmak lizere bir carpan ile
carpilmigimin da gene bir dzvektdr oldugunu gosteriniz.
Bu ozellie dayanarak da uzunlugunun karesi 1 e esit
olacak gekilde bir dzvektdr segmenin her zaman mim-
kiin oldugunu goésteriniz.

fkinci mertebeden kare matrisler goz 6niine alindigin-
da A gibi bir matrisin 6zdegerleriyle A? nin O6zdeger-
leri arasindaki bagintiyr kurunuz,

A mn 6zdegerleriyle, n=3,4, -+ olmak tizere, A° nin
Ozdegerleri arasinda da buna benzer baginti olup olmadi-
gim tesbit ediniz.

A ve B aym sayida meseld n satir ve siitiinu haiz iki
matris olmak iizere ¢ok genel bir &zdeger problemi

- -
Ax=A¥zx

geklindedir. M regiiler bir matris oldugu takdirde bu
Ozdeger probleminin klisik tipte bir 6zdeger probiemine
indirgenebilecegini ve ® nin tekil olmast hélinde ise
n den daha az sayida Gzdegerin meveiid oldugunu ve
hattd baz1 hallerde hichir Ozdeger olmadigini goste-
teriniz,

A matrisinin  kldsik bir oSzdeger problemi gdézoniine
alindiginda A nin kendi karakteristik denklemini ger-
gekledigini gosteriniz (Cayley-Hamilton teoremi).

Birimsel bir matrisin biitiin 6zdegerlerinin mutlak de-
gerlerinin 1 e egit oldugunu gosteriniz.
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Problem: 29.

Problem : 30.

T'AT=

Prohbhlem: 31.

Problem: 32,

Herhangi bir matrisin hermitsel bir matris ile carpik-
hermitsel bir matrisin toplam olarak yazilabilecegini

gosteriniz.,

A ve #, farklh Ozdegerleri haiz iki matris olmak iizere

Ky

0
-1 Ly
ve T 1HRT=

0

Hens

olacak gekilde ayni bir T doniigiimii vasitasiyla koge-
genlegebilmeleri icin A ile ¥ nin yerdegistirici olmalan
lazim geldigini ve bu takdirde gerek A, gerekse # nin
aynt Gzvektoriere sdhip olduklarint goésteriniz.

> >
A ile (mXm)~—1i bir matrisi gostererek ve 23z in
pozitif-definit oldugunu kabul ederek

" > >
. f exp (—aAx) dxydoy -+ - - - da,

—cQ

=1/ T
T ViA|

oldugunu tesbit ediniz.

A pozitif-definit ve B de bakisimh iki matris olmak
izere

oo

> > > . ™
expj—(mﬂw)———e(mi&lx) dx, - - - do, =vm

)

= »]

bagintisin1 su safhalardan gecerek ispatlayimz:

a) T 1AT=A geklinde kogsegen bir matris olmak iizere
- >

=Ty vazediaiz.
b) sonra Y=z /\ M degisken doniigiimii yapimaz.

¢) Boylece integrant
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" L

( -> —>
exp 3—— Z ) (z@z)g

k=1
- - ”.} ﬂ:+ - - (1) L] L] -
gseklindedir. z== SJw seklinde dik bir doniisimde ¢ mat-
risini kdsegen bir matrise indirgeyiniz.
d) Elde edilen integrali degerlendiriniz.

Problem: 33. A ve M nin her ikisi de pozitif-definit matrisler olmak

sartiyle
a0 oo s
(T At
I,,=f v f exp)m—(m Aﬂlm)\ dxy - - - - dag
—e3 —

yi hesaplayiniz.

Problem: 34. A pozitif-definit bir matris olmak iizere
o ] — .
y > o> —3-2
IL.=§f -+ expf—-(mé\m)—f—Zz(m y)s doeg+» - dx,
— 00 — o3

integralini hesaplayiniz.
Problem: 35.

t

— 1 1 3 &y

~
rAw=lloy ey g [T B 1) - || 2
! 3 1 1 ‘| .’}63

= 5!712 + 51’15'32 -+ 3'?32 + 20429 + 62424 + 200024
- 3(-'12-{'-:}!‘1902-1-39915(!3
-+ Xy -+ 51”23 + Kolkig

~ +3.’L'3:1‘1 + X4Xn +3932 =5

ile verilmig olan kuvadrik yilizeyt esas eksenlerine indir-
geyiniz (yani bunun ifddesinde, ik olmak lzere xm 11
terimleri yok ediniz). Bu kuvadrigin uzayda esas eksen-
lerine indirgenmesini saglayan koordinaf doniigiimiinii
actkga yazip bunun Ozelliklerini tesbit ediniz.
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Problem: 36.

Problem : 37%.

Problem: 38,

Problem : 39.

202 +6xy2 + 224> + 8Bwypg =1 kuvadrigini esas eksenlerine
indirgeyiniz.

3 01 4 —2!
(N | . 0
x40 3 I W SN R
Sy B s [ R =
0 | ¢ 7 ¢4 0 |—2 ¢ 2
b4 4 7 0 —2 2
-1 0 i\/“‘z‘“ —\ 2" 0
_____q_‘__-:-_1__1 0 VZ —{/2

. —— e S ey v T

Bakigimli matrislerinin ikiger ikiger carpimiarinin yerde-
gigtirici oldugunu tesbit ettlkten sonra Problem: 30 da
yverdegigtirici matrisler hakkinda if&ade olunan dzellikten
yararlanarak bu ii¢ matrisi de kigegenlegtirecek olan
dik matrisi agikea hesaplayinz.

Bu tiirli doniigmily olan ¢ matrisi daha da basit bir
gekle indirgenebilir mi?

+
A gibi bir kare matrisin Ay, gibi bir dzdeferine z'(,) ve
-.*.
®¥p) gibi farkh iki OzvektSriin tekeablil etmesi igin A

—> —>
matrisi ile x'y) ve x?%, arasinda ne gibi bir bagnt1 ol
mam gereklidir?

Herhangi bir matrisin her zaman regiiler bir €
matrisi visitasiyla kigegenlegtirilemeyecegine bir misil
olmak lizere, meseld,

A=

1 a
o 1

matrisini kbgegenlegtiren T matrisinin mutlak sengiiler
bir matris olmas: gerektigini gbsteriniz,
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Problem : 40.

Problem: 41.

Problem : 42.

1)

pip
8) €2 I+ AL+ - +‘apf SRR
ile tamimlanan matrigel listel fonksiyonun kompleks ¢
diizleminin her sonlu bdélgesinde birbigim yakinsak ol-

dugunu,

b) egt nin tanmmmindan yararlanarak

8,i-\.sr e,i\t - ef_a(s+t)

At
oldugunu,

¢) A ve B aym mertebeden iki kare matris olmak
gartiyla

AT AL B

olabilmesi i¢in gerek ve yeter gartin
AB=3A

oldugunu, yini A ve B nin carpima gire yerdegigtirici
olmas1 oldugunu ispatlayimz.

A,8,¢ ve X kare matrisier olmak iizere

X A%+ XB, X0)=0
. s At Bt . .
denkleminin c¢dzilmiiniin X=¢ e oldugunu gisteri-
niz,

Agafidaki diferansiyel denklem sistemlerini matris me-
todu aracthgiyla cdziiniiz,

o L.
A N

- gz,
—a*tf"-—&a'g 3F = By 20y
dxy da,

@ o @ ot
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3)

Problem: 43,

Problem : 44.

Problem : 45,

=-—d‘%~ yi gostermek fizere:
(D—Dz+D+Jy=1+¢’ 4 (D+ax+D+Dy=t

(D+2y+(D+e=2+¢ 2+(D +3)y =t
(D—1)z +(D +1)z=8+¢’

e«1 olmak iizere A,B ve X de ayn: mertebeden kare
matrisleri gdstermek tizere

i
X()= eAt+£ f Gé\(t-—-s) BX(s) ds

geklindeki Volterra tipi integril denklemi dnce

8

X(s) = Xy(s)=e"

vazedip, s un da 3 den bityiik iislerini ihmél edilebillir
sayarak denklemi iterasyonla géziiniiz,

A ve B aynl mertebeden iki kare matris olmak ilzere

a({AR) dﬁ
8 =g = dt B+ A @
da-1 __dA ,_,
b =g = AT A
d A a1 e NP 184

oldugunu goateriniz.

¢ keyfi bir bliytikiiik olmak tizere kezd
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Problem : 486.

Problem: 47.

Problem : 48,

Problem: 49,

e
f (o) dw=1
—g

oldugunu gosteriniz.

1) §0x)= -%8(:!:}; 0> 0)

&(x)

2) S(x)=~— p

bagintilarim ispatlaymiz ve
3) 80NMux)in acik ifddesini tesis ediniz.

Dirac fonksiyonunun

1 e—a \*1 .
?-Tasﬁ exp{ ( . )]—S(m a)

geklinde de tamumlanabilecegini gosteriniz.

v=1,2,,.., olmak iizere kompleks diizlemin birim dai-
resi iginde tamimlanmig olan

‘Pn(z)=\/-:—t- 2"l

fonksiyonlarimin bir Hilbert nzaymn sayudabilir dik bir

taban vektbrleri takimim meydana getirdigini gosteri-
niz.

A, oy, v=0,1,2,.....0lmak {izere

§°°“ X Y Z

@+ we cos 2pt+lmy o8 (2v+1)1=z%

fonksiyon dizisinin, degigkenlerin
X X Y Y Z Z
*—-5-5.-‘35?, —-—-2-$ys~§, --—-é-sz5.-§-

biigesi icin bir Hilbert uwzayimn dik bir taban vektbr-
leri takimim meydana getirdifini gosteriniz.
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Preoblem: 50,

Problem: 51.

Problem: 52,

Problem : 53.

(1.10a.10) ifadesinde kargimiza c¢ikan { a; §j matrisinin
dik bir matris oldugunu gosterip bu o&zellikten fayda-
lanarak uygun baglangic gartlam altinda €. katsayilan
n1 belirleyiniz,

Mekanik bir sistemin, kararh bir denge durumu civa-
rinda, potansiyel ve kinetik enerjileri

1 1 P
V=-2— Vimmn ve K=“§"Ki§ TR

ile verildigine gore Oyle bir Il A; § matrisi bulunuz ki
hem }I Vil ve hem de NKj;it yi ayni zamanda koge-
genlegtirsin. Bu takdirde sistemin kararli dengé durumu
civarindaki kiiglik titregimlerini veren denklemiler nasi
ifide olunurlar?

Agagdaki

LA S AL L ST A LA Sl L L

geklinde gosterilen sistemin kiiglik titregimlerini in-
celeyiniz,

a) Paralel baglanmig iki dortugiuyu, ve

b) Seri baglanmug iki dortugluyu matrider yardimiyla
inceleyiniz,



T4 Fizikte Matematik Metotlar

Problem : 54.

Ddértuclularnt inceleyiniz,

| o— - 3
4
P 4 2. - L
Seklindeki dortuglulary inceleyiniz.
Problem : 55,
22 22
1 — NN ——s 3 L e VAVAVAVL *3
F4
1 z,
2. -~ 4 2 - nd
L 2,
t smsemm AMAAAAA/, AAAAAAA mmrarnmts
lz
2 JE—Y
l:
1 ANANANANAN 3
23 z‘



Tanstr Hesabt 5

Il. Bolim

TANSOR HESABI

(I.1) TANSOR KAVRAMI.

Bir K koordinot sistemindeki herhangi bir P{x!, x?,.... 2N) noktas

ile bagka bir K’ koordinat sistemindeki P(x!, x¢,....,2") noktas: ara-
simnda, k=1,2,....., N olmak {iizere,

we=xk(et, x, ..., 2N (1I.1.1)

gseklinde bagimtilar bulunsan. Bu ifidedeki rakamlar x lerin {islerini
degil fakat onlara tekaabiil ettirilen ist indisleri gostermektedir, E-
ger x¢ fonksiyonlari tek degerli, siirekli, ve siirekli tiirevleri haiz fonk-
siyonlar ise ve bu diniislimiin jacobyeni

851 a&’l ......... 851
Jxt gt axN
dx® :
= =0
J ‘ dor
aEN - aEN L] L} - 13 - - L ] L] - -wQ.—EuN- n
axl  9x? N

ise, m=1,2,,...,N olmak iizere, (IL.1.1) bagntilari x™ lere gore c¢ozii-
lebilirier :

gr=xm (2, 22, ....,2Y) (11.1.2)

Bu takdirde (I1.1.1) ve (II.1.2) formiillerinin sirasiyla K - K’ ve
K’ - K koordinat doniigiimlerini tegkil ettiklerl ve, bu sartlar altinda,
yukaridaki doniiglimlerden birinin, digerinin ters doniiglimii oldugu sdy-
lenir,
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Béyle (II.1.1) gibi K -> K’ geklinde bir koordinat doniisiimii goz
dniine alindiginda eger bir biiylikliik gerek K da gerekse K’ de aym
bir degeri haiz ise bdyle bir biiyiikliige bir skaler ad:i verilir.

Eger bir K sistemindeki 7', T?,...,TN gibi N adet biiyiiklik
(IL1.1) gibi bir doniigiimle bir K’ sistemine gecildiginde

—_ AP
Teo=
9%

(P=1;2:----;N)

T4 (IL1.3)

gibi doOniigiyorlarsa bunlara kontravaryent bir vektdriin ya da
birinci mertcbeden kontrevaryant bir tansdriin elemanlarn denir.
Meseia (11.1.1) doniigiim fonksiyonlarinin tam diferansiyelleri olan

=
ifadeleri (d;‘, dac_z,.. .y do_c"‘) nin bu tamim geregince kontravaryant bir
vektér oldugunu gistermektedir.

Eger bir K sistemindeki Ty, Ty,....,Tn gibi N adet biiylikliik
ax
P

(p=12,....,N}

T,= T, (1L.1.4)

seklinde dontgiiyoriarsa bunlara da kovaryant bir vektoriin ya da bi-
rinci mertebeden kovaryant bir tansoriin elemanlari denir. Meseld

b=, Xgy0ee.,aN)

gibi skaler bir fonksiyonun K — K’ geklindeki bir koordinat déniigimii
sonucu, haiz oldugu agb/aEP geklindeki kismi tiirevlerini hesaplayalim:

p_ _ 97 3o
oxP gzP  9uxt
(p=1,2,....,N)

olur, Bu ise p=1,2,.....,N olmak iizere ag/dxe nin bu tamm gere-
Fince kovaryant bir vektoriin bilegenleri oldugunu gostermektedir.

Benzer gexilde, ikinci merteheden tamamen kontravaryant bir tan-
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sor de K - K’ gibi bir koordinat doniiglimiinde bilegenleri

T QFP_ &S
9= rd d.
Tr=— ST (I.1.5)

ip,g=12,....,N)

seklinde degisen N? bilesenli geometrik nesne; ve ikinei mertebeden
tamidmen kovaryant bir lansér de bilegenleri

s ox" gx®
TP‘I e =
dxr g

(p,gq=12,....,N)

T (11,1.6)

geklinde degigen N? bilegsenli geometrik nesne olarak tanimlamr. ikinci
mertebeden bir karma tansoér de bilegenleri igin ddniigiim kurallan

— dxP  9x°
Te, — —
L

(p,g=1,2,....,N)

T, (I1.1.7)

bagintilamyla tamimlanan tanstre denir. Bu arada 6, nun da ikinei
mertebeden ve bir indisine gore kontravaryant, diger indisine gére de
kovaryant bir tansor olarak gosterilebilen Kroenecker sembolii oldugu-
na igiret edelim.

Tamdmen genel bir tarzda a-minci mertebeden kontravaryant ve
B-pinel mertebeden de kovaryant bir tanstr diye

plp?.---apm
()‘gqg...-(]B
_ a};’m a?x;—Pz o aﬂx—Pm amsi axﬂ o ox sB T SLERRTTE g
gxr™ xT? 9x T« 8-53‘@1 a;c"% a}'qﬁ 15720 8p
(P1s PareeesPas Gy Gar-vvesqgp =1,2,....,N) (11.1.8)

geklinde doniigsim kurallarina uyan ve N%+8 adet bilegeni haiz bir
tansdre denir.

Eger uzayin her bir noktasina bir skaler tekaabiil ettirilirse boy-
lelikle bir skaler alawn, bir vektor tekaabiil ettirilirse bir vektdrel alan
ve bir tansSr tekaabhiil ettirilirse de bir tansorel alon meydana geti-
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rilmig olur. Meseld atmosferdeki hava basiner skaler bir basing alani,
arzin cvarindaki gravitasyon vektorel bir kuvvet alam meydana ge-
tirirler. Tanstr alanlaring ait somut o6rnekleri de béliimiin sonundaki
fiziksel uygulamalar bdliimiinde verecegiz.

Sifir tansoril diye, mertebesi ne olursa olsun, biitiin clemanlar:
sifir olan tanstre diyecegiz., (I1.1.8) déniigiim kuralindan da kolayea
goriilecegi iizere, bu dénligim kuralimn lineer olmasi dolayisiyla, eger
bir tansdriin elemanlar1 herhangi bir K koordinat sisteminde sifir ise-
ter (II.1.1) doniigiimii yardimyla yapilan herhangi bagka bir koordinat
sisteminde de sifir olmakta devam ederler. Su halde biz eger bir fizik
kanununun, sekil bakimindan, ifide edilmis oldugu koordinat sistemine
bagh olmamasini istersek onu mutiaka tansorel bir ifide olarak yaz-
mahyiz. Bu fikir modern teorik fizigin temel fikirlerinden biridir. A4l-
bert Einstein fizik kanunlarim once diizgiin dogrusal hareket eden ey-
lemsizlik sistemlerinde invaryant (degismez) bir sekli haiz olacak sekil-
de ve sonra da herhangi bir hareket yapan genel sistemler icin invar-
yant olacak sekilde sirasiyla Ozel ve Genel Rolativite Teorileri cergeve-
leri icinde yazmay! bagarmigtir. O zamandanberi ingd olunan gegitli
gerek Temel Tanecikler ve gerekse alan teorilerinin baglica mehenk
tagl bunlarin bu «réldtivist invaryansy» saglayip saglamadiklan
olmugtur,

(IL.2) TANSORLER UZERINDEKI CEBIRSEL ISLEMLER

Aym sayida kontravaryant ve aynmi sayida kovaryant indisleri
haiz iki tansoriin toplam ve farki tammlanabilir ve bu islemin sonucu
da aym sayida kontravaryant indisi haiz bir tansordiir. Gergekten de

PPr Py
qg192. » "qﬂ
_ a_a.;pl a-{EPz o 3_3;»9“ dx5! QxS o aﬂ?sB Ar-;rz cree Py
da" gx” dxTe  9x%  Jx¥ axp $182--.- %
Y P2 .pa
Figr o ve. (]B
. 3§P1 a}}”z ) 3'53'}7& amsl awsz ) ax sB A_ LSRR
B 4 ) it . L8
a$?‘1 amn aw?‘a 8531?1 aqu dx qB 8152 . B

ise
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Py Py i_g PiP2.-> Py _
q1q2-- -9 G1g: .- 4g
P ga dwPa ™ % ga’ B
3.1)” awrz ox T axd axd? ox qB
nro.oo.r, — T2 Ty
X (Asu:- 8 iA 8.8 s )
A 1§21 4. 3
. . FrveerTy =TTy .
olur ki bu da (I11.1.8} e gire A o ,. 4 s verilmig olan
e B brent ¥

tansOrlere ayn tipte ve ayvm mertebede bir tansér oldugunu goster-
mektedir.

Simdi gene iki tansor verilmig olsun:

Bm....pa g o P a3 o 9% B A”’?“ T
ARRREL/:! dx’ 0z’ « oxd ox9 B 518) ..., "‘{5
o™y dwm o aeTy et dwte ety
Rpee Mg ! dxty  9x™ dx e Uleeenty

Bunlarin dig ¢carpimainmn

pl....pa m; .. . m ;31....pmm1,...m
B c T =7 i
qn....qB nl....ns qi....qBﬂ1....nE

geklinde (o4 v)-ninct mertebeden kontravaryant ve (4 ¢)-uncu merte-
beden de kovaryant bir tansér oldugu derhil goriilebilir. Bu tanstriin

bilegenlerinin sayist N*T8+7 ¢ glacaktir, Tansérel dig carpimin topla-
ma gore dagiticr oldugu kolaylikla tesbit edilir,

Verilmig tansorlerden yeni tansorler elde etmege yariyan islem-
lerden biri de tansdrlerin biiziilmest islemidir: eger «-nincl mertebe-
den kontravaryant ve $-ninei mertebeden de kovaryant olan yani a4
mertebesinden bir tanstriin kontravaryant ve kovaryant indislerinden
birer tdnesi biribirlerine esit kilimp da buniar iizerinden toplam yapi-
lacak olursa (z—1)-inci mertebeden kontravaryant ve (g-—1)-inei mer-
tebeden de kovaryant olan yani o+ f~—2 mertebesinden bir yeni tan-
sor elde edilir. Bunu gostermek iizere, formalizmi agirlagtirmamak i-
¢cin AP, gibi bir tanstr goz Oniine alalim. Bu takdirde bunun yeni
keordinatlardaki ifdesi
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dx® Az  x™  x°
CEaB ™ B A "

qul"i=

olur. Simdi meseld p ve r yi biribirlerine egitleyip da bu miigterek
indis iizerinden toplam yapacak olursak

axr  Ax'  Jx™  ax° ar  dx0

qups = — — = Akln:m —_—= — Skm Aklml'l
ax*  9xt 9xP  Ix° Xt gx*
1 n 1 . I
= af af Ak = aﬂx_ 3.’1_? Al
gt gx*® ax ox*

bulunur ki bu da BPy,,=B, nin ikinei mertebeden kovaryant bir tan-
ao0r oldugunu gdstermektedir,

Simdi birinci mertebeden tansdrler yani vektorler alip bunlarin
biizitlmiis tansércl garpimlarinin doniigiim kurallarint yakindan incele-
yelim :

a) Iki kontravaryant vektdér hali:

- on? . Ba_. axq .
dr=—T 4, B=3B
Grozdr Br= 0% 0% 4ope 82 3T, (11.2.1)
ax"  0x ax'  dx*

Bu bir tanstrdiir. Buna kargihk meselad

O'PP:= 4P BP== goP B Cre
dx"  ox'
bir tanstr degildir.
b) Iki kovaryant vektor hali:
4, =22 4,6 B,="2 p
%P gx?

Co=A, B,= 22 9 4 p=3 3 ., (tansér) (IL2.2)
dxP  gat ax%  dx?

- Jxt  4x°

C.. (tansor degil)

pp= T =
gxP  gxP
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¢) Bir kontravaryant ve bir kovaryart vekttr hali

Ar =9 4 5 -9 p
ax° 9%
— e s —_—
Cp=-% 8% g _Z4vE, (tansor)
axr  gat
Cp=ArB,=-3% % 4ip —§:4B,=4"B, (skaler)
dar  gar
veya
— r _— o
A4, = 4, B=9" p
P oux*
- . ¢ 4
Co=A, Bi= 0% 3 4B (tansor)
dx?  gx’
Op=a,Br= 9% 9% 4 pao§ed B=4c (skaler)
axr  3z°
yani
A.B*=A'B,
olur,

Buradaki her ii¢ biiziilmiig tansotrel carpimdan ancak sonuncusu-
nun yini carpimdan sonra bir kontravaryant ve hir kovaryant indisi
esitleyerek yapilan hiiziilmeye tekaabiil eden hilin tansér niteligini ha-
iz oldugu goriilmektedir. Diger taraftan (I1.2.3) ifadesi vektorlerin ska-
ler ¢arpimlarinin tansér formalizmine gore yaziligim da temsil etmek-
tedir.

Boylelikle biiziilme isleminin ancak ve ancak bir kontravaryont
ve bir de Lkovaryant indis iizerinden oldugu takdirde tansérel bir an-
lamt haiz olacagr ydni ancak bdyle bir biiziilme yapmak siretiyle iki
mertebe daha kiigiik bir tansér elde edilecegi anlasimrs bulunmakiadir.

Bir tansor verildiginde bunun belirli iki kontravaryant (ya da iki
kovaryant) indisi aralarinda degis tokus edildigi zaman eger tansdériin
elemanlar1 ayn: kaliyorsa bu tansbére, goz oniine alipan indislere na-
zaran bakisimlidir denir. Eger bu indigler degig tokusg edildiginde tan-
soriin elemanlarn igdret degistiriyorsa o zamanda antisimetrik ya da

F.6
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carpik - bakigimh tansdr adi verilir. Bakisim hassalarninin koordinat
dontiglimlerine bagh olmadiklar: gosterilir. (Bk. Problem: 4.)

(IL.3) TANSORLUK KRITERYUMU.

Bir K koordinat sisteminde tanimlanmis olan A(p,,...,p.) gibi N
fonksiyonun bir K’ sistemindeki doniigmiigleri de B{(g;,....q,) olsun. Bu
takdirde A(p,,....,p.) larmn a-ninci mertebeden bir tansor tegkil
edip etmediklerini gérmek icin mutiaka bunlarin doniigiim kurallarima
agtkga tesis etmek gerekmez. Meseld eger K ya gore &p ve K' ye go-
re de mp, bilegenlerini haiz her vektor takium: igin

B(q[,...,qa)nq‘....‘l’]qd=A(p1,....,pa)Epl....Ep

<

egitligi gecerli ise bu takdirde A(p;.....,p.) fonksiyon takim: K siste-
minde s-nminct mertebeden kontravaryant bir tansériin bilegenlerini
temsil ederler,

Gercekten de, £ ler kovaryant vektérler oldukiarindan

_ aa®
P ggp

g

doniigiim kurallar: yardimiyia

oxT A9
B(Q1n...,qz.)—A(})I,....,pﬂ)——-——-m R _.,._]

ax P da P LR PRl

yazilir. Halbuki Mg, ler keyfi vektorler olduklarindan bu bagintilann

gergeklenebilmesi igin kogeli parantezler icindeki ifddelerin sifir oima-
lari, yani

dx I ax 7
vas sy Q)= e e - ( R Y L
Bigy, q.) Py s Alp, Pa)

olmasi gerekir ki bu da A{py,..., P, nn
A(Pl yeme s pa)zAPqu e P

seklinde a-minei mertebeden kontravaryant bir tansér oldugunu géster-
mektedir, Bu kriteryumun, tamamen benzer gekilde, kovaryant ve kar-
ma tansorler icin de gecerli oldugu kolaylhkla gosterilir.
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(IL.4) METRIK TANSOR.

Dik bir K kartezyen koordinat sisteminin eksenleri iizerindeki

-
€m (M=1,2,...,N) taban birim vektorleri ile,

g = gt (=, wg,,,,,mN) (11.4.1)
t=12,...,N)

gibi doOniigiim formiilleriyle yapilan bir K > K’ doniigiimiinde K’ deki

—-> - -
e, taban vektdrleri araciligiyla 4 ve B gibi iki vektoér kontravaryant
bilegenleri cinsinden her iki sistemde de

> > s
A=e,A"=¢, A"

= => > _v

=e.B"=¢e,B
(mn,p,v=12,....,N)

geklinde ifade edilirler. Iki vektdriin skaler carpimimin koordinat sis-
temine bagh olmadigim yukarida gormiistiik. Su halde

> > S>> _ —-> >
A-B=gye, AV By = ene,A"B"

olur. Diger taraftan K daki tek bilegenli birim taban vektérlerinin
doniigiimleri olan grek indisli taban vektorleri bunlara

’* dam >

m

L
—_ l a lJ.
—p da® -
SV = —V n
ox

bagmntilariyla baghdirlar. Buna gore

— amm an L A e
a9 Cn €0 A¥BY=¢, -« ¢, A'BY
oxt  axV - -

olur. Fakat K daki taban vektorleri biribirlerine dik birim vektdrler
olduklarindan
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—
Em " 6n=8mn

(mmnm=1,2,....,N)
dir; buna dayanarak artik

> > m n — —_—— =
A B= g"giu gfv Son AVBY = guvAqu =€ 6y AVBY (I1.4.2)
&€ o -7

yazilir, Su hélde

m m — -
gnwz—g-%f % un=€, " €y (11.4.3)

diir. K’ deki ddniligmiig taban vektoérleri arasindaki bagintilar: zetle-
yen bu ikineci mertebeden bakigiml: tansére metrik tansér adi verilir.

Juy niin kofaktori

gHv = . (11.4.4)
TR
seklinde tammlanan tanstr yardimiyla
Dy G =8, (IL.4.5)

oldugu hesaplanir.

Eger skaler carpimin (II.2,3) tamimiyla (11.4.2) sonucu kargilagtiri-
hirsa

veya

yani
=g, A* (I1,4.6)

bulunur. Bu baginfiy1 her iki yanindan g¢g'* ile carpalim; sessiz top-
lam indisleri {izerinden toplam yapip, (IL.4.5) i de gbz Oniinde bulun-
durarak

An=g¥ 4, (11.4.7)

buluruz., Son iki baginti bir vektoriin kontravaryant ve kovaryant bi-
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legenleri arasindaki siki iligkiyi ortaya koymaktadir. Herhangi bir tan-
soriin indislerinin indirilip yiikseltiimelerinde gene metrik tansorden
benzer gekilde yararlamldiginin ispatit okuyucuya birakilmigtir, (Bk.
Problem: 6), Buna gére meseld

AP, =g*4,,, Avri=grgr4d,, AP . =g.q A%,
q. sf
rop

Aqm.tk

T < T

am gpk gsn grmA

yazilacaktir., Bu ifddelerdeki noktalar yer degigtiren indislerin ilk
durumlarina igiret etmektedirler.

N boyutiun bir uzayda N adet bagimsiz birim vektoriin temsil et-
tikleri dik bir K koordinat sisteminde sonsuz yakin iki nokta arasin-
daki uzakhgin karesi

dst=dx® dx,=8,, dx® dg? (I11.4.8)

gseklindedir. Eger bu uzayda (I1.4.1) gibi bir koordinat doniigimii yapi-
lacak olursa, g, metrik tanstrii (IL.4.2) ile belirlenmig olarak, (I1.4.8)

metrigi yeni K" koordinat sisteminde

ds’=g,,, do** dx” (11.4.9)
gekline girer.

(11.4,1) koordinat doniigiimii tek degerli, siirekli ve siirekli tiire-
tilebilen bir doniiglim ise bunun

=Pz, 02,. .., 2V
(p=1,2,...., N)
geklinde ters doéntisimii de vardir. Boylece, K" —» K icin (1[.4.9) metri-
gi de gene

ds’=g,y de? dx¥ -> ds?=8§,, dar da

olarak kogegensel sekline miincer olur.

Eger bir metrik (=ds? tipky (I.4.8) metrigi gibi kOgegensel ise
va da tek degerli, siirekli ve siirekli tiiretilebilen bir koordinat dénii-
gimii yardimiyla (I1.4.8) gekline sokulabiliyorlarsa bu metrige «6klit-
sel metrik» adil verilir ve bunun gegerli oldugu N boyutlu uzayin da
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sklitsel bir uzay veyd Euklides uzayl oldugunden bahsolunur. Bu nite-
ligi haiz uzaylarda bir dogrunun digindaki bir noktadan bu dogruya
bir ve ancak bir paralel cizilebilecegi gosterilebilir.

Eger, metrik tansoriin elemanlar1 g, =gy , ©,....,2") gek-
linde keyfi bir takim fonksiyonlar olmak iizere, (iI.4.6) seklinde bir
ifade verilirse ¢, leri §,, lere doniigtiirecek tek degerli, stirekli, sii-

rekli tiiretilebilen ve jakobyeni sifirdan farkh bir koordinat ddniisiimii
bulmak genellikle imkansizdir, Boyle bir imkinsizhigin vukiunda

ds? =g, (®', 2°,....,5V) detde”

metriginin Sklitsel olmayan bir metrik oldugu ve buna da N boyutln
«0klitsel olmayan» bir uzayin tekaabiil ettigi sOylenir. Bu uzayin oklit-
sel uzaydan farkh bir geometrik yapis1 vardir. Oklitsel uzayda iki
nokta arasindaki en kisa yol bu iki noktadan gegen dogrudur. Metrik
tansoriin elemanlarinin, koordinatlarm keyfl fonksiyonlari olarak be-
lirlendigi Gklitsel olmayan bir uzaya «Riemannsal bir uzey» veya
Riemann uzayr adi verilir, ve bu cins uzaylarda iki nokta arasinda
genellikle bir dogru cizmek imkansizdir. Bununla beraber iki nokta
arasindaki en kisa uzakhgl temsil eden yani dogrularin Oklitsel geo-
metride oynadigi rolli burada oynayan egri aileleri vardir ki bunlara
gbz oniine alinan uzayin geodezikleri adi verilir. Riemannsal uzaylar-
da iki nokta arasinda birden fazla geodezigin gegebildigi, verilen bir
geodezik disinda alinan bir noktadan buna ya sifir ya da sonsuz para-
lelin cizilebildigi gosterilebilir. Bundan bagka, Gklitsel uzayin «diiz»
olmasina karsiilk Riemannsal uzaylarin «egrilik» vasfini ve bazan da
«biikiim»ii haiz oldugu gosterilir. Ozellikle Genel Rolativite Teorisinde
uzay-zamanl temsil eden dort boyutlfl uzayin Riemannsal bir uzay ol-
dugu gosterilmektedir. Riemannsal bir uzaym geodeziklerinin dzellikleri-
ne Varyasyonlar Hesab: bahsinde daha etrafli bir gekilde temas ede-
cegiz.

Eger keyfi olarak Onceden vaz olunmug bir metrigin katsayilari
(yini metrik tansoriin elemanlari) koordinatlarin keyfi bir takim fonk-
siyonlart olmaktan bagka bir de bunlarin belirli bir parametreye gore
tiirevlerinin de fonsiyonlari iseler boyle bir matrifin temsil ettigi geo-
metriye de «Finslorsel geometri» veya Finsler geometrisi adi verilir.
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(1L5) TANSORLERIN FIZIKSEL BILESENLERI,

Koordinat degigkenleri diferangiyellerinin kontravaryant vektorler
gibi doniigtiiklerini gtrmiigtiik. Bu gibi diferansiyeller genellikle bir
Oteleme hareketi temsil etmektedirler. Fakat (I1.1.1) gibi genel hir
koordinat doniigiimiinde koordinat degigkenleri agilar da olabilirler ve
bu itibarla da bunlara tekaabiil eden diferansiyeller agikir olarak her-

+
hangi bir 6teleme hareketini temsil etmezler. Bundan bagka ¢ vektor-
lerinin de birim vektorler olmasi beklenemez.

Buna mukaabil fizikeileri, genellikle, &teleme hareketine tekaabiil
eden biiytikliikler ilgilendirir. Bir veki6r, ya da tansoriin bu cins bile-
senlerine fiziksel bilesenler adi verilir. Bunlar ilgi cekici Ozellikleri

-> ~>
haiz olurlar. Eger u, ile, e, taban vektorleri boyunca birim vektorleri-

ni gosterecek olursak A* gibi vektoriin *4, fiziksel bilesenleri
—_— >
Are,=%4 u,

—

(1L.5.1)

bagintisiyla tanimlaniriar. Ozellikle

- > —~ >
dx? c,=XNdx®) u,

olur. Buradaki (d?Ei’), dae ve tekaabiil eden Steleme miktarina isaret
etmektedir.

Ar ile *4, arasindaki actk bagmti kolaylkla teshit edilir, Ger-
gektien
> >
Lo Bq=Ypq
oldugundan

'_} - - -
ﬁ,[x\/gpp (p iizerinden toplam yok).

demektir. Su halde
. ->
ﬁ}::\/gpp u, (p lizerinden toplam yok),

olacaktir. Bu ise

—_— —_ _— —
Al’fp:Ap \/gpp Up—= *A,

e

vani
¥4,=\g,, Ar (11.5.2)
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olmast demektir. Benzer gekilde

Ydo?)=\/g,, dx®

olur.

m-ninci mertebeden bir tansér m vektdriin aralarinda tansotrel
carpimlarimn sonucu olarak telakki olunabildiginden, meseld ikinci
rmertebeden kontravaryant bir tanstr icin fiziksel bhilegenler de

*dp= \/m Ar

seklinde tanmimlanacaktir.

Meseld silindirik koordinat sisteminde

m=1; gn=r} gu=1

ve xl=r; x'=0; x3=2z olmasi dolayisiyla

“dx)=dr, ¥dzd=rdd, Hdzd)=dz
¥4 =4, *4,=rA?, *4,=A43
olacaktir.

(IL.6) IZAF¥E TANSORLER VE TANSOR YOGUNLUKLARI.

’+ -.-} - - - - - - -+ _-> A +
u ve v gibi iki vektoriin u /\ v vaktorel carpum gerek u, gerek-

-> ) . -> > > >
se v ye dik ve uzunlugu da |#|.]v| sin(u, v) ile verilmig olan bir
vektdrdiir. Ancak Sekil: II.1 den de goriildiigii gibi bu 6zelligi haiz fa-

kat biribirlerine z1it yonde iki vektor vardir. Iki vektdriin vektorel garpi-

- >
min tek bir gekilde tamimlayabilmek tizere bu iki vektorden, u ve v ile

> >
bir sag el ligliisii meydan getirecek siirette olami u /\ v nin temsilcisi

olarak segilir,

Eger x ekseni (y,2) diizlemine goére yansitilirsa, yaai bir sag el

sistemi yerine bir sol el sistemi alinacak olursa, bu koordinat déniigii-
- — —
miintin neticesinde # ve v nin vektérel carpimimi W, temsil eder. Bu

itibarla ixi vektériin vektorel garpim olan bir vektdriin, bir sag el
sisteminden bir sol el sistemine gegildiginde, 4di bir vektériin aksine
igaret degigtirdigi gorilmektedir. Bu tiirlii vektorlere ecksenel vekidr-
ler adi verilir, Adi vektoriere ise kutupsal vektérler denir,
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> > >
Dik bir koordinat sistemine gore ve 3 boyutlu uzayda W=u /\ v

nin bilegenleri

b 4 el
* W,:un\v

Sek, II. 1
Wi=ugvg—tgs ;. Wo=ugv—u0y; Wi=u0— gty
dir ; buna benzer gekilde bir F vektoriinitu rotasyoneli de bilegenleri

oF, aF, > 2> _oFy  aFs,

=y oF, __ oF;
Fr= e (POtFiz—-amg awl

> —>
(rot F)3=‘*“—'" ——

- ?
(rot F)y= At e

olan eksenel bir vektordiir,

Tansétr hesab1 bakimindan eksenel bir vektdér her zaman 2, mer-
tebeden carpik-bakigimli bir tansorle gosterilebilir; bu takdirde

Woq =ty — thq Up

yazilabilir, Bu tlirli tamimlanmig olan tansorlerin bir koordinat donii-
gimiinde nasil degigeceklerine bakalim. Eger gtz Oniine alinan koordi-
nat J6niiglimii hir yanstmaya tekaabiil ediyorsa bu takdirde tansorier
(—1) ile garpilacaklardir; yani meseld
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— aml’ aws
. oxP  9xd =D
Re,=-0% 9% 1R,
ax’  gxe

olacaktir, Boyle bir doniisiimiin jakobyeninin de |/|=—1 olduguna dik-
kati cekelim,

Daha genel bir tarzda, eger jacobyeni |J| olan bir doniigitmde
Tvseo.. gibi blyliklikler
=i 32 e T.... (IL6.1)
dxP  gux

geklinde degigiyorsa T.... ve a adirirgint haiz bir izdfi tansoér adi ve-
rilir. a=1 olursa T.,..., tansér yogunlugu adini alir. a=0 olmasi ha-
linde de mutlak tansdér denir.

Kolaylikla goriilebilir ki

1) Ayni mertebe ve ayn agirligt haiz izafil tansorlerin toplami ve
farki da ayni mertebeden ve aym agirlikh izdfi bir tansordiir,

2) M-ninci ve N-ninci mertebeden ve sirasiyla « ve § agirhiklarim
haiz iki tansGriin carpimi (M + N)-inci mertebeden ve a+48 agirlikhi bir
tansordir.

3) 1zafi bir tansotriin tabi tutuldugu biiziilme iglemi sonucu elde
edilen tansor ilkiyle ayni agirhiga méliktir,

Analizden bilindigi gibi
AV =dx'dx? - - - - dxN

kartezyen hacim elemani bir koordinat dintigiimii sonucu
av=J|—t av (11.6.2)

ifddesine doniigtiigil icin hacim elemaninmn bir koordinat dodniigiimiinde
invaryant kalan bir skaler gibi degil de a=—1 agwrhkh bir «yalanct
skaler> gibi degigtigi sdylenir. Buna kargihk |J{dV ifadesinin bir ko-
ordinat doniisiimiinde mutlak bir skaler gibi doniigecegine dikkat edi-
niz.
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Simdi, bir tanstr yogunlugu olan Levi- Civita semboliinti gz Onii-
ne alalim,
splp2 veoa P

ile gosterilen bu sembol

1) eger herhangi iki indis egit olursa sifir olur;

2) (PysPzs---.,Pa) dizisi (1,2,....,n) dizisinin ¢ift bir permiitas-
yonuna tekaabiil ederse 41 degerini alr;

3} (P1,P2se...,pa) dizisi (1,2,....,7) dizisinin tek bir permiitas-
yonuna tekaabiil ederse: —1 degerini alir,

Bu itibarla mesela

g8z M=l ¢B=1, gW=—l; Ml=—]; gl2=(

olur,

Bu sembol yardimtyla determinatlarm agiimi kolayea yazilabilir:
mesela :
all alz als
a)l o af | =Wal o’y ad,
a;l  a?  a,d
diir.
m-1i vektor diye her indis ciftine gdére carpik-bakigimh olan m-ninci

mertebeden tansorlere denir. Bu ifdde tarzina gore ikinci mertebeden
kiiclik tansorlere de (skalerlere: m=0; vektorlere: m =1) m-li vektdr

denilecektir. N boyutlu uzayda, 0 =m =N olmak lizere m-liherV,, , P

ya da VP Pz P= yektOriine Levi-Civita sembolii yardimiyla

1
q1qz . ...qm—mz___ Qg2 G PIPL P
VvV i E o VP;PZ---.ﬂm

Vv =._].-_. 1 2 SO £}
Qg2 G—m m! EPIPJ SRS o AL I + PN Vp i

(N—m)-li vektorleri tekaabiil ettirilebilir. Bunlara V nin diial vektorieri
adi verilir. Ozellikle T oy 8ibi N 1i bir vektdriin dilali

PpLe---
T=L e
! mpr...o Py

seklinde bir skalerdir,
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Faydall bir formiil olarak Levi-Civita semboliiniin Kroenecker
sembolleri cinsinden

!l Sipy 1y v 510
8y, Oapy 830

Epup e pa = : (11.6.3)
h 8NP1 SNPz """ SNM

geklinde yazilabilecegine de igiret edelim,
(IL7) KONTRAVARYANT VE KOVARYANT TUREV,

N boyutlu oklitsel bir uzayda bir K dik kartezyen koordinat
.+
sisteminde bir P(x!, x?,....,2N) noktasina bagh bir A vektoriiniin bi-
legenleri # koordinatlarinin siirexli fonksiyonlan olsunlar. Eger
=@, 2%,...., NV)
(p=1,2,....,N)
gibi bir koordinat déniigimiiyle dik kartezyen K koordinat sisteminden

>
egrisel bir K’ koordinat sistemine gegilirse A nin bu sistemde haiz ol-
dugu A4r(z!, #?,....,2N) bilegenleri de £ koordinatlarnn siirekli fonk-

.+ L3
siyonlary olurlar, K" niin birim taban vektorlerini ¢, ile gosterirsek

. —
bu sistemde A4

> >
A=Are, (IL7.1)

ile temsil olunacaktir. Simdi amacimiz, P(x', %,....,%") noktas
P (247, 224A0F,....,0N+AZ )

- -
durumunda olursa acaba A da vukuu bularak A4 degigimi nedir, onu
tesbit etmektedir. Bu takdirde (1I.7.1) den
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> _ > > >
AA=(AP+AAP) (e, 1 Agp)—AP ¢

> > — ->
=¢p + AAP-+ AP - Aep1+-(AAP) (Agy)

—> —_ >
bulunur. Ax?P = 0 igin (AA4®P}(Ae,) ikinei mertebeden bir sonsuz kiigiik

—de
oldugundan daha gabuk sifira gider, Su hilde A nin K’ koordinat sis-
temine goére degisiminin esas kismi, yani diferansiyeli

> > . >
dAd =g, - AAP1 AP - Ag, (IL.7.2)

- -> - —
dir. Béylece A daki dA degisiminin %P degerlerinin degismesiyle A»

bilegenlerinin degigmesinden ve kezid 2® noktasinin degismesi sebebiyle
-

e, birim vektorlerinde vukuu bulan degigmelerden ileri geldigini gorii-
yoruz.

—> ~—
A nm x9 ya goére kismi tiirevini

- -
. AA 64
lim e = —e

AT - Ax? St

diye tanimlayacagiz; bu takdirde (11.7.2) den

54 = e
> €y  —.
S, O 2 T (1.7.3)
Sx%  — g gxt
olur.
—-> -

e, birin taban vektorlerinin x% ya gore kismi tiirevleri gene ¢,

birim taban vekttrleri cinsinden yazilabilirler, Eger bu kismi tiirev-
lerin K’ niin eksenleri fizerine izdiisitmlerini Tk, ile gOsterirsek

9¢,

€ = ol

=L =T e (I1.7.4)
dac -

yazilabilir. Fakat (11.4.3) e gore
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> >
Gpa=8p * €4
oldugundan
0 3-_)' Ei--;>
e, -> -> €
Iea _ S e ey 8 (IL7.5)
aa" gx* T ax*

dir. Bu formiildeki indisleri permiitasyona tabi tutarak

d 8_) a_)
s e, > > e,
?_P = — este, - —= (I1.7.6)
ox" oxe — = Jx
° 3_> 8_}
. ey —> > €s
Joo = 22 e 22 (IL7.7)
oxP gt - gxP

> -> > > =
elde edilir. r yervektdrii r=uxPe, olmak hasebiyle dr/dx?=e, oldugun-
dan

- - -> -
dep a(az)_ 3(32'.)__3."_33
s ox ' pxp azr \ ax 9P
dir. Buna goére (11.7.5) ve (IL.7.7) yerine
3 ae P
[ . e, —> —> A
2 = =g e, —= 1.7.5°
ox* 9x* s, B S a 5)
0 6+ 8+
. e, -> —> ge
?f = —=. e te, —_ (11.7.7")
axP axtT = T 9
yazilabilir, (IL7,5), (IL7.6) ve (IL7.7') den
a-)
Sp > __ 1 ( 3gps 09y 39 pq )
= g, = - = o = e =T 11.7.8
gre = 2| gae az® 3 P (.7.8)

elde edilir. (II.7.4) e gore
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-
de, —> > > 1 /ag g g

—=— g, =Tk 0 - e=Tk = [ =E £ 2P ,
a&.q s T pa &k * €5 ™5q ks 2 ( T + Py . oxt ) (I1.7.8")

ve bu ifddeyi ¢g* ile carparak

1 Y ps 09qs aq
k ar — Tk Fer — rs P 9 _ Pq
r [1¢] gkﬁ g —_— r P9 51{ - ]-‘ <L 2 g ( a-a?q + a—9::—p a—a?s ) (Ilo?- 9)

bulunur, (IL.7.8) ve (II.7.9) ifddeleriyle tamimlanan I',. ye [, bilyiik-
liiklerine sirasiyla birinct ve ikinci cins Christoffel sembolleri ad

—> -
verilir. Bunlar yardimiyla artik, 4 mn K’ de xP ya gbre kismi tiire-
vini veren (11.7.3) ifadesi

> > —
SA - a‘A_p de, — > a.AaPr ->
=—=Cp, —=— + —=- 4AP=¢, ~—=—+I" 6. AP
gzt — gaf ox = xt -~
; A — e
= [ Bf‘ + I, AP ] € (I1,7,10)
ot -

gekline girer.

...).
Eger 4 kartezyen bir sisteme gore belirlenmigse boyle bir sistem
icin metrik tanstriin elemanlar: sibit oldugundan Christoffel sembol-
leri sifirdhr ve (I1.7.10) da,

+
94 _ aar
axt  Jxt 7

e
ifadesine miincer olur. Bu ise bir kartezyen koordinat sisteminde A

nin x% ya gore tiirevinin, bilegenleri Zmn bilegenlerinin x4 gore kis-
mi tiirevleri olan bir tansotr oldugunu gistermektedir. Egrisel bir ko-
ordinat sisteminde de (I1,7.10} ifadesini, tiirev tanimim genellestirerek
aym gekilde yorumlayabiliriz. Gercekten de eger

SAr —_ - 8Ar _
8"";“ =VYq Ar= Ar;q = E.Bt?—-f' ‘["rpq AP (IL7.11)

ile bir vektoriin bilegenlerinin kontravaryont tirevini ya da konfra-
varyant mutlak tirevini tanimlayacak olursak (11.7.10) ifidesi bir

> _ e
koordinat sisteminde 4 mn %% ya gore tiirevinin, bilegenleri 4 nin bi-
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lesenlerinin 2 ya gore kontravaryant tiirevleri olan bir tanstr oldu-
gunu gostermektedir.

Vo mutlak tiirev operatorii tipki Adi tiirev operatorii gibi hem
dagaticadir ve hem de carpimlart zincir kurahna gore tiiretir; me-
sela : . _ .

V(AP + B )=V AP VqBr

v(4*B.)=(v,4?)B.+ A*(V,B.)

dir. (II.7.11) e benzer gekilde kovaryant mutlak tiirev de

VoA, = A, = 2}%: — I 4, (IL.7.12)

geklinde tammlanir,

Mutlak tiirevin Adi tiirevi Ozel bir hadl olarak kapsamas (I'",,=0)
bunun ¢ok daha genel bir tiirev kavrami oldugunu goistermektedir, Di-
ger taraftan mutlak tiirev tansor vasfini da haizdir, Gergekten,

- - .
(11,7.10) ifddesinden A nin &4 degigimi igin

> —_ -
A =(v,AP)02% e,
ya da
- > . —— > > —_— —
84 - e,=84'=(V,AP)82" ¢, - €,=(V,4P)5x"gp, = (V,4%)309

yazilabilir. Oysa ki bu ifddenin sol yam kontravaryant bir vektordiir.
Sag yamndaki dz? de kontravaryant bir vektordiir. Parantez icinde-
ki ifdde ise iki indise bagh olup bunlardan biri ile dx fizerinden kon-

traksiyon (biizliliim) yapidigindan tansorliik kriteryumuna gore (VqZ‘J
nin ikinei mertebeden bir tanstr oldugu anlagilmig olur.

Vektorler i¢in tanimnt gérdigiimiiz mutlak tiirev kavramini mer-
tebesi iki ya da daha biiyiik olan tansorlere de genellegtirmek miim-

kiindiir. Bunun igin ikinci mertebeden 4,9 diye karma bir tansor ile
- -
u ve v gibi sdbit iki vektOriin (VuP=vv,=0) biiziilmils carpimlarinin

mutlak tiirevlerini alaiim. Bu g¢arpim bir skaler oldugundan bunun iize-
rinde yapilan cebirsel iglemler koordinat sistemine bagh degildirler ve
ozellikle v./A4,%Pvy) mutlak tlirevi de burada &di d(4,%uwrv,)/dx" tiirevi-
ne indirgenir. Su hilde
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e, 04,1 _guP. 0V
Vu(APun’l?q)E—éch-;- (A, P0,) = ——— uPv,+ A9 T Vot AP Py
dir; fakat:
qup
Pz - eerpiee i rpms "
V.uP=0 > e u
av
V=0 > 8:123 =T"s Vre

oldugundan, ve icibinda toplama indislerini degistirerek

dA," aur v
VAP = U (9,4, 9= S upv A8 o v AT T
9
:up‘l)q aa‘i; —Aqu‘l FPmsum+quuP I‘mqsvm

q .
=uPr, [ 85::; —A 0+ A", [

bulunur. Bua ifiade

_ 94,0

A=A,
V P P a 8

"'-Am re pq+A rqms

oldugunu gosterir., Bunun iiclincii merteben bir tanstr oldugu Aagikir-
dir. Herhangi bir merteheden bir karma tanstriin mutlak tirevi de
benzer gekilde ve aym esaslara gore kolayhkla tanimlanmr.

Birim vektorlerin mutlak tiirevini alalim: (I1.7.4)i de hesaba
katarak

>
> 8ep
YV, Ep=—m— Tk, ep=0
Rl £

olur., Buna gore
-> > -> > *->
Gpais = Vsl€p » €9)=(V.8p) * €+ €p - (Vse) 0 (IL.7,13)
olur; yani metrik tansoriin mutlak tiirevi dzdes olarak sifirdir, Bu o-
nemli Ozelligin ifadesine «Ricci Teoremi» ad1 verilmektedir,

Daha yiiksek mertebeden mutlak tiirevier de gene aym esaslar
icinde kolayhkla tanimlanabilirler.
F. 7
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Bu bahsi kapamadan oOnce Cristoffel sembollerinin icylizlerini
daha acik bir gekilde tesbit etmek istiyoruz. Bu itibarla, ikinei mer-
tebeden bakigimli bir tansor olan metrik tansoriin bir koordinat d6nii-
stimiinde

-~ gx"t  9x*
Ipa = Py

s

seklinde degisecegine igAret edelim. Buradan

a}pq _ azxr ox® dxr a?wa g
g™ dxP Jx™  Jxd . PxP  9xd ax~

ox ax® ox® agrs
dx® XY Jx™  ga°

bulunur. Buradan

= _1 (a@,s 4 e _ a’g_,,,,)=

it

P2V g o® 3o®
a b ° a y J
=08 8 ¥ L hge 0 P 714
JxP ax? ox*® 0x*  gxP 9xt?

elde edilir. Bu, Christoffel sembollerinin doniigiim formiillerinden ibé-
rek olup acikca goriildiigii lizere sag yandaki terim o6zdeg olarak sifir
olmadikea I.p,. lerin ve dolayisiyla

rdab = gd" Fab,c

lerin tanstr olmadiklarina deldlet etmektedir. Christoffel sembollerinin
tanstr vasfini haiz olabilmeleri ig¢in, indislerin degeri ne olursa olsun,

1

ya ngO
-l
% (11.7.15)
ya da —Q-?ﬁi-— =0
oxPgx?

}

olmalidir, Bunlardan ilk ikisi, gercelr bir doniigiim gbz Oniine alind:-
ginda, anlamsizdir. Sonuncusu ise donilgiimiin lineer olmasi gerektigi-
ni gosterir:



Tansor Hesabt 99

xb=a?; ot b=1,2, - -, N) (11.7.16)

Bu gekildeki bir donigime afin doniisitm adi verilmektedir. Afin do-
niigiim katsayilar cetveli, elemanlar: sibitlerden olugmusg bir matrisle
gosterilmektedir. Katsayiarin sabitler olmasi bu matrisin uygun bir
diklik doniigiimit yardimiyla kosegenlegtirildiginde, elde edilen kdgegen
matrigin kigegen elemanlarinin da sibitler olmasum garantiler. Halbu-
ki son keyfiyet tklitsel metrigi karakterize eden niteliktir. Dolayisiy-
la Christoffel sembolleri ancak oOklitsel wzaylar icin tansér vasfing
haizdirler.

Christoffel sembollerinin

Fros=Tare | (IL.7.17)
g =g l

geklinde bakigim oOzelliklerini haiz olduklari, bunlarin tamm bagintilar:
yvardimiyla kolaylikla tesbit olunur.

(I1.8) ONEMLi DIFERANSIYEL OPERATORLER.
Adi vektor hesabinda @ gibi skaler bir fonksiyona

>g0 g > b
gradrb ela T+ gamz-{- 638 .{*-(dPtI))PP

seklinde tammlanan bir vektdr tekaabiil eitirilir. Buna gradyent vek-
torii adi verilir, Egrisel koordinatlarda gradyent vektoriiniin, bir ska-
ler lizerine uygulanan mutlak tiirev operatdriiniin 4d1 tiirev operato-
riilnden farkh olmamasi dolayisiyla N boyutlu bir uzayda

0@
Grad, O = Vp(b*-é-:;;:ap {(p=1,2,...,N)

seklinde tanmimlanacagl ve bunun kontravaryant bilesenlerinin de

vrd = gy, b= g g, @ (11.8.1)
oldugu asikardir.

Gene adi vektdr hesabinda bir vektoriin diverjeons: diye

04, 044
Do + ax’ =ord,

> Q4
div A=—2"1 +
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skaleri anlagilmaktadir. Egrigsel koordinatlarda ve N beyutlu uzay icin
diverjans

- — —_— —_—
Div A= v, Ar= 9,4+ A (11.8.2)

diye tanimlanacaktir.

Bunun daha acik bir ifddesini elde etmek amaciyla Christoffel
gsembollerinin bazi yararli ozeliklerini tesis etmek gerekir. Bunun igin
Rieci teoremini acikga yazalim:

ngpqzaq gpq__rrps grq—rrq-‘ Q'pr—='~0
Bu ifadeyi g® ile carpahm:

g™ 3 Gpa—g" Grq Tpe—g™ Gy [0n =0
g BsGpq—8:P Ty 8,3 I = P13y Gpq—TPpu—T, =0
Yéni
P05 pq = T'Pp, + T, =21,
bulunur. Fakat
gpo iun kofaktorti  kof (g,,)

o= Gl = Tl
seklinde tanimlanmgtir. Buna goére
B =0, (P2 P g o Ip)
= PP P @G 100, INput  FG1p02p, @)

= Z Z(asgqp)x(koﬂgm))
p 9

= Z Zg g®1 0sGpq = ZZgF"mr—"ZgF",,
P 4 r

bululunur. Su halde
I'rn:_..___ asg

olur. Diger taraftan ise
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3.Wg)= (Vg)

R T

oldugundan
1 1
Frrs =85 as —_— 35( ) == 33(1?% ) (II'803)
25 49=" Vg Vg

bulunur, Bu itibarla da (11.8.2)
- — —
Div A=g3,4°+ 17,4

3.{V g)A?

= 3,4 +

1
Vo
veya

71-_; 9, (Vg A=, A" +-\% g
olmas dolayisiyla
-

Div A= \,._ —— (A% ¢) (I1.8.4)

—

bulunur. Herhangi bir 7PP:--- PN tansdriiniin diverjans: da
Div Tplpl AL p\'l:, Vp\] Tplp;_ P qu'—-le

geklinde (W-—1)-inct mertebeden bir tanstr olarak tanimlanir.

TPP2----PN gibi N-ninei mertebeden kovaryant bir tanstr verildi-
ginde
1

— PPy, PN
m! squ....wn & VPT

PPy .. PN (11.8.5)

geklinde tammlanan (m-1)-1i vektore goz Oniine alinan tansoriin rotas-
yoneli adi verilir. Bu tapima binden eger goz oniine alinan tanstr ¢
gibi bir skaler ise bunun rotasyonelinin, (IL.6.3) it goz Oniinde tutarak

1 -
o prd Vp? =9, L =Grad ¢

ye miincer oldugu goriillmektedir,
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@ gibi skaler bir fonksiyonun laplasyeninin ifadesini de genel ko-
ordinatlara aktarabiliriz. Gergekten de (I1.8.4)ii g6z Oniinde tutarak

Lap ¢=Div Grad ¢ =v,(gr"9,?)=Vv, 3*rP
1 1
=== 3V g 3PP)=—2= 3(V g g?73,9) (11.8.6)
Vg Vg )
bulunur.

Ornek: Silindirik koordinatlar i¢in ® gibi bir skalerin grad-
yentinin ve ldpldsyeninin ve :; gibi bir vektorin de diverjansimin
actk ifdidelerini bulunuz,

x=peos?P, y=psin?®, 2=z

dx=-—p sin ¢ dP4cos P dp, dy=pcos? d?+sin?dp, d2=dz
ds?*=dx*+dyt+dz?=(—p sin @ dP-+cos ? dp)*+(p cos ¢ dP+sin @ dp)’ + d2?

=dp*+p? d9?--dz?

0
1 0 90 )
g={9m|=] 0 p* 0(=¢* g¢g=|0 % O
0 0 1 e
0

—
Bu takdirde grad ¢ nin bilesenleri (I11.8.1) ¢ binden

g gt 12 13 1 @y 0D A
(grad ®);=¢" 3,9+ g% 3:,0+4g 83(13-*-59—4- 0+0=—*a-5-'
—> 1 90 1 3od
= g2 2 B POt ot g=— 92
(grad @),= g @ + g* 3, @ + 9”2 9,2=0+ 7 30 +0 o 39
—> D i
(grad @);=¢* 3,0+ 9”30+ ¢* 3 ©=0+0 +‘““%z - "““’aaz

olur.

3
— 1 q 1 2 3
Qv A== Z _ff’_‘ég;iq_?L _ 1 {apr) 4 dodd B(pAy]__:

P
g=1 ap a® R

_ 9A! 24A? 943 Al
EE t o T o T o
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3
Lap P V2(]J _—_—: Z (\/é-g_ qu aQ )"_—.
g

9%
-1 12 3 1 P a_( 29\]_
=7 el ) v [+ 5) + 57 (%) -
_ @ 1 1 30 9*®
=T T, 8 T et T g

(IL9) PARALEL VEKTOR ALANLARI,

- -
A ve B gibi iki vektoriin skaler carpimimi gz online alalim,

> > > > > >
A-B=|A}-|B|-cos(4,B)

> —> — — > — —> >
Are, - Ble, =\X[AP€,,] [4%,] - \/[B“eq] [Bre,] - cos (4, B)

> >
IpeAPBI=\/g, APA" - Vg, B?B" - cos (4, B)
o APBY
Vo AP ATV gy BP BY

~> >
cos{4d,B)= (11.9.1)

bulunur,

Simdi s; =5=s,; olmak iizere
x4 =x%s) (9g=1,2,----,N)

ile parametrik olarak belirlenen bir G uzay egrist ve bir de G boyun-
ca sibit kalan fakat tekil olmayan bir 4° (p=1,2,.-.--,N) vektorii
gtz Oniline alalim,

AP vektiriiniin G boyunca sdbit kalmasi 4, nin G yi karakterize
eden s parametresine gire kontravaryant tiirevinin sifir olmasi demek-
tir:

—-—-dj + Tegam 22

=(, (11.9.2)

Diger taraftan G nin teget vektoriiniin bilegenlerinin de

dat
ds
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ile verildigi bilinmektedir. Bu takdirde A, vextdrii ile G nin teget vek-
torii olan dx''ds nin skaler c¢arpimi bir skaler oldugundaun, bunun s
ye gore mutlak tlirevi sifir olacaktir. Riecci teoremini ve Ar vektdrii-
niin s&bit bir vektdr olmak dolayisiyla gerceklemekte oldugu (IL.9.2)
bagintilarinl goz Oniinde bulunduracak olursak

dxt \ da" v dxd
0= V(S}(quAP B ds } = (V(s)gP‘I)AP _ES—'"' Gpa (st)Ap) ds +
/ dxd d2xt de™ dx°
+Q’quka(s) —d"g"") = gqu"[-*&E—{" -+ rqmn ds —a“s“*] ([1.9.3]

bulunur, Bu takdirde G egrisinin

dext doe™  dxe
" q
dst T U s ds

=0, (¢g=1,2,----,N)  (IL9.4)

bagintilarinl gergekleyen bir egri olmasi ldzim geldigi goriilmektedir,
(I1.9.4) bagwntilarini gercekleyen her G egrisine, goz éniine alman N
boyutlu uzayin bir geodezik egrisi ady verilir. Varyasyonlar hesah
boliimiinde gdrecegimiz vechile egrisel uzaylardaki (Riemann uzayla-
rinda =Riemannsal uzaylarda) geodezik egrileri, yayvan uzaylarda
(Buklides uzaylarinda=¢klitsel uzaylarda) dogrularin madlik olduklan
ozelliklere sahip efriler olarak karsimiza cikmaktadir. Ozellikle, egri-
sel bir uzayin herhangi iki nokta arasindaki en kisa yolun bu nokta-
lardan gegen geodezik egrisinin bu noktalar arasindaki parcasi oldu-
gunu gosterecegiz. Bu itibarla geodezik egrileri dogrularnn egrisel
uzaylara genellegtirilmig halleridirler.

(11.9.3) bagintis: (I1.9,1) gz Oniinde tutuldugu takdirde A% vekto-
rii ile G nin teget vektdril arasindaki aginin 8 parametresine gore tii-
revinin de sifir oldugunu yani bu acimin AP nin G boyunca kaymasi
esnisinda sabit kaldigini gostermektedir.

Tersine olarak, bir geodezik egrisiyle sabit bir ag¢r tegkil eden
Ar=AP(s) vektoriiniin de zorunlu olarak sibit bir vektér oldugu ispat-
lanir. Nasil ki yayvan bir uzayda bir dojru boyunce kaydinilan sibit
bir vektdriin bu dogru ile yaptigr a¢1 sibit kaldifinda gtz Oniine ali-
nan vektdriin kendi kendine paralel bir kayma yani bir oteleme ha-
reketi yaptigt sdyleniyorsa egrisel bir uzayda da, dogrularin daha ge-
nel bir hali olan bir geodezik cgrisi boyunca sibit bir vektdriin bu
geodezik egrisi ile yapt1g1 ag1 sibit kalmakta ve dolayisiyla bu keyfi-



Tanstr Hesabi 105

yet de egrisel uzaylardaki sibit vektorlerin Gteleme hareketlerini ka-
rakterize etmektedir,

(11.10) EGRILIK TANSORU

Kovaryant bir A4, vektdriinit ' ye gore mutlak tiirevinin

_3_%11___1«&“ 4, (1L.10.1)

oldugunu gormiigtiik. Simdi (IL10.1) in x* ye gore mutlak tiirevini ala-
Iim 2

Apg=

~. 9454

AT

A

o o =
=%y Aa;g""r qr Ap;on—'

~_ 9 (94, 4%
“amr ( 3.‘1?:‘ "'rmpq Aa)""’rapr ( é‘saq‘_rﬁa.q Aﬂ )""

pe (e _ 1y
r qr( ax(}‘.’. I PO AT)

bulunur. Diger taraftan

94y _a

Ay o= Toxe pq Ao —I'% AP;OC
_ 0 (a4, . 94
‘“*ézéﬁ" (—a_ig* —1 ocpr Am) "'"rapq (*_am;x —r# wr AB

T8 04y '
r ,q( = —I7 AT)

Bu 1ki ifadeyi biribirlerinden gikariirsak

. ar« %,
Apq—Ap =1, rb oy Ag “mézc_gi Ay —T% FBar AB +—w§mqp Ao
0% pe ar% .,
= ax: - aw’pl + % Igq — I, I, SA“
aat1 ) aa 8. rf .
2* ol
=R dg= + Ao
rapq I‘apr Fa Bl‘ I"«OCBO

bulunur. (11.10.2)
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(11.10.2) yardimiyla belirlenen R%,, tansérii dordiincii mertebe-
den bir tansor olup «Riemann-Christoffel tansirii» veyd egrilik tan-
sorii» adim tagimaktadir. Genel olarak

RB%pq £0

dir. Bu itibaria mutlak tiirev alirken tiirevin alimg sirasi onemli olur.

Tiirevin alimg sirasinin Snemli olmamasi igin R%*,,,=0 olmas1 gerekti-
gi asikdrdir, Diger taraftan egrilik tanstrii sidece Christoffel sembol-
lerine ve bunlarin birinci tiirevlerine yéni g¢,, lerin birinei ve ikinei
tiirevlerine baghdir. Eger g¢,, ler sibitlerden ibaretse ya da siirekli
bir koordinat doéntgimit yardimiyla sibitlere doniigtiiriilebiliyorlarsa
yvani, bagka bir deyimle, gz Oniine alinan uzay Oklitsel bir uzay ise

R%,. =0 (I1.10.3)

olur. Riemann-Cristoffel tansoriiniin 6zdeg olarak sifir olmasi1 bunun
ait oldugu uzayin Oklitsel (yayvan) olmasina, yini metrigin elemanla-
rinin sibitlerinden miitesekkil olmasina ; ve bunun sifirdan farkl olma-
s1 da metrigin elemanlarinin sibitlere doniigtiiriilememesine, yiani bu-
nun ait oldugu uzayin Riemannsal (edri) bir uzay olmasina deldlet et-
mektedir. Bu durum R%,, ye nigin egrilik tanstrii ad: verildigini de
aydinlatmaktadir. Su halde (IL.10.3) bagntuart bir uzaymm yayvan (6k-
litsel) olmasin1 karakterize ederier,
Simdi
Riper=0pe R

pqr

ile tammlanan tansérii gdzoniine alalim. Bu tanstriin determinant gek-
linde

J d rf Pq rf pr
2 X"
Rkpql = 9 I -+
! FPq‘k rl’r.k rk‘?:ﬂ Fk";ﬂ

ya da daha acik olarak

B = _1_ 3’ Gr + 8'9pq _ _3_2919 o *Gor
kpar = "5 TP axkox* dxrox® dxkgxd
+g*[r pa,8 kr.e—Tpr,8T'ka,a] (11.10.4)

geklinde yazilabilecegi kolaylikla gerceklenebilir.
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(II.10.4) bagintisina dayanarak

Rokqr == ——Ripqr (a)
Riprg=—Ruypqr (b)
Rap=Ripqr {c)
Rypqr + Riqpr + Birpg =0 (d)

bagmtilart ispatlanir. Bunlardan (a) ve (b) ozdeslikleri Ry, tansori-
niin itk iki ve son iki indislerine gore carpik-bakisiml oldugunu ve
(c) ozdegligi de aym tansoriin ilk iki ve son iki indis gruplarina gore
bakigimli oldugunu gdstermektedir. Buradan, Ry, nin biribirlerinden
ve sifirdan farkli elemanlarinin ii¢ tiirlii oldugu neticesi gikar.

1. Ry, seklinde farklhi iki indisi haiz elemanlar ki sayilar
ny=nn—1)/2 dir.

2. Rypg seklinde farkh iig indisi haiz elemanlar ki sayilar
n,=nn—1) (n—2)/2 dir.

3. Ripq seklinde dort indisi de farklt olan elemanlar ki bunla-
rin sayilart da ny=n(n—1) (n—2) (n—3)/12 dir.

Su hilde Ry, tansoriiniin sifirdan ve biribirierinden farkl: ele-
manlarmin sayisi N=n,+tn,+n; diir.

(11.11) TANSORLERIN BAZI FI1ZIKSEL UYGULAMALARI

Tansoérlerin fizikteki uygulamalar pek¢oktur. Biz burada ancak
birka¢ Ornek vermekle yetinecegiz.

() MADDESEL NOKTANIN MEKANIG!

Maddesel bir noktanin, ya da noktalar sisteminin egrisel koordi-
natlarda incelenmesi i¢in en uygun ara¢ tansdr hesabidir. Tansorel tii-
revin mutlak bir niteligi haiz olmas1 ve Ozellikle dik kartezyen koordi-
nat sisteminde adi tiireve indirgenmesi egrisel koordinatlar bahis ko-
nusu oldugunda daima mutlak tiirev kullanmay1 zorunlu kilar.

Dik bir kartezyen koordinat sisteminden egrisel bir koordinat
sisteminde gecildiginde yeni bir sistemin birim vektorieri bu sistem-



108 Fizikte Matematik Metotlar

deki koordinat egrilerinin tegetleri olurlar, Boyle bir koordinat siste-
minde maddesel bir noktanin mekanigini incelemek igin xP = dxr/di = vP

olmak iizere maddesel noktanin K:é— mv? kinetik enerjisinin

m . -
K="‘2“ Jpq XP2T

seklinde yazilacagina dikkat edelim. Bu takdirde g,, temel metrik tan-
soriiniin bakisimh olmast dolayisiyla

e mq.!... P

dxP dxP :%g"“ ('m"+8pq ")

K _ m (aa: 3&:“)
JuxP ) P

= )= Mg

ve bu ifaddenin { ye gore tiirevi de

@_( 9K )z n ( o it 4 098 50 a;q) (IL11a.1)
dt \ Jur ax’

olur. Diger taraftan

K m dYpq

EE—FT — 3 oh xP w‘l (II.lla.2)

oldugundan (II.11a.1) den (IL.11a.2) yi cikartarak hareketin Lagrange
denklemleri olarak

..g'_( aK )—-— -.QE = M [gpq ('x;q»-|- "]:‘" (agpq + G- - aq‘gr) Li;q wr]
dt \ gar )  dwr 2 \dxr  QwP  Qar

=M [y 1+ Tge,p 2927]
= Mg (° + [ £92) (I1.11a.3)

bulunur. Buna gore (IL.11a.3) denklemlerinin sag yani kuvveti gostere-
cektir., Su halde
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Fo=my, (@ 4+ T 2% ) = mg,, ° =ma, (IL.1ia.4)

yazilabilecektir, Bu tiirlii tamimlanan ¢, nin ise maddesel noktanin eg-
risel koordinatlardaki ivmesinin kovaryant bilegenleri oldugu goriilmek-
tedir. Demek ki egrisel koordinatlarda ivmenin kontravaryant bile-
genleri de

aP =P+ TP 29 27 (I1,11a.5)
('p:]-,zm e :N)
bagmmtilariyla verileceklerdir.

Eger bir cismin iizerine hi¢ bir kuvvet etki yapmiyorsa cismin
ivmesi sifir olur.

ar=0. _ (I1.112.6)

Bu, eylemsizlik kanununun ifadesidir. Buna gore, cisim Oklitsel bir
uzayda ise ya siiklinettedir, ya da diizgiin dogrusal bir hareket icri
eder, Eger cisim Riemannsal bir ‘uzaya bagh ise (1I.11a.6) bagintis:
gene eylemsizlik kanununun matematik ifddesini vermege devam eder,
ancak su farkla ki, (IL.9.4)}&1 de gbz Oniinde tutarak, (II.11a.5) den

dxe dx?  dxt
—r + Iy, 5F g =0 (I1.11a.7)

opr s

olmasl dolayisiyla ya sitkfinette bulunacagl, ya da bagl oldugu Rie-
mannsal uzayin bir geodezik egrisi boyunca hareket edecegi goriiliir,
Su hilde genel olarak eylemsizlik kanununu:

«I¢inde bulundugu uwzayda, #zerine herhangi bir kuvvet etki
yapmayen bir cisim ya sikianette kohwr, ya da bir geodezik egrisi
boyunce harekct eder> tarzinda ifdde etmemiz 1azimdir.

Riemannsal bir uzayda, eylemsizlik kanununa gore hareketi (I1.112.7)
ile belirlenmig bir maddesel noktanin bu hareketini ¢klitsel bir uzaya
nisbetle yorumlarsak d@*x?/di*> nin 6klitsel bir uzaya nazaran maddesel
noktanin haiz oldufu ivmenin bilesenleri olmasindan dolayi (1,11a.7)
den

d2xp ded dx*
212 ““Fp“”“ﬁ—t— ¥R (11.114.8)



110 Fizikte Matematik Metotlar

bulunur. Bu ise, bir Riemann uzayinda eylemsizlik kanununa uyarak
hareket eden maddesel bir noktanin, Sklitsel bir uzaya nisbet edildi-
ginde tipki bir kuvvet alamimin etkisi altinda hareket ediyormus gibi
goriindiigiine isdret etmektedir.

Eger gtz oniine alinan maddesel nokta korunumlu (= konservatif)
bir sistemde hareket ediyorsa, V ile sidece x* koordinatlarina bagh
olan skaler potansiyeli gostererek,

1'%
axr

Fo=—

olacagindan (I1.11a.3) denklemleri

g_( oK )__ﬂa(K—V)=0
dt | axr axp
ve Lagrange fonksiyonu olarak
P=K—V

vazederek

a (oL ) 8L _, (I1.11.9)

dt \ dx» dx®

(p:]_, 2_’ cae s ,N)

bulunur,

(b) SURERKL! ORTAMLAR MERANIGINDEK! ESAS TANSOR-
LER.

Siirekli bir ortamda Szkil: I1.2 deki gibi, biribirlerine dik olan
yiizleri koordinat eksenlerine paralel olan dort-yiizlii geklinde eleman-
ter bir hacim goz Oniine alalim. Bu hacimin d8,=40C, dS,=COB ve

dS;=BO0OA dik yiizleri iizerine ylizey birimi bagina etki yapan kuvvet-
> > >
ler T\, Ty, Ty ve dS=ABC yiizii lizerine ylizey birimi bagina etki e-

—
den de T olsun. Bunlarin hepsi hacimdan digariya dogru ydnelmiglerse
bunlara gerilim kuvvetleri, hepsi birden igeriye dogru yonelmislerse
bunlara basimmg kuvvetleri adi verilir, Bu hactmin denge gartlarindan
biri

- - — —
T dS=T,dS,+T,d8+T;dS, (I.11b.1)

egitligiyle ifdde olunur. Eger
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PR

> > -> >
n=nle;+n’e,+n’e,

ile dS=ABC ylizeyinin birim normal vektdriinii gosterirsek ABC ain
koordinat diizlemleri iizerine izdiigitmlerinin

dSy=n'd8, dS,=n?dS, dS,=n3dS

ile belirienecegi agikdrdir., Buna gore (II,11b.1)

S - - >
T=n' T;z'ﬂl T]“*‘”s T2+'n3 Tg (II.llb.Z)

yazilir,

Diger taraftan

ise (II.11b.2) kisaca
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Tp=Tpq NP (I1.11b.3)

seklinde yazilir. Buradaki T, niin ikinci mertebeden bir tansor oldugu
agikardwr. Buna gerilim ya da basing tansdri adi verilir. Gerilim tan-
sOriiniin bakisimh yini ancak 6 tine bagimsiz bilegeni haiz bir tansor
oldugu gosterilir.

Simdi, siirekli yapiy1 haiz bir cismin icindeki biribirlerine sonsuz
yakin x* ve a?+dar noktalarl arasindaki uzakligin karesinin

ds?=8pq dx? dat

olduguna isiret ettikten sonra, cismin bir deformasyona tibi tutuldu-
gunu ve xP noktasinin, bu sebeple, x?+u* noktasina, xP+dx® nin de
a® 4+ dx? 4+ uP + duP noktasina kaymalar: dolayisiyla ds? nin de

d82:=5pq(dx? + dur) (da?+ du)
= 8pq dx? dxt+ Spq dac? dud+ 8py du? da+ 5pq dur du?

oldugunu varsayalim. Bu deformasyon

wP=uP(x!, 22, x9)
(p=1,2.3)

gibi koordinatlarin siirekli bir takim fonksiyonlariyla belirlenmis ise

dur= -Q?ﬁ;-_ dx*
ox

yazilabileceginden
. ¥ & P P
dS?—ds?= aus + gu + gu au,. da*dx’=0c,, dx*dx® (i1.11b.4)
ax o’ axr’ ox

bulunur. Bu ifdide cismin tidbi oldugu deformasyon i¢cin bir §lcii méahi-
yetindedir. Eger ikinci mertebeden terimleri ihmil ederek sidece kii-
clik deformasyonlar g6z Oniine alinirsa

= O

o=

(r Gzerinden toplam yok)
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_1 [ ouw du®
T=3 [aw' + Ba:"]

ile tanimlanan bakigimh tansire «deformasyon tansdrii> adi verilir. Su
hilde bu tansdr de genel olarak bagimsiz 6 bilegene méiliktir, Bu tan-
goriin esas kogegen terimlerinin p eksenine paralel deformasyoniari,
yini eger o.>0 ise geniglemeleri, aksi hdlde biiziilmeleri temsil ettik-
leri ve diger o, terimlerinin de kenarlam sirasiyla » ve s eksenlerine
paralel olan bir acinin tibi oldugu degigimin iki mislini temsil ettik-
leri gosterilebilir.

Gerek o,, deformasyon tansorii ve gerekse «.. gerilim tansori
ikinci mertebeden bakisiml tansbrler olmak hasebiyle bakigimli matris-
ler yardimiyla temsil edilebilirler ve bunlara da, eksenler olarak bu
matrislerin dzvektoérierine tekaabiil eden Gzdogrultular secildiginde ko-
gegensel bir gekil verilebildigi mélamdur. Bakigimh matrislerin kdgegen-
legtirilmesini miimkiin kilan dontigiimlerin ise uzunluklart invaryant
birakan dik doniigimler olduklarini gérmiigtiik. Bu dontigiim yapilacak
olursa, meseld, ¢,, deformasyon tansorii

)%, 0 © ‘
0 g 0 |
| 0 0 Gag I

gekline girer.

Cismin iginde deformasyondan 6nce p yarigcapint haiz kiiresel bir
hacim elemamnin deformasyondan sonra, eksenlerinin uzunluklar:

p(1+o4), p(1-+0y), p(1+0g9)

olan bir elipsoide donustiigii gosterilebilir,

Eger bir cismin sicakhkla geniglemesi goz Oniine alimrsa O ori-
jininde bulunan ve eksenler iizerindeki izdiigiimleri de !, olan bir vek-
tor izdiigiimleri Al, olan bir geniglemeye tdbi olacaktir. Cismin belir-
H bir T sicakligindan T--AT sicakligina tagsinmug oldugu farzedilirse,
A,, genigleme tansoriinii gostermek iizere

Al,=AT A, 00

olur, A,, simetrik oldugundan kdgegenlestirilebilir:
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Ay, 00 |
0 4y O
0 0 A

ve meseli p yaricapmi haiz kiiresel bir hacim elemam, sicaklhign AT
kadar arttirildiktan sonra, eksenleri sirasiyla

o1+ A AT,  o(l+ 4y AT,  p(l+Ag) AT

olan bir elipsoide doniigiir.

Bu bahsi kapamadan once tek boyutlu hal i¢in gerilim ile defor-
masyon arasinda

T=mg

geklinde Hook kanununun céri oldugunu hafirlatalim. m orant: katsayi-
sina. eldstiklik modili adi verilmektedir. Ister izotrop olsun, ister ol-
masin lichoyutiu hél icin Hook bagimtisinin genellegtirilmig hali

— gy r8
qu—m pqdrs

seklindeki bir tansorel bagintidir, Dé&rdiincii mertebeden bu m™,, tan-
soriine eldstiklik modilleri tansdrii adr verilir, 7,4 ve ¢,, tanstrleri-
uin bakigimh olmalar dolawvisiyle m™,, tansOriiniin de r ve s ye ve ke-
zA p ve q ye gOre bakigimli olacag: Agikdrdir. Bu ise bu tansorliin ba-
g1ms1z bilesen sayisini 81 den 36 ya diigtirlir. Diger taraftan dik koor-
dinatlarda kovaryant ve kontravaryant bilegenler arasinda fark goze-
tilmiyeceginden yani

m"mz mpe.,

olmast hasebiyle eldstiklik tansdriiniin bagimsiz ancak 21 bilegeni hiiz
oldugu anlagihr.

(¢) GENEL ROLATIVITEDEK! UZAY-ZAMAN METRIGININ
RIEMANNSAL Y APISI.

Ozel Rolativite Teorisi 19181, deneylerle de acikg¢a ortaya konmus
oldugu gibi, boglukta sdbit bir ¢ hiziyla ve egybnlii (=izotrop) bir ge-
kilde yayilmasi esisindan hareket ederek

ds?=dyg*+dy*+dz+ 4 ¢ dt? (IL.11e.3)
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ifddesinin, bir eylemsizlik sisteminden bir bagka eylemsizlik sistemine
gecigi saglayan biitiin afin doniigiimler icin invaryant oldugu netieesine
varir. Eylemsizlik sistemleri biribirlerine nazaran diizgiin dogrusal izé-
fi hareketlerde bulunan sistemlerdir. Bu sartlar altinda iki eylemsizlik
sistemi arasindaki baglantiy:r saglayan afin doniistimiin

=TV oy, ¥=2, t=——C (Lile.2)

Y ? )
\/1"“ Cd \/1“ rd

geklindeki Lorentz doniigiim formiilleriyle belirlenecegi goésterilir. v her
iki eylemsizlik sisteminin biribirlerine nazaran iziff hizlarimi goster-
mektedir. Ozel Rolativite Teorisinin, sidece, biribirlerine nazaran diiz-
glin dogrusal hareket yapan referans sistemleri ile meggiil olmasi ve
fizik kanunlarimn bu gibi sistemler arasindaki koordinat déniigtimlerinde
geklen invaryant kalmalarimi gart kogan bir programi olmasi, ivmeli
hareketleri ve, ozellikle, ancak ivmeli hereketlere sebep olan gravitas-
yon olaylarint teorinin gercevesi diginda birakmaktadir.

Ivmeli hareketleri de gtz Onilinde bulundurarak fizik kununlarinin
herhangi bir hareket tarzi icin dahi seklen invaryant kalmalarini sag-
lamak igin bir referans sisteminden bir digerine gegisi saglayan donii-
giim formilllerinin artik (I11.11¢.2) lineer formiilleri yerine cok daha
genel siirekli bir takim fonksiyonlarla temin edilecegi ve teorinin de
fizik kanunlannin herhangi bir harekete goére geklen invaryant kalma-
larimi saglayacak gekilde genellegtirilmesi 18zim geldigi goriilmektedir,

Bu gartlar altinda genellegtirilmig olan Rolitivite Teorisinden
uzay - zamanin yapisini tegkil eden ds? genel olarak

ds?=gpof!, 2?03, 0Y) dap dxe, xi=ict (I1,11c.3)

seklinde olacaktir, Burada, gravitasyonun varhig: sart1 altinda (IL.11c.3)
metrigi ile gravitasyon meveild olmadigt zaman gecerli (1L.11c.1) gek-
lindeki yayvan metrik arasindaki bagintiy: ortaya koymak istiyoruz,
Bu itibarla 6nce Onemli bir Ozellige, eylemgizlik kiitlesinin agir kiitle
ile orantill olmast keyfiyetine temas etmeliyiz, Bu keyfiyet 10~ lik
bir izdfi hata ile denel olarak gergeklenmis bulunmaktadir. Bir cismin
eylemsizlik kiitlesinin onun harekete kargl direncinin bir Slgiisii oldu-
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gu ve agr kiitlesinin de, bir gravitasyon alammin cismin lzerindeki
etkisi oldugu maliimdur, Bu iki ayn biiytikligiin biribirleriyle orantih
(ve hatti birimlerin uygun se¢ilmesiyle biribirlerine egit) olmalar1 6n-
ceden kestirilebilen bir keyfiyvet degildir ve denel olarak yiiksek bir
hassasiyetle gerceklenmis olan bu Ozelligin igyliziinii de ancak Genel
Rolativite Teorisi aydinlatmigtir,

Tizik bize bir cisme, kiitlesine baglt olmayan bir ivme verebilen
yegane kuvvetlerin eylemsizlik kuvvetleriyle gravitasyon kuvvetleri ol-
dugunu gostermektedir. Efer eylemsizlik kiitles1 sgir kiitle ile oran-
tih (va da birimleri uygun secerek ona egit) olmasgaydi, eylemsizlik
kittlesiyle agir kiitlesini bildigimizde, hereket eden bir cismin iizeri-
ne etki yapan kuvvetin bir eylemsizlik kuvveti mi, yoksa bir gravitas-
yon kuvveti mi oldugunu, ya da bagka bir deyigle, cismin bir eylemsiz-
lik alaninda mi yoksa bir gravitasyon alaminda mi oldugunu deney
yaparak derhil anliyabilirdik. Ancak, birimler uygun secildiginde ey-
lemsizlik kiitlesinin agr kiitleye egit olmasi keyfiyeti dolayisiyla bir ey-
lemsizlik alaninda da, homogen bir gravitasyon alaninda da ecisim aym
ivmeye sahip olacaktir. Bu ititarla megeld uzayda her cisimden uzak bir
yerde, icinde, digaridan hi¢ bir informasyon almayan bir fizikgi bulunan

b

19

Sek - II. 3a Sek : II. 3b
-> -
bir asansdr alsak ve bu da, Sekil: II.3a daki gibi, U dogrultusunda ¢
ivmeli bir hareket yspiyor olsa, fizik¢inin elinden biraktig: bir cisim
_+
tipk: homogen bir gravitasyon alamnda serbest diigiigse terkedilmig gibi 4
—_

dogrultusunda g ivmesiyle tabana dogrv diigecektir. Eger asanstr ho-
mogen bir gravitasyon alaninda siikfinette ise fizike¢i, gene, elinden bi-

-5 >
raktigt bir cismin 4 dogrultusunda ¢ ivmesiyle dilgtiiglinii miigihede
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edecektir. Eylemsizlik kiitlesinin agir kiltleye egit olmast dolayisiyia
her iki halde de fizik¢i bir eylemsizlik alaminda m1 yoksa homogen
bir gravitasyon alaninda mi bulundugunu herhangi bir deneyle kesin
olarak tesbit edemiyecekiir. Ote yandan homogen gravitasyon alanin-
daki asanstr eger serbest diigiige terkedilirse bu esndda fizikginin
elinden birakaecag bir cisim de asanséirle birlikte diigeceginden ser-
best diigliglin devam siiresince bu cisim asansdriin tabanmna varammya-
caktir., Ayni hal kdinattaki biitiin cisimlerin gravitasyon etkilerinden
uzak bir yerde siikfinette bulunan bir asanstr igindeki bir fizikei icin
de variddir. Bunun, elinden herhangi bir ilk hiz vermeden birakacagl
bir cisim de ne bir gravitasyon alamt mevelid oldugundan ve ne de
asansbr yukan dogru diizgiin ivmeli blr hareket yaptigindan, asanso-
riin tabamna diigmeyecektir. Bunlar gistermektedirler ki homogen bir
gravitasyon alanim uygun bir koordinat diniigiimiiyle yok etmek kaa-
bildir. Aneak gravitasyon alanlarimin var olmamasi hilinde uzay zama-
nin yapisin tegkil eden metrigin (11.10c.1) metrigi oldugu, ydni homo
gen bir gravitasyon alanina tekaabiil eden

ds?= g (o', 2%, 25,5 dop das

gibi bir metrigin uygun bir koordinat doniigiimiiyle (II.10c.1) yayvan
metrigine doniigtiigii anlagitmaktadir,

Sek. I1.4a Sek. IL4b

Eger giz dniine almig oldugumuz asansér homogen olmayan bir
gravitasyon alaninda ise, bOyle bir alanda kuvvet cizgileri yakinsek
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bir gidigi haiz olduklarindan (Bk. Sekil: II.4a), digaridan informasyon
almasa dahi asanstrdeki fizikei, hassas deneylerle, aym anda biraka-
cagl cisimlerin (homogen gravitasyon alamndaki gibi paraleller boyun-
ca degil fakat) yakinsak dogrular boyunca yakinsak olarak asanso-
riin duvarlarindan birine diigtiiklerini miigihede edebilecek ve bundan
da homogen olmayan bir gravitasyon alanimma bulundugunu, yani ho-
mogen olmayan bir gravitasyon alamina sebebiyet veren bir gdk cismi
civarinda oldugunu anlayacaktir.

Diger taraftan b&yle bir gék cisminin dogurdugu biitiin gravitas-
yvon alamni, homogen gravitasyon alanlari icin oldugu gibi, yok ede-
cek bir doniigiim bulunmadig da asikdrdir. Ancak bu gibi gk cisim-
lerinin civarinda cok kiiclik bir uzay bolgesindeki gravitasyon alaminin
kuvvet cizgileri kuvvetli bir sekilde yakinsak olmadiklarindan, sidece
bu kiigilk uzay bélgesinde yukardaki gibi bir koordinat doniigiimiiyle
asansdrii serbest diiglis hiline indirgemek yAni mevzi olarak gra-
vitasyon alanint yok etmek miimkiin olabilecektir.

Homogen olmayan gercek gravitasyon alanlarimin tiim olarak yok
edilememeleri keyfiyeti, bunlara tekaabiil eden ({l.11c.3) metrigini, Ozel
Roélativitenin (IL11c.1) metrigine doniigtiirecek hicbir doniisiim olmad:-
gim gostermektedir ki bunun da ¢,, metriginin Riemannsal olmasi
icin gerek ve yeter gart oldugunu bilmekteyiz (Bk. Bolim : IL.4), Boy-
lelikle gercek gravitasyon alanlarimn ve dolayisiyla bunlart doguran
maddenin mevefidiyetinin uzay-zaman konfigiirasyonunun yapisini bozup
Riemannsal kildigim goérmiig olmaktayiz. Iste bu sebepledir ki madde
ihtivi etmeyen bir uzay-zamamn geometrik yapistnin yayvan (oklitsel)
olmasina kargilik madde ihtivi eden bir uzay-zamanin geometrik yap:-
si egrisel olmaktadir.,

PROBLEMLER

Problem: 1. Birinci mertebeden kovaryant bir tansoriin dik bir kar-
tezyen sistemdeki bilegenleri sirasiyla xy, 2y—=z? ve xz
olduguna gore aynm tansoriin kiiresel koordinatlardaki
bilegenlerini tesbit ediniz.

Problem: 2, 4, birinci mertebeden kovaryant bir tansor olsa dahi
d4,/92% nun bir tansdr olmadi§im1 gosteriniz.

Problem: 3. Maddi bir noktanin hizinin birinci merteheden kontra-
varyant bir tansor oldugunu gdsteriniz.
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Problem: 4,

Problem: 5.

Problem: 6.

Problem: 7.

Problem : 8.

Problem: 9,

Problem: 10.

Problem: 11.

Bir tansdr icin bakigimlt ya da c¢arpik-bakigiml olma
ozelliginin tansoriin ifide olundugu koordinat sistemine
bagh olmadigimi gisteriniz.

Her tansériin aynt cins herhangi iki indise nisbetle ba-
kigimhi olan aym mertebeden bir tansorle, ¢arpik-ba-
kigimh olan aym mertebeden bir tansdriin toplami gek-
linde yazlabilecegini gosteriniz.

Herhangi bir mertebeden tansoriin indislerini indirmek
veyé ylikseltmenin metrik tanstrle yapildiginr gosteriniz,

O =q,,AP4" ise, by, ile bakigimh uygun bir tansdri gos-
termek iizere daima ®=D>b, 4749 yazilabilecegini gos-
teriniz.

Eger a,, carpik-bakigimli bir tansdr ise
D=, ArAI=0
oldugunu gosteriniz,

x ve y dik kartezyen diizlem koordinatlarl gostermek
iizere

x=a cosh 9 cos ¢
y=a sinh ¢ sin ¢

seklinde bir koordinat doniigiimiinde: a) yeni koordinat

. . —> > v g e T
sisteminin kovaryant e, ve ey taban vektorlerini 4

-

j dik kartezyen taban vektorleri cinginden iffde ediniz,
ve b) bu koordinat sistemindeki metrik tansdriin bilegen-
lerini agikga yaziniz.

Jpq Dun ve get nun silindirik kiiresel koordinat sistem-
lerindeki bilegenlerini tesbit ediniz ve |g,;| yu hesapla-
yliniz,

Ug¢ boyutlu bir koordinat sisteminde koordinat egrileri
arasindaki oy, 03, oy acllarinin
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COB (=

Problem: 12,

Problein: 13,

Problem: 14,

Problem: 15.

Problem: 16.

Problem : 17,

Problem: 18.

Problem: 19.

g1 . gas . gs1
=2} Q08 gy === €08 O =
\/9‘11 G V 92 93 \r’gsa gu

ile verildiklerini gosteriniz ve koordinat egrileri boyunca
teget birim vektdrlerini hesaplayimsz,

Dik bir koordinat sisteminde metrik bir tansériin gy,
gx, Ve ¢y bilegenlerinin sifir oldugunu gisteriniz.

p=kq igin g,,=0 olan uzaylar i¢in birinci ve ikinci cins
Christoffel sembollerini hesaplayiniz.

Dik kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinatlar igin
birinci ve ikinci cins Christoffel sembollerini hesapla-
yinlz.

Dik kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinatlar igin
gradyentin, diverjansin, rotasyonelin ve liplasyenin iffi-
delerini tesis ediniz.

9% A olduguna gore 94° :fadesini tegkil et-
dad dx

tikten sonra Christoffel sembollerinin doniigiim kural-

larindan yararlanarak v,A* mutlak tiirevinin tansorel
vasfi haiz oldugunu gosteriniz,

A-Pz:

Christoffel sembollerinin bakigim (simetri) &zelliklerini
inceleyiniz.

Ar vektiriintin diverjansim silindirik ve kiiresel koor-
dinatlarda, bunun fiziksel bilegenleri cinsinden hesap-
layimaz.

Maddesel bir noktanmin hiz ve ivme vektorlerinin fizik-
sel bilegenlerini silindirik ve kiiresel koordinat sistemle-
rinde yaziniz,

a) x:—é—(u’-—vz), Yy=uv, 2=z

ile belirlenen parabolik silindirik koordinat sistemi igin

b) x=uvcos®, y=uvsin®, z=% (u’—o?)
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Problem: 20.

Problem : 21.

Problem: 22,

ile belirlenen paraboloit koordinat sistemi igin
¢) x=acoshucosv, y=asinhusinv, z=z

ile belirlenen eliptik silindirik koordinat sistemi igin

d} ax=a sinh&sinycos®
y=a sinh £ sin 1 sin @

z=¢a cosh & cosn
ile belirlenen koordinat sistemi igin

e) x=a cosh £ cos ncos @
y=a cosh & cos 1 sin ¢
=@ sinh £ sin q
ile belirlenen koordinat sistemi i¢in metrik tanstrit ve

Christoffel sembollerini ve laplisyenin ifiddesini hesap-
layimz.

Silindirik ve kiiresel koordinatlar icin geodezikleri té-
yin ediniz.

Bir geodezik egrisi boyunca egriyle olan agisi sbit ka-
lan bir vektdriin zorunlu olarak sibit bir vektdr olmasi
gerektigini gbsteriniz.

34,
5t

2 gra,d)=2gm4,

oldugunu gdsteriniz.
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. Boliim

TEK KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLAR

(IIL..) GENEL TARIFLER

Bu bjllimde kompleks sayilarin, bunlara ait cebirsel iglemlerin
ve bunlarin kompleks diizlemdeki gdsteriliglerinin bilindigini varsaya-
caglz.

\/-——1 =i ve ¢=x+4y olmak iizere z nin fonksiyonu olan w=f(z)
gibi bir ifadeye tek kompleks degiskenli fonksiyon adinl verecegiz.
Eger 2 nin her degerine w nin tek bir degeri tekaabiil ederse w tek -
degerli, aksi hialde c¢ok - dederli bir fonksiyon olur. Cok-degerli bir
fonksiyon tek degerli bir takim fonksiyonlarin bir toplulugu olarak
telakki olunabilir ve bGyle bir toplulugun her bir elemanina cok - de-
gerli fonksiyonun bir kolu veyd dali ad: verilir. Fonksiyonun c¢ok - de-
gerli oldugu nokta da dellanma noktas: diye isimlendirilir. Fonksiyo-
nun kollarindan birisi segilerek buna esas kol ve fonksiyonun buna
tekaabiil eden degerine de esas dederi denir,

Misdl: w=2? tek-degerli, w=\/z ise cok-degerli (bu hilde iki-de-
gerld) bir fonksiyondur; ve 2=0 bir dallanma noktasidir. Zird mesel

bir P noktast igin z=pe'"t ise w\z = \/p_ ¢/2 dir ve 0; i eger 2 ka-
dar degistirirsek

w0, +-2n) =\ p expli(d; +2m)/2] =\p exp(if,/2) explin) =—w(d))
bulunur, 0, i eger 4 kadar degistirirsek
w(0;--4m) = /o expli(d; +4m)/2]=1p exp(i01/2) exp(i2r)=w(0,)

olur. Buna goére 0=0,=2r oldugu miiddetce fonksiyonun bir kolu, ve
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2r=0=4r oldukca da diger kolu iizerinde bulundugumuz anlagilmak-
tadir. Fonksiyonun her bir kolu tek - degerlidir.

tlmlz)

Y p! Re(z}

r)

Sek. IIl. la

Fonksiyonun tiimiinii tek-degerli kilmak icin orijinden itibaren
sonsuza kadar bir kesim yapilir (Sekil: III. 1b deki OB dogrusu) ve
O etrafinda bir ¢evre lizerindeki bir noktanin bunu katetmesi yasak-

4
///,'j 2taboka

2.tabaka

B

Sek. IIL 1b
Riemann yuzeyleri ve dallanmz noktasina dair.
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lanir. Boylelikle fonksiyon tek-degerli kilinmig olur. Sekil: III.la da O
etrafindaki (I') cevresi {izerinde dolanmp da OB kesiminin alt kenarin-
da P’ durumuna ulagan P noktasinin 0 argiimenti arttimlip da 0>2rn
olunca noktanin =z -diizlemini terkedip onun hemen altinda ve ona OB
boyunca yapisik olan ikinci bir tabakaya gecgtigi ve orada da argii-
menti 4r ye yaklagtifinda tekrar OB kesim egrisine yaklagtigr ve
0>4w icin gene iist tabakaya avdet ettigi teldkki olunur.

Cok - degerli fonksiyonu tek - degerli kilmak i¢in goz Oniine alinan
ve bir kesim dogrusu boyunca biribirlerine yapistk olan bu tabaklara
RIEMANN vyiizeyleri adr verilir ve, genellikle, fonksiyonun en {ist ta-
bakada aldig: degere de esas deger denir.

Burada ¢ok - degerli fonksiyonlara misal olarak verdigimiz w=1/z
fonksiyonunun, z=0 noktasim1 c¢evrelemeyen herhangi kapal bir egri
lizerinde tek degerli olduguna da dikkati ¢cekmek lazimdir,

Tek -degerli fonksiyonlara birbigim (iiniform) fonksiyonlar, ve
cok - degerli bir fonksiyonu tek - degerli kilmaya da birbigimleme (iini-
formizasyon) ady verilir.

2 - dlizleminde bir B bolgesinde ve her z,<B noktast igin >0
ve o,

3 = 6(g,29)>0
olmak tizere, iki ¢ok kiiciik kemmiyet ise ve |2—2,| <8(s,2¢) esitsizligi
‘.f (2)—f(zp) | e

egitsizligini siiritklityorsa f(z) nin z=z2; i¢in siirekli oldugu soylenir.
Eger |2—z,|<8(e,2z,) esitsizligini gercekleyen & kemmiyeti 2, a degil de
sidece ¢ a bagh ise, bu takdirde f(z) nin de birbicim olarak siirekli
oldugu sdylenir,

Siireklilik hakkinda gu feoremler gecerlidir;

1. f(z) ve ¢(?) eger 2=g;, da slirekli iseler bunlarin toplamlar,
farklary, carpimlart ve g(zg) ==0 olmak sartiyla f(2)/ g(z) oran1 da z; da
siireklidirler.

2, Biitiin polinomlar ; ¢/, sinz ve cos 2 fonksiyonlar: biitin soniu
bolgeler igin siirekli fonksiyonlardir.
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3. w={f(z) eger 2=z, da ve 2=g¢g({) da {=Y; da siirekli iseler ve
Lo=f(2o ise, w=g[f(z)| fonksiyon fonksiyonu da z=2, da siireklidir.

4, Eger f(z) kapalL bir B bilgesinde siirekli ise, B de ayni za-
manda smrhdir da; yani Oyle bir M sibiti vardir ki her z€B igin
if(2) <M dir.

5. f(z) eger bir bolgede siirekh ise bunun reel ve sanal kisim-
lar1 da ayni yerde siireklidirler.

6. f(z) eger kapals bir bolgede siirekli ise, hu bilgede her yer-
de birbicim olarak siireklidir.

(I11.2) CAUCHY - RIEMANN SARTLARI.

Eger bir B bilgesinin biitiin z noktalarinda f(2) fonksiyonunun
tiirevi varsa f(2) ye B de analitik bir fonksiyondur denir. & kiigiik bir
kemmiyet olmak iizere, lz—z,| <& dairesi icindeki her nokta icin eger
f(2) mevelid ise f(2) nin 2=z, da analitik oldugu soylenir.

Simdi w=f(z)=ulz,y)+iv(x,y) nin bir B bolgesinde analitik ol-
mas) icin gerek ve yeter gartin, ¥ ve v reel fonksiyonlarinin kismi tii-
revieri B de siirekli olmak sartiyla,

fu
% oy

B qu _ . (I1L,2.1)
oy %

bagintilarinin gecerli olmasi oldugunu gosterecegiz.

a) SART GEREKTIR:

f(#) nin analitik olmasi icin

F(2) = lim [ HAD—f2) _

Az—0 Az
— lim [urm+Aw.y+ Ay +i viz+ Az, y+Ay)]—-[-u(m,y)+i 'u(a:,y)]
Ar+0 Ax+iAy

Ay-+0

lunitinin, A2 nin (ya da Az ve Ay nin) sifira yaklasma sekline bagh
olmaksizin meveiid olmasi 1azimdrr.
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Once sifira reel eksen boyunca yaklagahm; yani Ay=0 ve x>0
olsun. Bu takdirde yukaridaki limit igin

e ys zf_(g::l-_Aw,y)-—u(x,y) . V($+Aw,y)~—v(w,y)
fo= i (HETEENMED | el |
= %;i+i %';_ (I11.2.2)

bulunur. Bundan sonra da sifira sanal eksen boyunca yvaklagalim; x=0,
Ay - 0 olsun, Bu takdirde de

u(z,y + Ay)—ulx,y)

, . v,y 4+ Ay)—v(x,y) g
2)z= 1 - +
f( ) A;I-l-:-:—ﬂ iﬁy Ay
olur.

f(2) nin analtik olmasi f(2) nin ancak tek bir gekilde mevelid ol-
masina baghdir. Su hilde (I111.2,2) ve (IIL.2.3) sonuglarmin biribirleriyle
Ozdes olmalar: gerekir; yani

. _ av
ax ~
__Ouw _ 9v
oy ox

olmahdir.
b) SART YETERDIR:

du/dx ve gu/dy nin siirekli olduklari varsayidigina gore ve g ile 1,
de Ax > 0 ve Ay - 0 icin sifira giden kiigiik kemmiyetler olmak iizere

Auz=u(x + Ax,y + Ay)—u(x,y)

=[ute + Az,y + Ay—ulz,y + Ap)] +[ ule,y+ Ay)—ulz,y)]

{3 . _du o
= ( or +a,).&w +(8y +'n,)Ay- % Ax+ EY Ay4¢e, Ax+my AY

olur,
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g, Ve 1, gene Ax—>0 ve Ay > 0 icin sifira giden kemmiyetlier ol-
mak lizere, ve 9v/9x ile 9v/3y nin de siirekli olmalan dolayisiyla, ben-
zer gekilde

Av=v(z+ A,y +Ay)—vi(z,y)

=|v@@+ A%,y + Ay)—v(z,y + Ay + [v(@,y + Ay)—viz,y)]

= (%y— + €, )Aw+(—~g—g—+ Ty )Ay: 8v Az gy AY +eAx+ 1Ay

o 9y

olur. Buna gdére

_ Ao f(ou . dv Ju , . v
Aw-Au+sA'v-( o7 +14 am)Aw+( 3 + 1 3y )a'y+

+ (g5 + ig)Ax 4+ (4 iny)Ay

dir. Ax-> 0 ve Ay —> 0 i¢in e=e +ig; ve n=14+4n, nin de sifira gide-
cegi agikdrdir. Diger taraftan Cauchy-Riemann gartlarm da kulla-
narak bu son ifde icin

_fdu , . v ou
Aw_( ik am)aw( au:'“ o )AyHAmﬂA"J
du
(ﬁézf + 4 .,ﬂ__)( Azt iAy) +edn+nAy

bulunur. Bu takdirde Az=Ax+4iAy ile bililp limite gegcecek olursak

dw _ Aw av
gz =@ = lim 70 = a.«:"*’ 3

bulunur; yani f(2) nin tiirevi mevciittur ve tektir, Su hilde f(z) g6z &nii-
ne alinan bolgede analitiktir.

Siirekli, birbigim ve analitik olan bir fonksiyona holomorf fonk-
siyon denir.

(IT1.2.1) bagintilarindan 6nce birinecisini # e gore, ikincisini y ye
gore ve sonra da birineisini y ye, ikineisini x e gore tiiretip taraf ta-
rafa toplayarak kompleks degigkenli bir fonksiyonun reel ve sanal ki-
1Ismlarinin sirasiyla
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%246 u
92 + 3y7 =0

3% 3% B (Ii1.2.4)

3t ay2 =0

diferansiyel denklemlerini tahkik ettikleri bulunur, Bunlar diizlem igin
Laplace denklemleridir. Laplace denklemlerinin cozlimlerine harmonik
fonksiyonlar denir. Su halde tek dediskenli kompleks bir fonksiyo-
nun reel ve sanal kiswmlart harmonik fonksiyonlardwr.

Kompleks degigkenli fonksiyonlarin tiirevieri de tipk:i reel degig-
kenli fonksiyonlarin tiirevleri gibi aym tiiretme kurallarina uyarlar.
Ozellikle zincir kurals ile ters fonksiyonlarin tiirev kurali burada da
gecerlidir,

Belirsiz gekillerin limitlerini hesaplamak igin reel degigkenli fonk-
siyoular icin kullamlan L’Hospital kuralinin burada da gegerli oldu-
gung igiret edelim,

+

(IIL.3) KOMPLEKS INTEGRASYON,
Sekil: I11.2 deki gibi sonlu bir (I') egriginin biitlin noktalar igin

im{2)

Relr)

Sek. II1.2
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- P —— - -

stirekli olan bir f(z) fonksivonu olsun. a=2, ve b=z, olmak lizere (I")
tizerinde 2,, 23,...,2.-q gibi bir takim noktalar segelim, ve &, lar ile
de 2..; ve 2, noktalarimi birlegtiren (I') egrisinin yay lizerinde keyfi
bir takim noktalar alalim. Bu takdirde, 4z, =2i—=2;_, olmak iizere

Sa=fE) (2i—a) + (5 (Rx—2)+ - + - - +f(Eo) (b—20y)=

= Z fEW) Az (I11.3.1)
k=1

toplaminin, | Az | > 0 igin (') iizerindeki kismi yaylarin sayist sonsuza
gittiginde bu yaylarin secilme tarzina bagh olmaksizin bir limite yak-
lagtig1 gdsterilebilir ve

b
lim 8,= lim S.= f f(z) de= f i) dz (111.3.2)
a T

Az |+ 0 n—+co

geklinde temsil olunan bu limite f(z) nin ¢ dan » ye kadar belirli in-
tegrali ya da f(z) nin (') tizerinden kompleks integrali adi verilir,

Bu limitin varlig sart1 altinda (') eSrisine integre edilebilen bir egri
ad1 verilir. (T) € B olacak sekilde bir B bilgesinin her yerinde analitik
bir f(z) fonksiyonu varsa (I')da, bu takdirde, integre edilebilen biregri
olar.

Kompleks integraller de reel integraller gibi gu 6zelikleri haie-
dirler:

1)

f [f(2)+g(2)]de = f fz)dz + f g(z)dz

() () (1)

2) A bir sibit olmak iizere

fAf(z) dz:Af f(z) dz

(I I
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3)
b a

f f(2) dg=— f f(2)dz

a b
4)

b m b
ff(z)d2=ff(z)dz+fﬂ3)dz, (@, b, m T}

5) M=:{: ?%lf(z)]g, L=(T) nm uzunlugu olmak iizere:

ff(z) dz | ML

()
6) I'=Iy+I, olmak iizere

ff(z)dz= ff(z)dzsz{z)dz-}- ff(z)dz
r I

I'4r: |

T z2=gl) ise ve 2z-diizlemindeki bir (I') egrisine - dlizlemin-
de bir (I'") egrisi tekaabiil ediyor ve kez& g¢'({) tiirevi de (T} tizerinde
siirekli ise

f f(z) dz= f He@)y g'(t) dg
r r

Sek. II1.38 Tek bagimlhi ve ¢cok bagimh bilgeler,
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[ - ——-

Bir, B bolgesinin basit va da fek bagimls bir bolge olmasi demek
(e B olacak gekildeki biitin kapali egrilerin ancak ve ancak B ye
ait noktalar ihtivi etmesi demektir, Aksi halde bdélgeye ¢ok - bagimls
bir bolgedir denir. Bolgeleri sinirlayan egriler igin yoén daima bhdlge-
nin i¢i solda kalacak gekildedir.

CAUCHY Teoremi., Basit bir kapali (T') egrisinin gevreledigi tek
bagimh bir bdlgenin biitiin noktalar: igin siirekli olmak vasfini haiz
f'(2) tilrevli bir f(z) fonksiyonunun (I') tizerinde kompleks integrali si-
firdir.

ﬁ‘) f(z) dz=0. (I11.3.3)

Ispaty:  f(z)=wulx,y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik ve (I') iginde sii-
rekli tlirevi haiz olduguna gire, (II1.2.2) ve (I1I1.2.3) e binden

v v, Ju
f(z)- gw = gy -t gy
oldugundan
ou - )
ox 3y
B 8
oy oz

Cauchy - Riemann gartlarim gergekleyen kismi tiirevler de, siirekli ol-
mak zorundadirlar,

Ote yandan diizlem igin Green teoremi bilindigi gibi kapal bir
bagit egri boyunca alinmig olan integrali egrinin simrladigr boige iize-
rinden ahnmig cift katli bir integrale doniigtlirmektedir. Bu teoreme
gbre eger P=P(x,y) ve Q@Q=(x,y) gdz Oniine alinan bodlgede siirekli
tiirevieri haiz igseler

é{P(m,y)dm-ﬁ- Q(w,y)dy}z — f f ( gg — %Q )dmdy
B

()

olur. Bu takdirde, ve Cauchy - Riemann gartlarinin isiginda
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95 fe)de = 45 (w4 iw)da +edy)=§ fuaz—o dy} +4 § fodo +udy)
() (I " )

""ff(””“ + —)dacdy+sz( )dmdy

=0+0=0

bulunur ki zéten bu da ispat edilmek istenen geydir.

Ozellikle f(2)=1, f(2)=2, f(2)=(r—2,) fouksiyonlar1 analitik wve
herhangi bir kapal basit egri iginde siirekli tiirevleri haiz olduklarin-
dan, bu teoremin bir sonucu olarak,

@zmo, @zdz:t), #(z—zg) dz=0 (IL3.4)
T

r r

bagintilart yazilabilir.

Cauchy teoremini daha az kisitlayici gartlar altinda ispatlamek da
miimkiicdiir. Bu Snemli teoremin Goursat tarafindan verilen ispat:, ka-

pah bir (T) egrisi icinde f(2) nin siireklilifini degil, fakat sidece f(2) nin
analitik olmasim gart kogmas: bakimindan daha genel bir iffide tar-
zlha yol agmigtir,

CAUCHY - GOURBAT Teoremi: Tek-bagimh bir bolgeyi gevreli-

yen kapah bir (I} efrisi lizerindeki bifilin noktalarda analitik olan bir
f(z) fonksiyonu igin

j(x)dz=0 {IIL3.5)
;

dir,

Bu teoremin ispatini, tzunluguna binfien, burada vermekten kag-
myoruz. (Bk. Ruel V. Churchill: Complex Varlables and Applications,
S, 106-111, Mc Graw-Hill Book Comp., Ine.; New York, Toronto, Lon-
don; 1948),

Cauchy - Goursat teoreminin tersi de gecerlidir; yani:

MORENA Teoremi: Eger bir f(z) fonksiyonu tek bagunh bir
B bblgesinde giirekli, ve (T} B geklinde kapali her efri igin de
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bolge tasarlayahm. Bu bélge, I', kapal egrisi tamamen I', kapal eg-
risinin smirladig1 bolge icinde kalmak iizere Ty ve T, egrileriyle ainir-
lanmg olsun. f(z) gibi bir fonksiyonun T, nin diginda ve I', in iginde
kalan miigterek kapal bolgede analitik oldugunu varsayiyoruz. Eger T,
in 4 gibi bir noktasimn I, min B gibi bir noktasina baglayacak olur-
sak bu bélge basit bafimh olur ve bu sebepten &tiirti de buna Cauchy -
Goursat teoremi uygulanabilir, BOylelikle pozitif yonde hareket ederek
integral almak sfiretiyle

f f2) da+ f §z) dz + f $2) dz+ f f2) dz=0

APA AB B80QB BA

olur. Buradaki 2. ve 4, integrallerin, aym bir integrasyon yolu fize-
rinde aksi yonlerde hesaplandiklarindan, toplamlar mfirdir. Binfen-
aleyh

Sﬁf(z)ds-*- é #2) de=0
T | )

ya da ikinci integrdli sag yana gegirip igretini yini I'; tizerindeki
dolanma yOniintt degigtirerek

§) @) dz= 4) f(2) dz (I11.4.1)
Ty W)

olur. fkiden daha fazla bagimli bélgeler sbz konusu oldugunda k=1,
2, +,n olmak fizere I\ lar, aynnbir kapal I' egriginin i¢ bilgeainin
tamamen iginde kalan kapali egriler ise uygun kesimler yapip goz
oniine alinan bdlgeyi tek-bagimh kilarak Cauchy - Goursat teoreminin
uygulanmasiyla da bu bdlgedeki analitik bir f(z) fonksiyonu icin

§ f(2) dz=2 §, f) de (ITL.4.2)
T

k=1 I\

bafintisimin gegerli oldugu kolayhkla gosterilir,

Eger bir f(2) fonksiyonu kapall bir egrinin symriadig: bir B bol-
gesinde analitikse B deki herhangi iki nokta arasinda f(z) nin integ-
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rali yola bagh olmaz. Gergekten de (Sekil: IIL5) deki gibi B ye ait
2; ve %, noktalarl y; ve v, egrileri aracihgiyla birlegtirilmig olsuniar.
f(z) fonksiyonu B de ansalitik oldugundan B deki kapali her I' egrisi
tizerinden almnan integrali sifirdiwr, Ozellikle, eger I'=v,+ v, ise

Sekil III. 5.

Ef;f(z) de= ff)f(z) de= fjﬁf(z) de+ ff)f(z) dz

Y1+

= f fe)>de + f fz) dz=0

n boyuuea Tz boyunca.

Zq F4 Za
ff(z) de= — ff(z) dz =ff(z) dz

v, boyunca Y, boyunca 7y, boyuncs

yani

olur,
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Simdi Cauchy-Goursat teoremi yardimiyla bazi integraller hesap-
layalim, Meseld I' gene basit bir kapali egri ve B de I' mn sinirlan~
dirdig1 kapah boélge olmak iizere

dz

z—a
T

integralini hesaplamak i¢cin a¢ B ve a€B hillerini goz Oniine alaca-
g1z, Bu integralin integranti z=a da sonsuz olmakta ve dolayisiyla

P W
) P
¢ F 4
@
y /

Sekil IIL 6

//

bu noktada f(2)=1/(z—a) analitik olma vasfim kaybetmektedir. Eger
@< B ise f(2) nin B icinde analitik olmadig1 yer bulunmayacagindan

dz
Z—a

a& B icin = ()

b

olur,

acb ise, ¢ cok kiizliit bir kemmiyat olmak lizere |2—a|=z ¢em
berini goz oniine alalim; bunu vy ile gdsterecek olursak yukarida agik-
landig1 {izere

dz _ [ _dr

z2—a Y z2—a0o
r Y

olur. [z—al=¢ dan z—a=¢ce'® ve dz=iee’®dd bulunur. Buna gore
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PA
. il
Ef)_f}%_. _ f ﬂéﬁ.:mci (I1L.4.3)

2—0a £
Y 0

oldugu tesbit edilmig olur. Benzer gekilde, n ile pozitif ve birden bii-
yik bir tam sayiyr1 gostererek

2% A piko
dz _ ___C_if__ - ‘!.;Eei do . 4 (1—n)id
TG—ar ~ P G—ar f gt = g [ ¢ db
T 0 0
i 6(1“")i9]2“ 1 2(1~—n)mi (
= ek T -— . - —T1l= 11.4.4)
G [ (1—n) jo (1—n)et Le 1}=0
bulunur.

Simdi gene Sekil: II1.6 yt goz iiniinde bulundurarak, f(z) fonksi-
yonu B de analitik olmak gartiyle

51‘) () dz
&—a
r

integralini hesaplayalim, Eger a<B ise, f(2)/2—~a bu noktada analitik
olmaz ve basit bir kutup noktas: arzeder. Diger taraftan

Ef) f@ dz f() dz
z2—a Z—a
r Y

dir. Diger taraftan sag yandaki integral

feMe _ { fa—f@) gz
g T2 = ¢SO e 4 g § (AIL4.5)
Y T T

- ane 1

yazilabilir, (II1.4.3) sonucuna dayanarak sagdaki! ikinei integral
2rnif(e) dan ibarettir. Sagdaki ilk integrali hesaplayabilmek icin de
z—a=¢c ¢'0 vazedelim: dz=ic ¢'® d0 olur ve boylece
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f&—1@ . _; SB |H)—fia)] do

2—a
T i

olur. Eger | f(2)—f(¢}| nin maksimumu M ise

2
=M f d0=2xM
0

1 (ﬁ f@—f@ ,

2—a

dir. Fakat ¢ yaricapt keyfi oldugundan bunu istedigimiz kadar kiigiik
alabiliriz. Diger taraftan f(2) nin analitik olmast hasebiyle € —> 0 igin
f(z) - f(a) ve dolayisiyla M — 0 olacaktir. Su hélde (III.4.5) in sag
yanindaki ilk integrdlin degeri sifirdir. Buna dayanarak

fe)y de _, .
é *';_a— =27 f(a) {IH.4 .6)

olur. Buna gére ¢ ile f(2) fonksiyonunun her noktasinda apalitik oldu-
gu bir B bolgesini sinirlayan sibit bir kapali I' egrisi {izerindeki de-
gigken bir noktay: gostermek lizere z& B igin

= 1 _f©)

bulunur, T

«Cauchy integral formiilit» diye bilinen bu ifdde f(¢) fonksiyonu-
nun analitik oldugu bir bélgenin simirinda aldigi degerler bilindiginde
fonksiyonun bolgenin herhangi bir noktasindaki degerini hesaplamaga
yarar.

Uygulama: 1) I' egrisi x24-4y*=1 elipsi oldugunda

g) sin 2 a2
2

r

integralini hesaplayimz.

f(®)=sin 2 fonksiyouu bu elipsin icinde analitik bir fonksiyondur.
Eger bir de a=0 vazedilirse (II1.4.7) Cauchy formiiliine binden
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55 SN2 o= i (0)=2ni sin 0=0
T
bulanur.
2) T egrisi {2j=2 cemberiyle gisterilmek iizere

e—-—z
fz+1dz

r

integralini hesaplayiniz.

#=—~-1 noktas) I' nmin icinde olup e * ise, I' min iginde her yerde
analitiktir. Bu takdirde (I11.4.7) Cauchy formiiliine dayanarak

f 1 dz == 2m[ ]M_1=2W

bulunur,

(i11.4.7) Cauchy integral formiilii analitik fonksiyonlarin bircok 6zel-
liklerini incelemek igin ¢ok faydali bir formiildiir. Bunun yardimiyla
f(z) gibi analitik bir fonksiyonun I' nin simirladifs B bolgesinde yalmz
birinci mertebeden stirekli tirevieri degil fakat her mertebeden tiirev-
leri haiz oldugu gosterilebilir. Bu netice ise analitik bir fonksiyonun
her mertebeden tiirevi haiz oldugunu ortays koymaktadir. Bu itibar-

la Once
__1 &)
o= e § {5®
I

geklinde Cauchy tipé bir integral goz Oniine alalun, Burads f({) mut-
lakas analitik olmasi iktizA etmeyen slirekli herhangi bir kompleks
fonksiyon olsun, Bn tskdirde f{(2)nin I' mn smrladiy B hillgeainde
her noktada bir tlirevi haiz oldugunu yéni f(2) nin B de analitik oldu-
gunu gosterecegiz, Buna gire

2) =1 -
& Azl-nilo Az Az—D Az

_ 1 g ag (4,114
2ri ; &—2 a,_,a (L—a—AzNl—2)

1f 1 foay
[ 2mi &—(2+Az)
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ve f() siirekli oldugu igin integral igdreti altinda Az —> 0 yapilmasin-
da beis olmadigindan

=1 [ fat
P& =30 P ey
r

bulunur. Ayni gekilde

. J{{4]114
&) = =2 é C—z)®
. T

: ! d
=g § gaer
I

bulunur. Bu formiiller ige f(2) nin analitik oldufunu ve her mertebe-
den tiirevi haiz oldufunu géstermektedirler.

(IIL5) TAYLOR SERISINE AQILIM,

z, merkegli bir v gemberi iginde holomorf bir f(z) fonksiyonu ol-
sun. Bu takdirde (I11.4.7) Cauehy integral formiiliine dayanarak

Ha=_l_ § MO

2ni {—=
Y
oldugunu bilmekteyiz. Simdi
1 1 _ 1 1
=2 L—a——a)  t—% {1_,, 3“"%]
L2y

yazilabilecegi igin
Q) _ f& T 1 J

L~z = Lz

5%

2% ~1+ - +(z_%)z+--.+(%)°+ . ]
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olur. Birbigim bir gekilde yakinsak olan bu son ifideyi 1/2wi ile ¢ar-
pip da € ya gore y tizerinden integralini alirsak

f(Q) dt _ 1 f(@) dt 1 f(©) dg d§
§ = fle)= e+ g b FEE ey
T Y
g fOdL vy . ...
+ 21ed (g___zu)n-ﬂ (z zo) +
Y
= Ayt Ay(z—2g)+ + + + + Adz—2 + - - - (I11,5.1)

bulunur, (I1.4,8) ifadeleri de gtz Oniinde bhulundurularak

3
A= (gﬁl‘fﬁl = {22 (IL.5.2)

Y

oldugu tesbit edilir. Bu sgartlar altinda (IIL5.1) acillimi f(2) nin z—2z,
noktasi civarinda bir Taylor serisine acihimimi gostermektedir. Eger
=0 ise (II1.5.1) acihim: (I11.5.2) gartlar altinda

FR=1O+2f O+ fWH %wmw-

geklindeki bir Mac Laurin acilimina miincer olur,

Bu vesiyle ile bir B bolgesinde analitik olan bir fonksiyonun o
bolgede her mertebeden stirekli tiirevi haiz olmast dolaysiyla, bir
Taylor serisine acindirilabildigini miisdhede etmekteyiz. Tersine ola-
rak, eger bir B bdlgesinde bir fonksiyon bir Taylor serisine acindi-
rilabiliyorsa, her mertebeden siirekli tiirevi haizdir demektir; bu ise o
fonksiyonun analitik olduguna delildir.

(11Lk6) LAURENT SERISINE ACILIM,

2=2, merkezli ve B yaricapli bir I' dairesinin icinde ve cemberi
tizerinde merkez hari¢ analitik olan bir f(z) fonksiyonu g6z Oniine
alahm. Eger merkezi, p yaricapl kiigiik bir vy dairesiyle gevreleyecek
olursak f(2) fonksiyonu I' ile y arasindaki bdélgede holomorf olur, (III.
4,7) Cauchy integral formiliinii y+I' cevresi icin, ve her iki v ve I’
{izerindeki y6nii saatin aksi yOnii secerek,
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1 pfoat 1 ffQdg 1 [ fQd
&= %5 § 2 . mi P Tz, T 2w f’; g, LG

Tty r Y

geklin deyazmak kaabildir, (ITL.5.1) ¢ binden bu ifidenin sag yanindaki
ilk terim,

1 d
L= = @’lz-';o)fﬂ (I11.6.2)

r

olmak {izere,

1 ({418
2mi %o
iy

=A0+ A1(2—20)+ R B AB(ZH*ZQ)“"i‘ st (III.5.1)

den ibdrettir. Bununla beraber A, katsaylari icin (II1.6,1) nin en sag
yan gecgerli degildir, zird f(2) biitlin I' i¢ginde her yerde holomorf bir
fonksiyon degildir, Bununla beraber gecen paragraftaki gibi

1 1 1 1
g—L  2—2—(G—a) 2% ; L—2%
z2—2

yazilabilir., Burada Sekil: III.7 den de goriildiigii iizere vy igin
22> | t—2y} oldugundan

sekil: IIL 7
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& G 1

z2—C 2—2 1___?;—'30 -

E—2
SO [y b S}ty ()
= 2—to [1+ = 4 (z__zu) + +(z“_zo) + ](III.G.S)

ya da 1/2w¢ ile ¢arpip § ya gore y lizerinden integralini alarak

1 [Qdg 1 fede , 1 f€) (E—2q) d

o T—2 oni pm— 2 ez T
Y T Y
L1 [ @G
+ 5 ez T
i
yahut da
—_— 1 — a—1
A=g b 1O Gm & (UL6.4)
T
vazederek
1 fQde _ A Ay o A
o T2 - r—e T =P g T
Y
(I11.6.5)

bulunur. Buna gore, goz Oniine alinan gartlar altinda, (II1.6,1) formiilii
(II1.5.1) ve (1I1,6.3) acilimlart 1g1ginda

T = ST Ay —
f(Z)—- + (g"""zg)n -+ +z--.‘30 +A0+A-|(z 30)"‘
e A - = Z An(2—2)° (111.6.6)

gibi bir seriye acihm sgeklinde karsimiza cikar, Béyle bir acihima
Laurent agilime: adi verilir,

Bir f(z) fonksiyonunun Laurent agiliminda eger (2—2;) 1n negatif
kuvvetlerinin katsayist sifirdan farkh olanlarinin en yiiksek mertebesi
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sonlu bir n sayist ise f(2) nin « -ninci dereceden bir kutbu oldugu ve
2=g, In da bu n-ninci dereceden kutbu temsil ettig§i sOylenir. Eger
n=oco ise 2=z, 1n esasl bir tekil noktaya delélet ettigi sOylenir. n
nin sonlu olmasi halinde f(z) ye meromorf bir fonksiyon denir.

Eger tek degderli bir f(2) fonksiyonu z=2, gibi bir noktada ta-
nimlanmamig, fakat buna mukaabil

lim f(z) (II1.6.7)

z2—r2zg

limiti meve(ild ise 2=2, a kaldirilabilir tekil nokta denir ve bdyle hil-
lerde z=2, da f(z) in degeri (IIL.6.7) limiti olarak tammiantr.

Eger z=1/w vazederek f(z) fonksiyonu f(1/w)=F(w) ye diniistiiriil-
dfigiinde w=0 igin F(w) bir tekil nokta arzediyorsa bu takdirde f(z) nin
sonsuzda tekil bir noktayr haiz oldugu sbylenir. buna binden meseld
f(2)=2? fonksiyonu sonsuzda ikinei mertebeden bir kutbu haizdir, zi-
ra F(w)=f(1/w)=1/w® fonksiyonu w=0 da ikinei mertebeden bir kut-
bu haiz bulunmaktadir. Ayni gekilde f(z)=e* de z=< da, F(w)=
f(i/w)=e~* fonksiyonunun w=0 da esasli bir tekil noktay1 haiz olmas:
sebebiyle, esasli bir tekil nokta arzetmektedir.

(HL%) REZIDU TEOREMI.

fonksiyonun

fz) = Z Au(e—2,)

n—--qa

geklinde bir Laurent serisine ac¢ildigim gorditk. Bu acilim katsay-
larin, (IIL5.2) ve (I11.6.3) i giz oniinde tutarak ve n=0, *1, +2,...
degerini almak {iizere, tek bir

1 f(8)ydg
27 (G—2gi*™
Y

A=

formiilii héalinde toplamak miimkiindiir, Eger n=-—1 alinacak olursa,
formiile dayanarak
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9Sf<c) H==2mid_, (IL7.1)
Y

olacaktir. Laurent agihminda 1/(z~—=z,) in katsayisiolan 4_, e f(z) fonk-
siyonunun 2=g2, noktasindaki regidiisii ad1 verilir. (II1,7.1) ¢ binfen:
«Meromorf bir fonksiyonun, tekil noktasini ihtivd eden kapah bir egri
tizerinden integrali fonksiyonun tekil noktasindaki rezidiistinlin 2wi
katidir.»

Bunu dogrudan dogruya girmek de miimkiindiir. Gergekten, f(z)
nin holomorf kismim 9(2) ile gostererek

R e T A, A_,
Hz)= + (z—2y)" + + (r—20)? + (r—2o)

+ ®(2)

yazllabilir, Bu ifdideyi I' iizerinden integre edelim. ®(z) nin I icinde
holomorf olmasi dolayisiyla 9(2) nin T iizerindan integrali Cauchy -
Goursat teoremine gbre sifir olacagindan

olur. Halbuki bu tip integralleri ziten (Ii[.4.3) ve (III.4.4) de hesap-
lamig buluyoruz. Bu sonuclara dayanarak gene:

§) f(z) dz=2mi A_,
r

buianur.

Simdi I’ egrisinin cevreledigi bir B bdlgesinde f(z) fonksiyonunun
N adet kutbu haiz oldugunu farzedelim. (Bk. Sekil: II1.8). Daha once
gormiig oldugumuz vechile f(z) mn I' tizerinden integrali, k=1,2,...,N
olmak lizere, f(2) nin vy, lar iizerinden integrallerinin toplamina miin-
cer olur:

-(J; f(z) dz= é f(®) dz+ - - - + é f(2) dz. (I11.7.2)
r T

Y1
F. 10
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Herbir v gevresi icinde f(2) meromorf bir fonksiyon oldugundan
2 kutup noktasi civarinda bir Laurent serisine agilabilir ve v lizerin-
den f(2) nin integrali de, bu takdirde, f{#) nin 2. ya gire rezidiisiiniin
2ri kati1 olur.

Sek. IIL8

f(2) nin 2z, kutbuna tekaabiil eden rezidiisiinii A_,® ile gosterirsek
f() nin I' iizerinden integrali de (II1.7.2) dolayisiyia

N

Ef) f2) de= 2 Z A0 (LIL7.3)
T k=1
olacaktir.

Rezidiilerin hesab) i¢in kolay bir kural verebilmek iizere f(z) nin
z=2, da m-ninci mertebeden bir kutbu haiz oldugunu farzedelim; bu
takdirde f(2) nin Laurent acilimi

A—m A—m-}-‘l

A,
2™ + + +

(z—zg™1 2—2

f(z)=

+A0+A1(z_"30)+ M

geklinde olacaktir. Bu ifadenin her iki yanmini da (z—=2y)™ ile carpalim.,
Boylece

F(z)=(@—2o)" f(2)=
=A nt A g B2+ - - +A4_y (ﬁ‘ﬁo)m—l'l'Ao(Z""z.{))m + -
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geklindeki holomorf bir fonksiyonun 2=z, noktasi civarindaki Taylor
gerisine a¢thm elde edilmis olur. Taylor serisindeki terimlerin katsa-
yilarimin nasil bulundugu Matematiksel Analiz’ den bilinmektedir, Ozel-
likle F(2) nin bu actimundaki A_, katsayis: da

1 get
A=y Tae PO,
yani
A= lim 1 am-1
1 z—+ 2o 3(1‘1‘2*—1)! dem—1 l(z_’za)m f(z)]% (111.7.4)
olur,

Eger gtz oOniine alinan kutup basit blr kutup ise m=1 dir; ve
rezidli de bu sefer

A= lim {(z—-z.,) f{z)} (I1L.7.5)

Z—¥Zp
ifadesiyle verilecektir.
MISAL: 1. Ornek olmak lizere

22—22
#+1)* (2 +9

f(2) =

fonksiyonunun kutup noktalarindaki rezidiilerini arayahim. Bu fonksi-
yonun 2=—1 de ¢ift kath bir kotbu; 2= +2i de de basit iki kutbu ha-
iz oldugu gériilmektedir,

#=-—1 deki rezidii, (II1.7.4) e binien

T S 2 B2 _
Jim oy oge Y (z+1)2(32+4)§_
= lim ;(zz+4)(22!—-—2)--(32——22:)(23) _ 14
e (2*+4) T %

z=2{ dekl rezidii (111.7.4) e binden

lim 3(2—2'5)

z—+2i

B 22—2 ) —4—4i  T+i
(z+12 +2) -2\~ (@2i+1)* @) — 25

z2=—2i deki reziidii de gene (III.7.5) e dayanarak
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im e+ 2i) 2’—22 I R
gmrm2i T+ 2+20)(e—2D\ (—2i-+1)%(4d) 25

olarak tesbit edilirler, Buna gére f(2) nin meseld |2z!=3 ¢emberi {iize-
rinden integrali

Aimiz)

Y

s
[
-3 Q\"Jﬂ R:zz)
\“'-.
Sek. 1IL.9
2—22 o { 14 T+14 T—4 \__
(z+17(z*+4) dz-2m( %5 T 3% T )_0

bulunur ; ve meseld |2|{=3/2 cemberi iizerinden integrali de

22—2z dp— . 287
(z+12 @44~ 02

| z [=3/2

olur.

MISAL: 2 Basgka bir misdl olmak iizere |z|=1 ¢emberi boyunca

(f) cotg z - coth 2

az
33

T

integralini hesaplayahm.

Integrantin 2=0 da ii¢ katli bir kutbu haiz oldugu gériilmektedir.
Bu kutba tekaabiil eden rezidiiyii hesaplamak i¢in gene (IIL.5.4) formii-
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miillinii kullanmaya kalkigirsak bu bizi ¢ok uzun hesaplara sevkeder,
Bu itibarla integranti biraz degigik bir tarzda yaztlarak bunun ifade-
sinin paymda ve paydasindaki basit fonksiyonlar 2=0 civarinda Mac
Laurin serilerine acilir:

f) = cotgz -cothz _ cosz-coshz
23 ~ 2lsinz - sinhz
2? h 2t 2t
(]___ﬁT_F _ii._. ) (14.._52r + _4_!_.;.....)
= 3 5 3 3
33(3__..% _|_.g'___) (3.4__;? +%_+)
24
1_?+' 1 Tzt
= 3 =g\l "t
35 l_z__!...... &
90
Buna dayanarak f(z) nin 2=0 daki rezidiisiiniin A_,= — l% oldugn

goriilmektedir. Bu kutup noktasi z=1 c¢emberinin icinde kaldigindan

cotgzeogshz . ./ T\  14mi
§ pe dz= Zm( 5 )- 45

bulunur.

-0
(I1L.8) f f(x)dx TIPINDE BELIRL: VE REEL INTEGRALLERIN

—0

REZIDULER METODU YARDIMIYLA HESAPLANMASIL

Sekil : II1.10 daki gibi, iist kompleks diizlemde bir yarim daire ve
bu yarim diizlemde meromorf olan bir f(z) fonksiyonu verilmig olsun.

Bu takdirde T ile yarim g¢emberi ve y ile de gevrenin reel eksen
iizerindeki pargasini gostererek

ﬂ; f(2) dz = 2 ZA_,M

Iy k
olacagimt biliyoruz. Bu ifddeyi
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Ten(z}
r
Y
> Foom
-R +R Re(z)
Sekil III. 10
+R
é fiz)de= f flx)dx+ f f()dz = 2xi ZA__I(“} (111.8.1)
'ty —R r k

geklinde iki pargaya da ayirabiliriz., Bunlar, biri — R ild + R ara-
sinda kompleks 2z degigkeninin reel eksen iizerinde katettigi vy gevre
parcasi, digeri ise I' gemberi iizerinden f(z) nin integralleridir.

Eger z-> o olursa bu kezd R - « demektir. Diger taraftan k>0
olmak ve M de bir sdbiti gostermek iizere, eger

M

hm If(=)] = hm |f(z]| — lim i = lim - (111.8.2)
ise,
lim f f(z)dz llm _i;“ f dz| = lim —— 7R = lim % =0
R—co R+ B R-i-ao Row B
T
(I11.8.3)

olur. f(2) fonksiyonunun (1IL8.2) sartina uymasina JORDAN saris ve
bunun sonucu olarak da f(z) nin iist yarim kompleks diizlemde Sekil:
IT1. 10 daki gibi I' yarim ¢emberi iizerinden integralinin sifir olmasina
Jordan lemmast adi verilir,

(I11.8.3) iin 1181 altinda (III.8.1) integrali
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+R
Jim @ f(edz = lim % f f)da + f f(z)dzg
—R Ir

Ty
+ e
= f f(w)dx+0=21cé2 A_® (1IL8.4)
— k

ifddesine indirgenmig olur.

Boylelikle,
+ o=
f f(@) de
—aa

tipinde belirli reel integrallerin hesaplanabilmesi i¢in integrantin ne
gibi vasiflara milik olmast gerektigint gérmiis bulunuyoruz.
—+oa
MISAL: 1. f 1) integralini hesaplayimz,
—o
Bunun icin tek kompleks degigkenli f(2)=1/(z*+1)3 fonksiyonunun,

Sekil : TL10 daki T'+v cevresi iizerinden integralini goz Sniine alaca-
gi1z. Bu f(2) fonksiyonu iist yarim dlizlemde x=4 noktasinda ii¢ kat-

L bir kutbu haizdir, Diger taraftan z=Re!® vazederek dz=iRe®®dp
olur ve

T
* svy 10 »y 10
lim f__,zdzlg = Jlim l / iR‘GI db = lim _liRBI |d9 ;
R 7 (z*+ ) R—ros 6 (Rzetzﬂ +1)3 R_,ogo IRZefze +1|
T
. y A . T
< lim —di= lim —==0
Jim [ do= i
0
dir. Bu itibarla
+R
lim @ %= lim _dw _ f__dz
R (zz + 1)3 E-+oo (xz + 1)3 (zz + 1)3
T'+vy —R T

—}co
dax .
=f m-lﬂ 0 = ZTWA._.]_

= ]



Mekotlar

olur, z=i deki iig kath kutba tekaabiil eden rezidii, (I111.7.4) ¢ binien

. 1 & . 1 3
A= 3 b [‘Mf' W]% = 16
oldugundan

e
dx = 274 3 3
f @+ ™16 T 8
—
bulunur.
+0 . .
MISBAL: 8, f =T 1%{%: s = %aldugunu gdsteriniz.

i GO

Burada da gene Sekil: IIL10 daki integrasyon gevresini gtz oniine
alip B » < igin

lim .
Rovrar @+1P &+ 22+ 2

T+

kompleks integralini hesaplayacagiz. Buradaki integrant iist yarnm
kompleks diizlemde z=1 noktasinda cift kath bir kutbu ve bir de

2=-1+¢ noktamnda basit bir kutbu haiadir. Diger taraftan z=Re®
vazederek de=iRe'%d0 olur ve

l f 2%z - lim l f 26120 ;o038 l
an | | GFPE 3D B 117 (R 1+ 2RV 1 D)

e R3¢ 4
=lin f s f R d8=0

Rveo i20 4 1)? (R2%ei20 +2He*”+2) wa

dir. Bu itibarla JORDAN lemmammn gartlarn gergeklegtigi vakit T’
fizerinden olan integralin sifirs gitmesi dolayisiyls,

+R
2
lim 2 zz Elz = lim — ngfﬁ +
R-reo #F+1PE+22+2) g (@ +1)P(z* +2x+2)
Py ~—R
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2dz - < 2o o "
N f (z2+1)2(z=+2z+2)§‘“ f (x2+1)=w=+2m+z)+0“2"‘2‘4“
T k

—
olur; z=4 kutbuna tekaabiil eden rezidii, (II1.7.4) e binden

22 _ 9i—12
— 100

d .
hm & % Y T2+

ve 2=—141i kutbuna tekaabiil eden rezidii de, {IIL.7.5) e binden

. i) &2 _ 3—4i
z-—i-k...n::[l-{-i) 3(2—'— " (_3_’+1)’(52+2z+2}£ %
dir. Su halde
+c0
w*dw z__m( 9i—12 | 3—4i) Tx
(@*+ 1P+ 20 +2) 100 25 ) 50

—oo
olur,
MISAL: 3. BASAMAK ya da HEAViISIDE FONKSIYONU.
Simdi kompleks diizlemde

itz
t<0 igin: f(t)z—ﬁi—iw Eﬁ —L@i, ve

2
T4y
itz
t>0 igin: f()= 2; 5}5 ezdz
T"-v’

olacak gekilde ¢t nin fonksiyonu olarak belirlenen f(f) yi gz oniine
allp ozelliklerini incelemek istiyoruz. (Bk: Sekil: III.11).

Once ¢ < hilini goz Oniine alalm. Buna gdre T'4-y gevresi z=0
kuthunu ihtivd etmediginden
itz
<0 igin: - é i

2ni z
T+T

dir.
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Im(z)
Im(z)
I-.l
-k _.0 . +R "}’L 0
v Rel2) -R % +R Refz)
1‘1
t<0 t >0

Sekil I, 11

Diger taraftan z=Re® vazederek

f eitz gz
T
0

0
= lim l f jeit(Rcos 8 +iR sin ﬂ)d()‘ = lim Ij' jeitRcos® ,—tRsind dﬁ\ —

R—co R0

I = lim
Reron

’f gitReid @.Re‘edﬂ‘
= lim =

R

0 0
= lim ‘ ) f,ieitR cos 0 6~—tR Sinﬁdel < lim 2 ‘ieitR cos @ e—tR Sinﬂdﬂ
R R
o x ——POOEE—
2 P)
olur. Fakat 0=0= -2— icin 51_%_9 = % oldugundan
0
it . .
I=lim‘f e:;dz < lim 321‘ jeitR cosd 6«5R51n9d9g<
R— R
2
0
<lim 2 [ e~ 2Bm gy = lim | e R —1{=0
R—ew R-+ca tR
1:

2
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bulunur ki bu da Jordan lemmasinin e'*2/z fonksiyonu igin de gecerli
oluguna delilet eder. Buna ve (I11.8.5) ¢ binden <0 i¢in

+R
1 leitzdz ., ( 1 eitxde 1 [eitzdz
1 = im 1
Rﬁzm#’z éﬂ%mf - ""21:@[5%
T4y —R r
~+ea
it
= 21. f ¢xdr L g =9
T H
—o0

I'"+v" gevresine gelince, bu cevre 2=0 kutbunu ihtivd etmektedir.
Buna tekaabiil eden rezidiiniin de 1 oldugu kolayhkla tahkik olunur.
Buna binden ve ¢**/z nin Jordan lemmasim tahkik etmesinden dolay:
t > 0 igin

+R
- 1 eitade _ .. 1 ettx du 1 eitz dz
m mfﬁ 2 "Rlﬁksz = +21=if 2 f
'+ y” —R r
+co
_ 1 eitxdy
=2m f z To=1
—

bulunur, Buna gére f({) fonksiyonu

t

+1

Sek. I11.12 HEAVISIDE Basamak Fonksiyonu.
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-0
1 f et do 3 1, eger t>0 ise
2mi x (0, eger t<<O0 ise

—00

fy=

Ozelliklerini ve dolayisiyla da Sekil: IIL.12 deki gibi grafik bir goste-
riligi haiz olmaktadir.

(IIL.8.6) ile belirlenen f(#) fonksiyonuna basamak ya da Heavisi-
de fonksiyonu adi verilir, Bu fonksiyonun 1/x in Fourier dodniigmiigi
oldugu goriilmektedir,

a2
(KL9) f F(sin 0, cos §) dé TIPINDEKI INTEGRALLERIN HESABIL.
o

Bu tip integrallerde eger F integranti sin 0 ve cos 0 nin polinom-
larinin bir oram geklinde ise rezidiiler metodu yardimiyla bu tip be-
lirli reel integraller ¢ok kere kolaylikla hesaplanabilirler. Bu takdir-
de, eger 0 y1 2=e" birim cemberi fizerindeki 2 nin argiimenti olarak
telakki edecek olursak

-1 —1
A
: cosf= 3 s

sin 0= oh

dz=ied0=iz d0  (IIL9.1)

olur ve integral de artik bu gartlar altinda (C) birim gemberi boyunca
2 nin rasyonel bir fonksiyonunun integralini temsil eder ve integral de

&+ 2w . !1 1 1 ) l

i S 2ol tfe ) e 1|
f F(sin 8, cos0) df= ?.S{) - F 2.;(2 z),2(3+z)ldz
& C |

gekline girer
MIBAL : 1. Nk bir misdl olmak iizere

2r

do
= 5 .
f -I-+sm 0

¢



w&kﬂ LERINARN BontayonNis

integralini hesapaylahim. (IH1.9.1) dbnligimiin® yaparsak

g L
53 % 1

=9 _ ,
3 Hein = b o = e (22% -+ Biz~2)

ve dolayimyla

“é tde _ 2de
= e
S AR (z+ze)(z+i)

olur. Bu integralin integranti 2=-—2i ve zx=—1/2 de iki basit kutbu
hajzdir., Ancak bunlardan yalmz z=—+4/2 kutbu C birim gemberinin
icinde kalmaktadir. Buna gore ve z=—1{/2 deki rezidii de

lim 24—

i {( 2) (z-!—zi)fz-i——%—) }= )

oldugundan
I =2ni

[ g
—

4 _ 8=
34 3
bulunur.

2
MISAL:2  I= f _ﬁ%;mgﬁ
0

oldugunu gbsteriniz.
(I11.8.1) doniiglimii dolayisiyla

o

= dx " daz ! 4 zdg
N f Ttcoffx  J iz lz +L }2 i Y #+688+1
o c
1+

|
!

] C
2
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olur. Bu integralin hesabim #=2 vazederek daha da basitlegtirmek
kaabildir; bdylece

4z dz _ 2du
2 +622+1) ~  i+6u-+1)

olur, Fakat z noktasi C birim ¢emberini bir kere delamirsa u aym
cemberi iki kere dolanmig olur, Su hilde u=2? doniiglimii dolaystyla
meydana gelen integrali iki ile garpmak lazimdir. Boylece

=2 fﬁ o =2 =
] i 6u+1) ic (u+3+ V8 (4 +3—/ §)

olur. Integrantin kutuplarindan ancak u=--3+1/8 olani ¢ birim gembe-
ri igindedir. Buna tekaabiil eden rezidii ise 1/2/8 oldugundan

4
I =-— -—-——-:*:1:

i 2\/— V2

bolunur,
™~
MISAL: 8. m bir tam says olmok dlzere I,= _____.gomn Icaogee v+ he-
0

saplayiniz,

Bu integral c¢ift bir fonksiyonun integrali oldugundan

%

;=1 cos m do
T2 5—4 cos 8

—T

dir. Simdi

ki ™
_1 f cosmbdb =1 [ sinmbdd
T2 5—4 cos§ ’ “2[ 5—4 cosd
—T

vazedelim., Buna gore
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™

n
i 1 cosmbt+isinmg . 1 ¢m® 70
1=t ity= - f Cotplrisamd g L f Sl
—T

T —T

olur. z=c'" ddniigiimii vapilirsa I integrali, C ile gene merkezi orijin-
de olan birim daireyi gostererek,

_ a1 2 de
I=h+ih= 5 ff) Be—2(1+7)
C

gekline girer. I min integranti € iginde 2=1/2 basit kutbunu haiz
olup buna tekaabiil eden rezidii de 1/3.2 dir. Su hilde

NP | 1
I-—-11+'afg—-—2m~§§ B om
yani
T
I==32s
bulunur,
+ e
(XIL.10) f F(x)g cos me dx TIPINDEK! INTEGRALLERIN
sin mx
—c0
HESABI.

Eger F(x) fonksiyonu Jordan sartlarinl gercekliyorsa, yini k>1
ve m de sonlu bir sibit olmak iizere z=Re' i¢in | FP(2)|=M/R* ise, T
ile Sekil: II1.10 daki yarim cemberi gostererek
i

lim e F(z) dz=0

R+

oldugn gosterilebilir. Bu takdirde

R0 R-+o00

2mi ZA_,(">= lim e™* F(z) de= lim 3 f e™ F(z) de+
k T4y T
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+R feo
+ f ™ P dz%: lim % f ™ F(a) dm+0% = f ™ F(z) dw
R+ )
r —R — o

(I11.10,1)
olur,

Gergekten de Jordan sarti P(x) igin gecgerli ise z=Re!® vazederek

r i0 _ .
f '™ F(z)de= f &M b pei® ) ire™ ao
r ]

olur ve buradan da

™ : i s
| f JmE” o pei®) ine® gy } = f ’ B b e ing® | ay =
0 0
% 7
— f }er‘mR c0s 0—mR sin @ F'( Re:‘ﬁ) iRei® dﬂl= f e—mR sinBlF(ReiB)lR de
0 0
X
b1 2
=< anl e—mRsin® gg.. _gg,? e—mRBsin0 gg
0 0

Sekil. 13. HI

olur, Fakat 0<0=<%/2 icin daima sin 0=20/x dir. Buna binden
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w s
2M . 2 M
= f (,——-mR sin 8 do < ;ﬂl ./ 0—2mRB/1t da = mRﬁ*l (1— (;.mmR)
0 0

bulunur ki R -> oo igin bu ifddenin sifira gidecegi de dsikdrdir. Bu
itibarla (111.10.1) e binden

-0
f ef™* F(x)de= 2ri Z A
— k
olur.
MISAL: 1. m<0 olmak iizere:
A o2
cos mx ——
f i1l dx=mre
— 00

oldugunu gdsteriniz.

Bunun icin

4) etMz dx
22+1
Ly

integralini géz Oniine alalim. Integrantin I'4-y cevresi i¢inde 2=1i nok-
tasinda basit bir kutbu vardir. z=1 deki rezidii

imz 2 e m

a ‘ - e
l — ———
) e = o

dir; diger taraftan rezidii teoremi geregince

Lem emrdy %fe"m‘fdw
R =T “ff) 711 pl) W T

Y+7r Y

R

™z dz | o\ cos mx dx f sin ma dx /
= lim +0
+ .[ Z+1 Y Rooo ! f 1 T z’+1 )

F 11
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e +e
_ cos ma de +i sin mx de
- f w241 #*+1

—l —0

olur. Bu ise, bir egitligin her iki yamndaki reel kisimlarin biribirlerine
ve sanal Kisimlarin da gene biribirlerine egit olmalar: gerektigi pren-
sibine gore,
4o o
cos me de —m sin me dx
J ST e [ SRS
—
oldugunu gostermektedir.
+0

. % 8in ¢ . -
MIBAL: 2. f e e 3 dx integralini hesaployinez,

Bunun i¢in gene Sekil: IIL10 daki cevre lizerinden
2 emz

2?4225
Ty

daz

integralini goz Oniine alalim. Integrant zs==-—112{ basit kutuplarim haiz
olup bunlardan ancsk 2=—2{ kutbu v+ cevresi igindedir ve buna
tekaabiil eden rezidii de

¢ i g g €T
Gritonari—gy s = i+ —

A_y= lim 2 (z+1—2i)
g~ 143

dir. Su hilde;
wem§ 10 6—~21c

%z
- = - 2 __e__“____________ = ‘_‘EF_ e— "'""2'E — § M

s _ g f ze""dzg
“%éi't‘m? f+I-‘/‘%_—RliEco§f Z+2%245 ) PT2%+b
Y

—

dir, R-—»>o igin I'" izerinden alinmig olan integralin deferi sifira git-
mektedir. Su hilde limitte



Komplelts Degigkenli Fonksiyonlar 183

) o

+
x 008 w2 dx f x sin %z da
+4
—00

5 (12 e "=

el

o+ +5 2+ 2w +5

ya da
+-co Al
f weosmrdr _me 2F @ sin ne do
x?+2c4+5 =~ 2 '’ z?+2+5

—_ 0

we 2w

bulunur,

-~

MIBAL: 8. f E"%i dw=325— oldugunu gdsteriniz.
0

Bu integrali hesaplamak igin

etz de

2
Y4+ +C+T

integralini goz Oniine alacagiz. Integrant z=0 da yani tam reel ek-
sene tekaabiil eden gevre pargasi iizerinde basit bir kutbu haiz oldugu
igin, bu integrali hesaplarken Sekil: III.14 deki, =0 1 cevre digL bi-
rakan Y +C+v+T gevresini goz Onlinda bulunduracagiz. Sekildeki
cevre iginde analitik olan integrant tekil noktaya sahip olmadigmdan
Cauchy - Goursat teoremine gire

~g

iz ix iz
0= § 8dz=lim§fedm+f6dz+
C

2 @ z
v+ C+y+4T l::? —R
® i
e*dx f e® dz g
R R
g T

olacaktir. Buradaki son integral Jordan lemmasina binien R - 0 igin
sifira gider. € iizerinden olan integrali ¢ > 0 igin hesaplamak {izere

z=:g6"0 vazedelim. Bu takdirde
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0
iz feel id s
lim f EB o yim [ R i [ieeean=
g-sl} - zZ E—P-O - EBI S_FO
0
=4} fl Q=i
™
Imiz)
(r)
(c)
(v // ’\ {r)
> S =
-R - ¢ D +¢ +R Re(z}

Sek. IT1.14

olur. Diger taraftan (—R, —¢) limitleri arasinda alinmig olan integ-
rali alir da & i —x e doniigtiiren bir doiniiglim yaparsak limitler bu
yeni degigken igin (R, ¢) olurlar. Su hilde y ve v~ iizerindeki integ-

rallerj
- R »
"‘dm_*_f e”"dsc__f e % dw +f e da
% ©

e i elx %
z___f dw+f d:z:_f e dac-~2 f sm@ﬁd
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sonucuny verirler. Boylelikle Cauchy-Goursat teoreminin neticesi ola-
rak yukandaki sonuclar da goz dniinde tutularak

R
1im§2€f 8ing e inl=0
R—+o { ®

g0 &

yani

bulunnur,

(1IL.11) DALLANMA NOKTASINI HAIZ FONKSIYONLARIN BELIR-
LI INTEGRALLERIL,

Simdiye kadar hep holomorf ve meromorf fonksiyonlarin yani
tek-degerli fonksiyonlarin integrallerini gz oniine aldik, Bu paragraf-
ta ise dallanma noktasim haiz fonksiyonlarin yini gok-deferli fonksi-
yonlarin integrallerini inceleyecegiz. Simdiye kadar Ogrenmis oldugu-
muz integrasyon metotlari bu hile de uygulanmaktadirlar; ancak, bil-
hassa integrasyon cevresini segerken gok dikkatli davranmak lazimdir,
Bunu en iyi bir gekilde bir misél {izerinde bllfill gdrmek i¢cin mese-
14 merkezi orijinde olan B yarigaph € dairesi tizerinden

45 Vzdz
C
integralini hesaplayalm,

@)= \/E, evvelce de gormiis oldugumuz gibi ¢ift kath bir fonk-
siyon olup z=0 noktasim dallanma noktasi olarak kabul eder; yini
eger 2=Re!? vazedilecek ve muayyen bir Zy=R el degerinden hare-
ket edilecek olursa argiimentin 8,+2r degeri igin f(R, 0,4+ 2m)=V RX
X exp [(i@u,/2)+€1e]=—\/§ exp (i0,/2) =——f(R, 8y) ve 0;-+2.2x degeri icin de
gene f(R,0;+4n)=f(R, 0,) bulunur, Yani fonksiyon, argiimenti 2n kadar
artfikca haiz oldugu iki tabakali Riemann yiizeyinin bir tabakasindan
miitelkip tabakasina gegmis olmaktadir, Ba itibarla meseld
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00+2Tc eo_l_zn
I= & \/},sz = f \/ﬁ %2 ;Rei® do = ,_g_ R l 323{’]{2]
C Do 0,

= %_ R 8:'390!2

olacagindan, integralin hem: 1) gevre {izerinde hareket edilen nokta-
ya ve ¢evrenin yar: ¢apina, ve hem de: 2) bu noktada integrant igin se-
cilen kol'a (yani Riemann ylizeyi tabakasina) bagit olacag agikardir.
Bu itibarla, icinde dallanma noktalar:i bulunan bir ¢evre boyuncs f(2)
gibi bir fonksiyonun integrali ancak fonksiyonun kolu (yani haiz ol-
dugu Riemann yiizeyinin fabakalarindan biri) ve 2 nin g¢evre iizerinde-
ki hareket noktasi tasrih edilmezse tiyin edilemez. Pratikte, dallan-
ma noktas) veyid noktalarindan itibaren, gevre iizerinde hareket etti-
gi vakit, 2 nin bir Riemann tabakasindan bir digerine gegmesine mé-
ni olacak gekilde uygun bir kesim yaplir, ve hareket noktast olarak

da bu kesimin dudaklarindan 2 nin pozitif y6nde gevreyi dolanmasim
miimkiin kilacak olam segilir.

Meseld f(z) ile n-kath bir fonksiyonu gosterelim; &yle ki bunun
dallanma noktas: meseld 2=@>0 da bulunsun ve fonksiyonun kom-
pleks diizlemde de m adet kutbu mevciid olsun. Bu takdirde uygun bir
cevre Sekil: 1ILL15 de gosterilmigtir.

z=a dan 2=R ye kadar olan bu kesim gevre iizerindeki 2 nin f(z)
fonksiyonunun hep ayn bir tabakasinda kalmasim saglar., z eger kesimin
ist dudagindan hareket eder de cevreyi tamamladiktan sonra kesimin
alt dudagina erigirse AB boyunca f(2)=f(x} olan fonksiyon DC boyun-
ca f(2)=flawe?™)kf(x) olur. Gbz tuiine alinan K =AB+T'+ DO +v gevresi
iginde artik birbigim bir meromorf fonksiyon olan f(2) ye rezidii teo-
remi uygulanabilir ve

R R0

27:%2 4 ®= lim @ flz)dz= lim § f fx)dx + j fe)dz
k=1 e-+0 K e=+0 AB by

+ f fl@) e2™ndy 4 f f(z)dz
DC 0'e

yazihr,
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Bu miildhazalar1 daha miigahhas kilmak amaciyla bazi Ornekler
verelim :

MISAL: 1. Merkezi orijinde bulunan, yarigcapr 2 ye egit bir T
cemberi boyunca
éln(zz;_l) d2

T

integralini hesaplaywmz. 2 =2 noktasmmdan ve logaritmanin birinci
Riemann tabakasinda bu noktadaki dederinden hareket ediniz.

Im(z)

Re(z}

Sek:l 111, 15

Sekil : TIL15 i goz Oniine tutarak ve integrantin 2=0 daki ¢ift kat-
It kutbuna tekaabiil eden rezidiiniin de —~—1 olduguna igdret ederek,
rezidii teoremine binien

1
i (1) = ne—1) . + In (x—1)+2mi_ dot [ (z—Ddz
2t P
2

el
Y

2
" f ln(m;;—l) da
i
1
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olur, vy iizerinden alinmg olan integralde z=1+4¢e¢ vazedersek

2r

. In (z—1) . f In(e€'®) iee®do
I f ———dz= hm -
i 2? £ 0 {1+
Y
2n 0
. {(Ine+i0)ice’ db
= lim - =0
£ 0 (1+=e®)?
0
olur., Buna binaen
1
— i
—2m‘=f 1-‘—‘-%,—1—)_ dz+f S da
T 2
ve dolayisiyla
f ~—ln—(zj——£-dz=—2ni+ﬂi=—1ti
r
bulunur.
MISBAL: 2. 0 <p <1 olmak iizere
im(z}
r)
{ {"\B - A
-R N c Relz)

Sekil III1. 16
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o
f 2 ldy _ 0m
1+x ~  sinpn
0

oldugunu gosteriniz.

—1
(&)= 117 fonksiyonunu goz oOniine alalim. Bunun 2=—1 de

A_,= —e'P* rezidiilii basit bir kutbu ve =0 da da bir dallanma nok-
tas1 vardir. Fonksiyonu birbicim kilmak igin Sekil: II1.16 daki kesimli
gevre goz Oniline alimir. Rezidil teoremine dayarak f(z} nin, icinde ar-
tik imiform bir meromorf fonksiyon oldugu bu gevre lizerinden integrali

_ p—1 p—1 2miyp—1
2mi(— &%) = lim P22 = fim % f 2 d” f (we 42
R-+w 142 R 1+xe?

c»0K gE—0
p—1 p—1 —np-1 l(p——-l)ﬁ i
+fz dz+f93 da:_hmgf(Re)P s(Rs)edB
1+2 142 R+ 1+ (R—e)
Y BA E—=0
R
f aﬂ"’"l 6:211:(;:—1) f Ep—-l ellp—10 § ¢ 0i® Jo f P~ da %
dag— . h + e
1+4ge'® 14w
R
2 p—1 idm > o1
— - p p—
_0.__[ o le x dx_}.oa
1+ 14
0 0
—1
anpl f :cP dz
(1 —e ) 14z
veyd
-] .
af ldo_ 2miePt 2mi 67 _ 2w
142 1 — g2ip® eP™{eP™ — g—irT) 2 gin pw
0=
" ginpw

olur,
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3 2 —
MISAL: 3. I= f \/:;_:_1 9 z) dx integralini hesaplayinez.

VaEad=z) A
fzy = At fonksiyonunu gdz Oniine alahm. Bu fonksiyon

z=—1 de ii¢ kath bir kutbu haiz olup buna tekaabiil eden rezidiisii de

2 3 () 35
A= lim 3 1 %[(l-l—z}‘" Vel (i—2) ]< \/2 ¢—2mif3

z+—]

2 a+2?® |5~

Re(2)

Sekil IIL 17

diir. Bundan bagka z=0 ve 2=1 noktalari da f(z) nin dallanma nok-
talaridir, I yi hesaplamak igin uygun bir gevre Sekil: IIL17 de gos-

terilmigtir. Bu gevre iginde f(2) birbigcim bir meromorf fonksiyondur.
Rezidii teoremine dayanarak
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I AB Y'

e—+( g—0
1—e
Ve (1—Re® iRe®d0 [ VrE(i—m)
* c':() * #rgin:o [ (1-+Re®)? * avap “
! =0y ¢
2
3 e e
+ szez‘q’(l——-ae“?) ice'? do i3 3\/:1;2(1—-90) d |
(1+€%)° (1+x)® i
0 1—c
i =)
_ C*A—%) . o amif3 2H(A—~2x)
=0+ f At de+0—e 1t o) dox
0

1

= (1—e2mil3) f Vo (l—a) doc
0

A+x)°

bulunur, Bu hesap sirasinda exp(2né/3) carpaninin ortaya ¢ikisi, v cem-
beri etrafinda 2r kadar doniildiigtinde integrantin =1 deki dallanma
noktasi dolayisiyla f(2) nin ikinci koluna gecilmis olmasindandir. f(2)
fonksiyonu iist {iste ii¢ tabakadan miitegkkil olup # nin argiimentinin
z=1 dallanma noktasi etrafinda her 2n artiginda f(2) nin argiimenti
de exp (2ri/3) kadar artmakta ve 2=1 etrafinda Arg (z) nin 6% artma-
sindan sonra ancak f(2) esas koluns avdet etmektedir.

Bu siiretle, sonug olarak,

1
f Vi—z) . T2
(1+x)° 18¢/3

bulunmug olur.

(111.12) BROMWICH CEVRESL.

Bromwich gevresi. Sekil: III.18 deki gibi, (@ —4 ) noktast ile
(@+i90) noktasim1 birlegtiren ve gz Oniine alinan fonksiyonun biitiin
tekil noktalariui solda birakan bir dogrudan ibérettir.
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F(z) ile biittin tekil noktalarn Bromwich gevresinin solunda kalan
bir fonksiyonu gdstermek iizere

im a+io0

0 a Re(z)

Seku : Il 18

a +ic
[ = F(z)ei® dz (1IL12.1)
2rt .
a—rIoQ

geklindeki integrale Bromwich-Wagner integrali denilmekte olup buna,
integral dontiglimlerle ¢tziilen problemterde ¢ok rastianir. Bromwich-Wag-
ner integralleri, fonksiyonlarin Fourier ya da Mellin doniigmiiglerinin
hesabinda kargimiza ecikar.

F(z) sidece kutuplari haiz bir fonksiyon oldugunda Bromwich gev-
resine esdeger bir gevre Bromwich gevresini kirig olarak kabul eden

ve yarisi sanal eksenin solunda kalan ¢ember pargasidir, (Bk. Sekil:
111.19).

at-ico
1 e*t
2mi Va+1

a—ioo

MISAL: I= dz yi hesaplayalvm,

Burada integrant z=-—1 de bir dallanma noktasini haiz olup bu-
na tekaabiil eden Riemann yilizeyi de iki tabakalidir. Su halde — R
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den —1 e kadar bir kesim yaparak fonksiyon birbicim kilimir. Bu tiir-
i elde edilen ABDEFGHJKA kapal cevresi icinde integrant herhan-
gi bir tekil nokta ihtivi etmemektedir, Su hilde Cauchy - Goursat teo-
remine gore bu (C) cevresi iizerinden alinan integral sifirdir:

Im{z2)
/ /‘:"‘ | 4o q
y N g+ioe
//
/ O A
|
{ o Re(z)
i
\ O
\\
/G—Im
\\\"\.‘., .--f’/

Bu ise
o=g=tim | [ f+fxf+f+]]
~+ G0
C g-+0 AB BDE EF FGH HJ] JKA
demelktir.

BDE ve JKA yollari hoyunca 2= Re'® vazedecegiz, Bunlara tekaabiil
eden integrallerin limitleri de sirasiyla (6, ® ve (—=x,2n—0,) olacak-
nr. Ancak, B~ = igin §, > 7/2 olduguna dikkat etmek l&zimdir.
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Imi{z)

{c)

O+H0

;

/. o
| 72y
: -1

Sekil : TI1.20

Re(z)

FGH yolu igin 2+1=-5¢!® vazedilecektir, Bn yola tekaabiil eden
integralin limitleri de (4w, —x) dir; dz=4iee!® d? olur.

BF yolu icin 2+1=pe'™=—p vazedecediz. Buna gére Vz +1=

« T

.
=ype 2 =i/p olacak ve z icin integralin (—R, —1-g) olan limitle-
ri yeni integrasyon degigkeni igin (R—1, ¢) olacaktir.

irn
HJ yolu igin 2+1l=pe  T=—p ve Vo t+i= ﬁezz-—i\/? dur, p
degigkeni icin limitler de (z, R~ 1) olacaklardir. Son her iki yol igin
de dz=—dp dur.

Bunlara binfien
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atice i £

0 Jim { etds | [ _oBNirdtay [ o4 —gp)
;"‘L] Vz+1 VRe®+1 iVe
07" G —ico B R—1
— R—-1 2n--0,
+ ef(zei‘P:l) icel?® do + e f(l-—i—P)L:dp] N etRefemeiB a9
¢ ¢10P2 —ive VRe® 11

i g T

olur.

Bunlardan dordiincii integralin £ > 0 icin sifir oldugu agikardir.
Tkinei integralin B> « igin sifira gittigini gostermek amaciyla her

geyden Once Sekil: II1.21 e gére «72:— =0=x icin
_2% +1zZcosd
¢

egitsizliginin gegerli olduguna dikkati gekelim. Buna gire
3

IaN

Sekil : IIL.21
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™

|
< lim 2. f GReosOgy | <

R—-ma!/R /2 '

. ™
= lim R (1 “6"t3)=0

R-»co
olur. Gene Sekil: ITI.21 den gortildiigii gibi n <0 = %—t— icin

— —3 = coab
T

dir, Bu egitsiglikten faydalanarak benzer gekilde altinci integralin de
B —» o igin sifir oldugu kolayhkla teshit olunur. Buna gire

rHe f (D) R e
-t [T} I - —t 12 B .
0=ﬁm§f e"dz_!_fe ._Edp)_]_fe Ma{-«dp)
Rre0 Vaz+i ive ive
g—){' ar—ixo

a+iw R—1

R~
st ~—t(1+p) -"ffl—-}-P)
=ﬁm§f e” dg +_1T_fe TP dp _}_f dpg
R-+ Vz+1 & Ve L

ot g et (1+P) —1p
f ° f —— dp=2ie™"! dp
a—iw \, g+ \{ e

H 0

olur. Simdi \ p =u vazedelim; dp/2\ ¢ =du olur ve hdylece
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a-}ieo o

1 e”t - 1 s} f — fn? _ e"‘
—‘;gtf{* f m deg= P, 2ie 2¢ du= m
0

a—ico

bulunur,

(IIL13) ARGOMENT PRENSIBL.

T ]

kok ve z=b noktasim da p-ninci mertebeden bir kutup olarak kabiil
eden ve z=b noktas: hari¢ analitik olan bir f(2) fonksiyonu goz Onti-
ne alalim., Bu takdirde

1 @z ,. .
"o émf(z) dz=n—p (I11.13.1)
T

oldugunu gosterecegiz. Bunun igin 2==a ve 2=>b nin etrafina kapah ve
biribirlerinin kesmeyen v, ve v, cevrelerini gizelim. Buna gire

1 @) . 1 ¥ 1 ()
pEe o %= om o Pt om )

r b T2

dz (I11.13.2)

yazilabilir. Diger taraftan z=a¢ da =n-ninci mertebeden bir kik oldu-
guna gore f(z), F(z) ile analitik ve v, icinde sifirdan farkh bir fonksi-
yonu gistererek,

f@)=(z—a) F(z)
yazilabilir, Buna goére

f(R _ F® n
@ ~ F@) T a—a (111,13.3)

olur. f(z) fonksiyonu 2="b de p - ninci mertebeden bir kutbu haiz oldu-
gundan bu nokta civarindaki Laurent serisi

A,
2—Db)p

A_pi
(z—b)r!

-
2—h

fley=— + S + A+ Ay(z—b)+ - + -

veyi .
. 12
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1
(z—Db)P

f(r) = [A_p+A_p+,(z_b)+ co

.+ A_2—bP 1+ Az—b)P+ - - '-Iz (_z_‘_;"_{_%_p

seklinde olup G(z) fonksiyonu da &asikdr olarak vy, icinde analitiktir.

Buna gore

') _ G@ _ p
) ~ G z2—a

(I11.13.4)

olur. Bu itibarla (II1.13.2) ifidesi de (I11.13.3) ve (II1.13.4) iin 1m131 al-

tinda
1 fizy ., 1 F(z) 1 n
i P o P om é Te) %t om fﬁ a—a Wt
iy Y1 T1
1 G ., 1 P o
+ 2 G(2) dz 27 ﬂs z—b dz=n—p
T2 Y2

bulunur; zird F'(2)/F(z), v; de ve G'(2)/G(2) de v, de analitik oldukla-
rindan birinei ve liglincit integraller Cauchy - Goursat teoremine gore
sifirdirlar. Diger integraller de (II1.4.3) ¢ dayanarak kolaylhkla hesap-
lamrlar,

Eger f(2) fonksiyonu T iginde cok kath koékler ayr ayri sayil-
mak ve p=1,2,..-,%k olmak iizere n, gibi k adet kokii, ve, gok

kath kutuplar da ayr ayri sayimak ve v=1,2,:-.:, { olmak iizere
P, gibi 1 adet kutbu haiz ise bunlar biribirlerini kesmeden gevreleyen

kapall basit egrileri sirasiyla Ty ve vy ile gostererek

k
1 [ /@ . 1 [ F® e
smi P i) dz“z S 98 flz) %% +sz 951'(2)
r =1

T v=1 Ty
k I
= 2 Ny, — 2 Dy
p=1 v==}

oldugu kolayhkla benzer gekilde ispatlanmmr.
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(IIL.14) ANALITIK DEVAM

Analitik bir f(2) fonksiyonu 2=0 noktasi civarinda ve B varigs-
pim haiz bir yakinsakltk dairesi iginde hir kuvvet serisi geklinde ve-

rilmig olsun. f(z) nin z=2; gibi bir tekil noktas: bu dairenin ¢emberi
fizerinde bulunsun.

|2| <R iginde f(2) nin biitiin mertebeden tiirevieri bilinecegine go-
re bu tiirevleri |2| <R icindeki meseld bir 2=2, noktas: icin degerlen-
dirmek kaabildir; boylelikle f'(zy),  « -, f®Xzy), - - - bilinmig olur. Bu tak-
dirde 2=z, a8 gore

) = Z -ﬁ%—"l— (2—2p)"

n==0

Taylor acihmi yapllabilir. Bu serinin B, yakmsakhk yaricapt 2=z,
noktasi ile en yakin tekil nokta, yéni 2=g., arasmdaki uzakliktir.
Boylelikle analitik f(z) fonksiyonu haiz oldugu [2|=R yakinsakhik dai-
resi digina devam ettirilmig olur. Hattd 2z=2, noktasm [¢|=R, iginde
olmak iizere z=g2, deki tekil noktadan sonra gelen en yakin noktanm
2=z, e uzakhfim B, yarigapr olarak kabul eden bir daire daha ¢izile-
rek ve bu daire igcinde bagka higbir tekil nokta bulunmamaeina dik-
kat ederek f(z)yi analitik olarak kompleks diizlemin, f(2) nin tekil

o —

— —




o

L m‘:ﬁr

noktalart hiri¢ butlin noktaiarina bu gekilde biribirlerf fizerine binmig
yakinsaklik daireleri yardimiyla tegmil etmek miimkiin olur,

MIBAL : Bimdi bir misdl olmak ve analitik devams daha mii-
sohhas bir targda anlamak giéyesiyle

[}

] —— )
1) 2—2.3;1- ve 32) 2 ((z ;;4-1

n=0 n=0

serilerinin Dbiribirlerinin ansalitik devamlar olduklarimi gosterecegiz.

Bu serilerin yakimsak olabilmeleri igin ardigk terimlerinin oram-
nin mutliak degerinin 1 den kiigilk olmam lizim geldigi Analiz dersie-
rinden bilinmektedir. Buna gire 1) ve 2) serileri igin

$n+1
Y
1) p <1 yéni |2]| <2, ve

e ——

2»

(g____i)n'i-'l
(Z—ipe
2) *‘"*&*:"_;)-;‘r“ <1 y&ni je—il < V2

(@—i)p

olmahdir. Su hilde : 1) serigi igin yakinsakhk dairesi |z} < 2, ve 2) se-
risi igin de yalnnsakhk dairesi |s—&| < B dir, (Bk. Sekil: HI28) Bu
takdirde her iki seri de sirasiyla: 1) igin, ilk terimi 1/2 ve terimlerinin

jimi{z2)

3 ] iz2-if=\%

42

-2 2 % Rﬁz)




wilgterek carpam 2/2; 2) igin ilk terimi 1/(2—i) ve terimlerinin miig-
terck carpam da (z—{)/(2~i) olan geometrik serilerdir ve dolayisiyla

o 1
2" 2 _ 1

8y(2)= Z s 2z

n=z() 1— ?

- ES

_ (z—i)* 2§ _ =8,(z

8A=)= @—g)=tl 1 PO B 1(2)

n=0 =

bulunur. Su halde her iki seri de ayr ayri yakinsakhik daireleri icin-
de aym 8,(2)=8,(2) fonksiyonunu giistermekte olup biribirlerinin mii-
tekaabil yakinsakhk dairelerine analitik devamlarim tegkil ederler. Se-
kil: 1,23 den de gOrildiigl gibi her iki yakinsaklhik dairesi z=—2
ve 2=2 noktalarnda biribirlerini kesmektedirler. Diger taraftan da
son hesap #=2 nin her iki seri igin de tekil nokta oldugunn goster-
mektedir.

Her analitik fonksiyonun, haiz oldugu yakinsakhk daireési digindsa
analitik devamimn, gercgeklegtirilemeyecegi Agikfrdwr, Ozellikle tamm
bolgelerinin sumr: sirf tekil noktalardan miitegekkil fonksiyonlarin bu
sinirin disina analitik devamlart imkénsizdir. Misél olarak

o0

fR)=1+2+2 24204 <+ -+ =14 Zzﬂ" (IIL.14.1)

n=0

fonksiyonunu gz Oniine alahm. Bu takdirde z=1 igia bu serinin top-
lami sonsuz olur ki bu da bu noktanin f(z) igin tekil bir nokta oldu-
gunu gistermektedir, Fakat aym gey z°=1 igin de dogrudur, zird

f@=z+f(z%H
yazilabilir, 22=1 icin de f(?) sonsuz olur, Kezd

f(R=2+2%+f(z")
f(@y=242*+24 f(2°)
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yazilabilecegi igin z=1, 2?=1, g=4=1, 28=1,....4lh - - .igin hep f(z)
tin tekil noktalar: elde edilmig olur. Ote yandan bu tekil noktalarin
hepsi de |z|=1 dairesi iizerindedir ve kolayea gorildigi gibi |z|=1
iizerinde bunlardan o« tdne mevelittar. Bu itibarla (111,14.1) fonksiyo-
nu [¢{=1 dairesi digina analitik olarak devim ettirilemez. Ciinkii bu
ig igin Sekil: III.22 deki gibi |2{=1 dairesi icinde muayyen bir z=2,
noktasini merkez kabul ederek cizilecek ikinci bir daire ister istemez
|2|=1 in tizerindeki tekil noktalardan o tinesini ihtivi edecektir.

Tabii akla simdi belirli bir f(z) analitix fonksivonunun anali-
tik devaminin tek olup olmadigr svali gelebilir., Yéni bir bdigeden di-
gerine 1ki farklh yol boyunca analitik olarak devam ettirilen f(z) fonk-
siyonunun acaba neticede tegmil edilmig tanim bolgesindeki degeri ve
tiirevieri yola tabi olacak mdrr?

Baz gartlar altinda analitik devamin tekligi kolaylikla ispatlana-
bilir. Bunun icin dnce belirli bir B blgesinde analitik olan ve CcB
egrisi iizerinde Ozdeg olarak sifir olan bir f(z) fonksiyonunun biitiin B
bilgesinde de sifir oldugunu gdsterelim. Bunun igin, Sekil: I11.24 deki
gibi, {C) tzerinde bir 2, noktasi se¢ip bunun civarinda f(2) yi Taylor
serigine agahim:

Sekil: III. 24

) (zg)

[@)= fz)+ £ (2) (z—2g)+ - - - +7—5

{&—zg)°+ - + - (111.14.2)

olur. Fakat f(z) fonksiyonu € {izerinde t6zdeg olarak sifir oldugundan
C ye ait biitiin noktalardaki biitiin mertebelerden tlirevieri de sifir ola-
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cak ve dolayisiyla (v) yakinsakhik dairesi iginde (IL1.14.2) dolayimyla
f(z)=0 olacaktir. Eger (C) egrisi kapali bir efri olsaydr (C) tlizerinde
f(z)=0 olmas dolaywsiyla ve minimum modill teoremi geregince (Bk.
Problem : 24) C nin iginde de f(2)=0 olmasi temin edilmig olacakti. Bdy-
lelikle, € nin kapali olmadig1 h&l igin v icinde ve kapal oldugu hil igin
de C nin icinde bagia bir egri yay: seger ve onun {izerindeki nokta-
lar igin yukaridaki iglemleri tekrarlarsak f(z) nin biitin B héolgesinde
Ozdeg olarak sifir oldugunu gosterebiliriz.

Simdi B bélgesinde analitik bir fonksiyon olan f(2) nin analitik
olarak devam ettirilmig oldugu B; ve B, bdlgelerini gtz Oniine alalim.
f(2) nin B, ve B, analitik devam f(z) ve f,(2) fonkeiyonlarim vermis
olsun. Diger taraftan B; de B ile arakesidi bog olmayan {(BsNB=£0)
B, ile B, nin arakesit ciimlesi olsun: By=B,NB;. Eger [i(2) ile f,2)
nin By iin B ile ortak olmayan kisminda biribirlerine 8zdeg olduklarini
gosterebilecek olursak B de analitik olup da ayri ayr: yollarla elde edi-
len f(2) nin analitik devAmimn tek oldugunu ispat etmis olacagz.

Sekil : IIL.25

Bunun igin iki analitik fonksiyonun farki olan f,—f, nin B, de
analitik olacagina ve listelik de Bjile B nin arakesit ciimlesi igin Gzdeg
olarak sifir olacagina nazar-1 dikkati gekelim, Yukarida igpat etti-
gimiz hususa dayanarak Bg iin bu alt ciimlesinde &zdeg olarak mfir
olan f,—f, farki By lin gu hflde biitiin noktalarnnda Gzdeg olarak sifir
olacaktir, Bu ise f(2) nin B;e analitik devamm olan f{2) nin f(2) nin
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B, ye analitik devimi olan f.(2) nin amalitik devim oldugunu yini f(2)
nin gnalitik devimmn, B ile B, iin arakesidi bog bir climle olmadi@:
takdirde, tek oldufunu ispatlamaktadir,

PROBLEMLER

Problem: 1.

Problem : 2.

Problem: 3.

Problem: 4,

w3 =2z fonksiyonu veriliyor. Saatin aksi yoniinde, orijin
etrafinda dénillduigii vakitl,2,...ilh, .. devir sonra w nin
z, de aldig1 degerleri bulup, forksiyonu birbigim kilmak
igin ne ldizim geldigini gGateriniz. (Bk. Sekil: 1I1.26)

‘Im(z)
{r)
ry Z
01 -
L‘/ Re(z)
Sek. I11.26

g% . gt =gl T, |gfl=g%, ve k=0, 1, %2,... igin
e*H2kni — 7 gldugunu gbsteriniz,

sin 2 ve cos 2 nin kdklerinin reel olduklarim ispatlayip
bu kokleri bhilfiil bulunug,

z=r(cos 0+ 8in 0) ve w=u-+4v olmak iizere z=e¥ ise
u=In r ve k=0,% 1,% 2,--- olmak flizere v=0+2k=,
yini

w=In z=In r4-4 (0 +2k7)

oldugunu gosteriniz,

Buna gire lno(1-—4) nin degerlerini ve Yzellikle saas
degerini tiyin ediniz.
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Problem: 5,

Problem: 6,

Problem:

Problem :

Problem :

Problem :

Problem:

Problem:

Problem:

7.

8.

9.

10.

11,

i2.

.k_3|

f(z)=In 2 fonksiyonunun 2=0 da bir dallanma noktasim
haiz oldugunu gosteriniz.

w=f(z)=\28+1 fonksiyonunun z=+i de dallanma nok-
talarini haiz oldugunu ve bunlardan herhangi birini do-
lanan bir egri fizerinde tam bir devrin w nin degerini
degigtirdigini fakat her iki dallanma noktasim dolanan
kapall basit bir egri fizerindeki tam bir devrin w nin
degerini degigtirmedigini gisteriniz.

lim f(z)=lim {z®=2,® oldugunu ispatlayip neticeyi geo-
Zz—+Ey Z—r2zg
metrik olarak yorumlayimz.

. Bpt223 4 822—22+5
lim 3 —

z—+i ot

w444

oldugunu ispatlayimsz,

- . .
lim — nin meveild olmadigim ispatlaymiz.
z—0

f(2)=2? nin |z|<1 icinde birbigim bir gekilde siirekli ol-
masina kargiik f(z)=1/2 nin aym bbigede birbigim bir
gekilde stirekli olmadigini gosteriniz.

w=y\ 2 + /2 fonksiyonuna tekaabiil eden Riemanu yii-
zeyinin 6 tabakayt haiz oldugunu gosteriniz

. , z 1 V3 .
zﬂeilﬁws)[z —exp{(wi/ 3)} (m) =& —4 5 oldugunu
gosteriniz.

jg|=1 dairesi iginde dért nokta harig f(z)=2/(z*4+1) fonrk-
siyonunun siirekli oldugunu gosterip bu noktalar: he-
saplayiniz,

Problem: 14, f(2)=32—2 nin |2|=10 iginde birbicim sekilde siirekli ol-

dugunu gisteriniz.
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Problem: 15,

Problem : 16.

Problem: 17.

Problem : 18.

Problem : 19.

f(2)=u(z,y)+ i v(x,y) vazederek f(2) nin bir (I') egrisi bo-
yunea kompleks egrisel integralini ayni egri boyunca
bir talim reel egrisel integraller cinsinden ifide ediniz.

f F2)G ()2 = F(2) G{z)— f F(2) G2)dz

kismi integrasyon formiiliinii tesis ediniz, ve
2x
f z* gsin 4z2dz  ve f 22 gin 4z dz

0

integrallerine uygulayiniz.
+1
I= f i_—z—}: dz integralini, integrasyon yolu [z|=1 dai-
1—

resinin iist yarist olmak iizere hesaplayimz. Eger in-
tegrasyon yolu |2{=1 dairesinin alt yarisi ise I nin de-
geri ne olur?

(T) integrasyon cevresi |2 =1 dairesi olmak {izere
Cauchy - Goursat teoreminden faydalanarak

=-Z ., f@=ze*, Ho)=—rs
f@) =g f@=2e 0= 9

f(2)=sechz; fR)=tgez; f(2)=In(z+2) icin

f f(z) dz

yi hesaplayimiz.

k=1,2,- - -.n olmak fizere I’y lar, ayni hir kapali T eg-
risinin belirledigi i¢c bolgenin tamamen icinde kalan ka-
pah egriler ise, f(z) bu g¢ok bagiml bolgede analitik
bir fonksiyon oldugunda,

é f(2)dz = é J()dz
T k... T,

bagintisinin gecerli oldugunu gésteriniz.



Problem: 20,

Problem: 21,

Problem: 22.

Problem : 23,

Problem:; 24.

Problem: 25.
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T ile |2|=2 cemberi gisterilmek fizere
2 1
fe)= §) 3¢ +7?;+

fonksiyonu veriliyor. f{1-—i) yi hesaplayimz.

Cauchy integral formiilii araciligiyla, =+1 ve y==%1
dogrulariyla tegkil edilen gevre iizerinden

3 z
§31nz de: ﬂ;coszdz; é € dg : § coshz ..
J P z i z

r r z"’"'z r

integrallerini hesaplayiniz.

Integrantinl Once basit kesirlere ayirip sonra da Cauchy
integral formiiliinii uyguluyarak |¢{|=2 cemberi fizerinden

i§=+c a

integralini hesaplaylmz. Bger I' egrisi [{—1|=1 cembe-
ri ise integralin degeri nedir?

i2|=1 tizerinde

3224 22—~1
2

dz
r
integralini degeriendiriniz.

[f(2) nin f(2) nin analitik oldugu bir bdlgenin bir ig
noktasinda minimum ya da maksimum deferine erigip
erigemeyecegini tartigimz. (Minimum ve maksimum mo-
diil teoremleri).

a) |2gj=1 gemberi fizerinden

z [
21. Ef) £ dz ve ﬂ;sinzdz
7148 1 b7

6

integrallerini:
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Problem: 26.

Problem: 27.

Problem: 28,

b) Tepe noktalar 244 ve —2+{ olan bir dikddrtgen
ile —i, 2—i, 244, i olan dikdirtgen lszerinden

1 COS T2
2ri o1
T

dz

integralini,
¢) |z—1|=4 cemberi ile |2~2|+|2+2|=6 elipsi iizerinden

3z
é i ~ 02
=Tt

T
integralini, ve

d) |2|=5 cemberi lizerinden de

é sin3: e
r fto

integralini hesaplayiniz.

js—a|=p dairesinde analitik olan bir f(z) fonksiyonu
icin, |f(2)| =M olmak fizere, n=0,1,2, - - igin

M-n!

@) =

oldugunu gosteriniz. (Bu egitsizlige Couchy esitsizligi
denir),

Cauchy egitsizligi yardimiyla, f(2)nin, sinirh (ydni M
sonlu olmak iizere |f(2)) M) ve biitiin kompleks diizlem
iizerinden de analitik ise ancak bir sébit olabilecegini
gosteriniz. (Liowville teoremi).

Agagidaki fonksiyonlar:i, igdret edilen tekil noktalar
civaninda Lavurent serilerine acarak bu serilerin yakin-
sakhk holgelerini ifide ediniz,

622
a) w , 2=1 civarinda

. i
b) (2— 3)sin 2132’ g=—2 civarinda
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c) ?—_-::—:r-l-f , 2=0 civarinda
d) d 2=—2 civarind
4+ @E+2) ' a
1
e) z=3 c1lvarinda.

22z —3)? °

1

Problem: 29. fi)=——=r"g

fonksiyonuna

a) 1<jz<3;b) [g>3;¢) 0<[z+1<<2 ve @) [z|<1
icin gecerli olacak gekilde Laurent serilerine acginiz.

Problem: 30. Asagidaki fonksiyonlari, isdret edilen nokta civarinda,
Laurent serilerine aginiz.

622

a) f(z)=—“(§_T)3; z2=1

b @)= &—3) sin —p ; 2=—2
Z)= gin ~19 > =

o) fE@="=F%; 2=0

d) f(e)= 2 ; pm=—-2
C(z+1) z+2)

) f@= e . 2=3

¢ f@=go gy - #=t

Problem: 31. f(z)= 1 fonksiyonunu

(z+1) (24 3)

a) 1< |2}<<3

b) 2>3
c) 0<le+1<2
d) j2]<1

icin gecerli olacak sekilde Laurent serilerine aginiz.
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Problem: 32, Agagidaki fonksiyonlarin tekil noktalarmm tesbit ederek

siniflandiriniz :
1 s — 2 .
&= Game—y ¢ TP T
e’ —1

fiz) = cos (zz-}-—%) i f(®)=arctg (2?4224 2) ;
2

f(z) = —

e?— 1

ASAGIDAKI PROBLEMLERDEKI INTEGRALLERI REZIDULER
METODU YARDIMIYLA HESAPLAYINIZ

® dr 2w
Problem: 33. P
0

a0

Probl 34 f 2~ T
roblem: 34, 1 2v2
0

==

dx _ 9%
Problem: 35. f (224+1) (x2+4)2 — 288
0

2n
sin 30 _
Problem : 36, m"—e- do=0
0
2n 20
. coS
Problem : 3%, f Bt 4cos0 o
)]
217

cos’30d0  3m
5—4cos20 ° 8

Problem : 38. f
0

=]

Problem: 39, m>0 icgin f
0

COS ME dw_ne"m(1+m)
(2 +1) 77 4
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cos 30 pry 135 =
(5—3cosf) 16,384

2n
Problem: 40. f
0
o

da _ /3
Problem: 41, f pesrap orie R
0

+ o
Problem : 42, f do =

|

{x2+4x+5)* 2

2
Problem: 4. f S0 =

Problem : 44. f _COS2mE e T T3
2t o2 1 2 \/ 3
0
S 20 do
sin )
Problem : 45. f 2D eosh ’ (a>|bh
0

A

[ ]
) a? do _
Problem : 46, f 1) AT ra

0

[=a)
™ V’ 2
Problem : 47, f o +1
0
=]
_ cosxdy _ ™
Problem : 48, (:1?2-}-1)2 - 9¢
0
® d
cos ax dx T
Probiem: 49. f B T Gl ¢ (a=0)
~+-c0

cos & dx T b gt
—
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cos ax dx -
Problem: 51. f (m2+b2)2 = 4b3 (1+ab) e ab . 3 (a>0 ’ b>0).

0

“+es
Problem: 52, f ‘—v;i—i%gdw=% e “sinag ; (¢>0)
—— )
~Fco
xdx ‘14
Preoblem : 53. f 1D P12+ 5

-0

x sin x dx
Problem : 54. f P+ 4)

+-e0
singdg T
Problem : 55, f m-— p sin 2
—
~}-e0
cos x dx
Problem : 58. f @ Tar+ b
— 0
- oo
de s

Problem: 5§%. f Trein’o = \/——-2-

— 0

an
2% 9
Problem : 58. a)f 1+k cosa \{1_ ; (B* < 1)
2 . g2
b)f 1+ksmB \/1—~k2'(k<1)

T

i cos 20 df o Tk o
Problem : 59. f TR T = e (@<
0
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*
. do _ 0
0

-}

kx
Problem: 61, f ¢ dx = — L ; O<k<).
1+e* sin kx

—
Problem: 62, Merkezi orijinde bulunan ve yaricaps da sirasiyla

1

2
3 3 2

degerlerini alan bir € dairesi iizerinden

I= é 2(222—1) dz
c (2*4-1) sinf;

integralini hesaplayiniz.

~f2
Problem : 68. f
0

a9 T

[

5+2cos’8 235

Problem: 64. t=tg —g— dbnligitmiinti yaparak |laj<1 igin

{2
db =
1—2a sin8-+a? = 1—a?
—Ti2

oldugunu gisteriniz,

Problem: 65, [2|=R ¢emberinin iginde ve iistiinde holomorf bir F(2)
fonkeiyonu verildifinde Cauchy teoremi araciligiyla,
|zo] <<R olmak fizere

Fla) = 1 (R2—gy2o " F(2)d2
¢ 27i (Ri—g2,™Mz—2g)
lz]=R

F. 13
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oldugunu gosterip, r<R icin bu ifddeden, Poisson for-
mulit diye bilinen

0 _ = (R2—?r) F(Re'%)
Flre®)= [ R*—2Rrcos(0— )+ 7t ¢

ifdesini gikartimz.

LI -
Problem : 66, f S0 ¥ dp=-r.

Problem: 6%, f(2) fonksiyonu {2|— o igin 27*!f(2) > 0 olacak gekilde
2 nin rasyonel bir fonksiyonu oldugunda
o

21
f xP f(x)dw= m~z A“*'l(k)
k

0
oldugunu gosteriniz.

Problem: 68. —1<{a <1 olmak iizere

~ e de 0
(1+x)} ~ sinexn

0
Problem: 69. f dm— In 2.
2
A 1
‘ L BE T 3
Problem : 70. f Finis dx 5 {In 2)
0
© (in ap? 1
: L7 SN Ry o
Problem : 71. f S rpa 4= Inx*+(n 2]
0
1
Vi—e do _ T

Problem: 72. {(t >0 ve reel).

Vo @+t? 28 yi4t
0
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Problem: 73.

Problem : 74,

Problem : 5.

Problem: 76.

Problem: ¥%.

Problem: 78.

Problem : 79.

Problem: 80.

=]
In(x®+1) de _
f ] =7 In 2.

0

Ipucu: fz)=In(z+4/(z*+1) fonksiyonunu iist yarmm
kompleks diizlemdeki R yaricaph vyarim daire fize-
rinden B —» « igin infegre edin,

w-————(ln 2y da:*ic—s
2341 8
0
< g 1 1
sin ax a
0
ow
sin o do= 1 ™
e*+1  2a 2sinh wa
0
—n<La<n olmak iizere
+e0
f ghxSinhew . sina
sinh =z~ cos ¢+ cosh )\

— a0

@0
—n2 /9
f (nw) o _—=* 2

a+1 16

— X3

oo

Gnap . 36V2
f Fr1 T e
0

{@| <1 ve b>>0 olmak iizere

o

sinh ax cos b dx = - sin on .
sinh T 2 cosan+coshbr
0
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1

Problem: 81. f dx = 2"

WNoei—x2 V3

Problem: 82. 0<lp|<1l ve 0<u/<n olmak iizere

> 2P dw . (0 _sin pa
x*+2xcosa+1  sinprn sina
0
e cos {aex?sin B) o
Problem: 83. f g—ax? cos § ( B da -_-}_V x
. 2 2 0.
5 gin (@x? sin f3)

Problem: 84, a) r reel olmak fiizere

k11
f In (1—27r cos 0+ r2)db = } 0 egﬁl’ Ir| =1 ise
‘In 72 eger |r|=1 ise
0

b} Yukaridaki sonuctan faydalanarak

f In sind 40
0

v1 hesaplayiniz.

Problem: 85. a ve ¢ pozitif olmak fizere
a-$-iow

1 efz 1
ag=-——=
274 f V2 V=t

a—ico

Problem: 86. a ve t pozitif olmak tizere

a-{-ice
1 .

t note- - Sint
o f e” cotglz da= r

a—mim

co8

sin —

h—uﬂv——’
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Problem: 87. Merkezi orijinde bulunan ve yarigapt da 2 den biiyiik
olan bir ¢cember boyunca

7= #} dz
@+2) %V Pa—=9)
yi hesaplayiniz,

1
dx .
Problem: 88, JI= - yi hesaplayinz.
f @12V s play
0

Problem: 89. o >0 olmak iizere

In 2 do

0= | Vo @rar
0

yi hesaplaymmz,

Problem: 90. a ve b nin gegitli degerleri igin
[~ -]

1= 2 —b*  sin ax
@+ b? L
0
integralini tartiginiz,
1 i
dx LA
Problem: 91, JI= f e T
J (+a) Waeid—x) %/3
. _ 21 (2F 1\ . 4w
Problem : 92, 1...4) #in (2_1) do=-3
|zf{=2
X _ * In o de k.
Problem: 93. I= Lo = %
0

[+ ]
. _ #lnede 1
Problem: 94. I,...f Ax7 =3

0
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Problem: 95, —1<s<-+1 olmak Uzere

Frde _x 1
)= § 1342~ 2 pps
co8 ——
0 2
Inzde _ m/2 3 by 3T
Problem: 96. I(ot,)::f V7 @+ 02)? = ;m - Ina i
0

Problem: 97. a ve t pozitif ve n de pozitif tam say1 olmak fizere

Problem: 98, «a, ¢ ve h pozitif olmak iizere

at-iw 21: nt

S Mds 1t 1 Z
27d 2(l—e—hz) — 2 h T

a—ico

Problem: 99, a >0 ve £t >0 igin

a+ice \/__ \/
1 e*\zdz_ ( ) 1 f e uda
5 f P R \/_ sin | wt 4 TPtwt

a—icn

Problem: 100. ¢ >0 , £ >0 igin

a—iw

f __ gt
1"/‘ Voertdp_ 4 iy ., V3 t__wf Va do
2mJ 14+Vp' 3 1+a3

a1

oldugunu gosteriniz,
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IV. Boliim
DIK FONKSIYON SERILERI

(IV.1) DIK FONKSIYONLAR.

Belirli bir [a,b] araliganda tamimlanmig ve karelerinin integralleri
alinabilen 9;(x) , @,(x), - - gibi sonlu ya da sonsuz sayida bir takim
fonksiyonlar olsun, Eger bunlarin ikiger ikiger carpimlarinin tamm
holgeleri lizerinden integralleri

b
f @) ) dar=(P; , ) = 1 Bye= g

a

vy eger i=Fk ise

S=E T (1v.1.1)
0 eger i=kk ise

bagmtilarini gercekliyorlarsa @z , (=12, - - -), fonksiyonlarimn goz
Oniine alinan bolgede dik bir forksiyon aillesi meydana getirdikleri sty-

lenir ve bu fonksiyon ailesi { fP;(x)} ile gdsterilir.
Eger
Pi(x)

vy

vazedilirse (IV.1.1) formiillerine dayanarak

)=

b
f U*(@) o) do= (s » ) =B AV.1.2)

bulunur, Bu takdirde {d{;} dik fonksivon ailesine mormlanmig bir dik
fonksiyon ailesi ya da orfonormdl bir fonksiyon sistemi adi verilir.

[a,b] arahiginda tammlanmig ve bu aralikta karelerinin integral-
leri bir anlami haiy, fakat aralarinda diklik bagmtilar bulunmayan
%1 () , Az {®),+ - - gibi fonksiyonlar verilmigse bu takdirde
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Py(2) = Yq()
Pp(2) = hgp Xy (2) + Xa(2)
Do) = Agy X1 (2} -+ Mgy Kol 2) + Aa(20)

(1v.1.3)

i-1
Pi(x) = Z Ak Xoel@) + X))
k=]

gibi (2} fonksiyonlarinin lineer kombinezonlari olan ¢i(x) fonksiyon-
layimin dik fonksiyonlar olmalarini temin edecek gekilde A katsayi-
larini se¢menin miimkiin olacagint gosterecegiz.

Bunun igin once ilk iki denklemi goz Oniine alahm. ¥,{x) ile ¥,(x)
biribirlerine dik iseler

0= (q)'l ] q’g) = lzi(q:'] » X]) + (¢1 S XQ) == le{Qi ’ (P]) +(q’l ’ xﬁ)
yani

ve dolayisiyla

(P, %) Py(z)
Y

5—?-‘;-;,—3‘33- %1(@) =x{x) —

Pylat) = Xa(®) —

olur, Ayni gekilde, @,/x) in ?4(x) ve Pfx) e dik oldufu yamhr. Bu iki

garttan da Ay ve Ay katsayilart belirlenir ve jlh.,.Béylece genel ola-
rak ®(x), PHx),..., Pi4(#x) e dik olan
-1

P(x) = Ail)— %“ 2 (P, %) Pufx) (Iv.1.4)
k=1

geklindeki 9;(x) fonksiyonu da belirlenir,
[a,b] arahginda tanunlanmig bu Xu(#) fonksiyonlarindan hareket-
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Ie {%(m)} dik fonksiyon dizisini kurmaya SCHMIDT diklestirme iglemi
denir.

MISBAL: Bir érnek olmak iizere [—1, 1] araligmda
K%y =a~ (k=0,1.2,: - <)

fonksiyon dizisinden dik bir fonksiyou ailesi kurunue,
Uyguniugu temin igin k& y1 burada sifirdan baglatmaktayiz, Buna
gore
1

o de
P, —
P@)=1 , Mg=— ((q’:' ;3 S S

f de

—1
su hilde

Py lp)=0
bulunur, Dizinin iglincll teriminin
2

dérdiincli ve beginei terimlerinin de
1 1 s
Py (w)=?(5w3~—- ) , P x)= e (352*—302%4+3)

oldugu goriiliir. Boylece meydana gelen polinomlara Legendre polinom-
lars adi verilir,

Fonksiyonlarin diklifi kavramum daha da genellegtirmek miim-
kiindiir. p(z) ile ?;({z} , (2}, - gibi bir fonksiyon dizisinin tamm
bolgesi olan [a,b] arahgmda negatif degerler almayan ve integrali
haiz bir fonksiyonu gdstermek iizere

5
Pua) Pula) daw =y Sy = | ¥ °BOT 1=K ise 1
f p() () Pule) dar =7 By, ?0 k@D
[ 4
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bagintilarl gegerli ise Pi(x) fonksiyonlarinin p(x) agirlik fonksiyonuna
gore dik bir fonksiyon ailesi tegkil ettikleri sdylenir.

Schmidt diklegtirme ameliyesi p(x)=%1 olsa dahi gecerli. olan bir
iglemdir ve yukardaki drnekte oldugu gibi gene X (x)=u* olmak {ize-
re fakat 1 den farkh p(x) agirhk fonksiyonlarina gore diklik gartlan
vaz etmek slretiyle gene Schmidt diklegtirme iglemi aracihgiyla dik
polinom aileleri kurmak kaabildir. Agagidaki cetvel bunlarin en Snemli-
lerini sinoptik bir tarzda ortaya koymaktadir.

Arahk p(x) Dik Polinomlarin Tipi
(—1,1) 1 Py(x) Legendre (LG6jandr)
(—1,1) (L—a?y 12 Tu(x) Cebigef

(—1,1) (1—x2)v—1/2 Ci"(x) Gegenbauer (Gegenbiver)
(0,=) e % (%) Laguerre (Lager)

(~—co,0) e x Hi{x) Hermite (Ermit)

Schmidt diklegtirme iglemiyle tliretilmig olan bu dik polinom aile-
lerinden bagka dik fonksivon ailelerine bir kag misil de agagida veril-
mig bulunmaktadir.

_a  a - i (2k4+1) = ),
1) [ 5 2] arahginda.: %co&———-—&—-——-——i,
af2
cog @t e Gkl w8 5
& o 2
~—al2
) —% <8 D sy<-2, — 9% s2x S bolgesinde:
2 =v="g9 2 =9= 27 2 =% 2 )
§cos (2k+1) nx cos Cm+1) ny cos 2n+1) nzg;
' b c
al2  bf2  cf2 okt 1 o1
/ COS(k+a}mCUﬁ (2?%-{;)1)1!?; cm(n-{;)mx

ey —bj2 —cl2
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><cos-(2k +1) =x cos @m +1) =y cos _(?M] dw dy de=
a b ¢
=222 B’ B’ Bur

3) 0=0=m, 0=9=2r bilgesinde Y,,(0,9) kiiresel harmonik fonk-
sivonlardan miitegekkil dik fonksiyonlar ailesi (Not: Kiiresel harmonik
fonksiyoniar kiiresel koordinatlar igin yazilmig olan Laplace denklemi-
nin degigken ayrgimnds ortaya ¢ikan agtlara bagh kismmni tabhkik
eden fonksiyonlardir): Y, (0,?). Bu fonksiyonlar p==sin@ agirhlk fonk-
siyonuna nazaran diklik bagintilanni haizdirler :

2n T
f o f sin 0 Y*ru (0,9) Vi (0,9) d0=381" S’ .
0 0

(IV.2) DIK FONKSIYONLAR SERISINE ACILIM.
—+
Belirli bir B bolgesi icin gecerli olan bir {‘Pk(r)} dik fonksiyon

- —>

ailesi ve bir de gene B de tanmimianmg olan f(r) fonksiyonu olsun. f{r)
-

nin B de {‘P;(r)} cinsinden

> >
P = 2 & Ou(r) av.2.1)
k=1

geklinde bir seriye agilip acilmayaeagmm inceleyelim, (IV.2.1) agihimi-

nin f(;)) yi en iyi bir gekilde temsil edebilmesi icin acaba a, katsayi-
larim ne tiirlii segmek ldzamdir? Once bu serideki terimierin sayisinim
gonlu bir n sayis: oldugunu farzedelim. Buradaki «en iyi» tAbirinin kat-
sayllarmn secimini etkileyecegi agiktir.

n

- 3 ->
Alr, )= f)— Z o, O (7)
k=1

e =
farkim gz Oniine alirsak bu bize f(r) nin @.(r)lerle gisteriligindeki hé.-
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mr—— — — o ———— it r——

tiyl verir. Bunun minimum olmas: igin en kiiglik kareler metodunda
oldugu gibi
w.= [

diye tanimianan ortalame kuvadraetik haténin minimum olmasi gerek-
tigi gésterilir. M, ifidesi (k=1,2, -, n) olmak fizere n adet &, para-
metresinin fonksiyonu olarak kabul edilecektir. Fakat o agilm kat-
sayilar kompleks de olabileceklerinden esfisinia M, ifadesi n adet ax
ve n adet de a&*. parametresine, yani toplam olarak 2n parametreye
baghdir. Bu itibarla ¥, yi minimum kilmak ancak M, nin a. ve a;*
lara gore kismi tiirevlerini sifira egitlemekle miimkiindiir, M, yi agike¢a
yazarsak

M.= f
B

2 —>

(Iv.2.2)

>
fir)— 2 i 2u(r)
k=1

n

2 > - —>
dr = f lf*(r)-—— 2 . W‘(fr)] %
B

> X >
) —Z O
=1

k=1
- . > Y -
X [f(r) e G Palr) | dr
m=1
> > > > >
f .f*(r) f(r) dr -—Z 8 f F5(#) 9ulr) dr + o * f Q%(v) flr) dr]
k=1 B B
e 2 2 G * G f <Pk*(r) q?m(r) dr
kz=]l m=1
={f.f} -—Z [(fﬂ’k)akﬂ‘l’k,f) ak*] + Z Z (P%,Pm) O A
=] k=1 m=1
=(h]) -——2 [(f,%) Bt O ) a* — Yo ak] av.2.3)
k=l

olur. Buradan
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o0y Y
oM, 1
LY =-—(P.f) + Yo =0 > oy =Y (®y,1) (IV.2.5)

bulunur. (1V.2.4) ve (1V.2.5) in biribirinin kompleks eslenigi oldugu
gorililmektedir. Buna gore her iki formiilii de, v=(%,%) oldugunu da

gbdz Oniinde tutarak
> > -
f 2% r) f(r) dr

=2 (1V.2.6)

- > —
f Q’k*(?") {Pk(?’) dr
B
geklinde yazabiliriz.

(IV.2.4) ve (1V.25) in 1mginda (IV.2.3) fin son satirim yeniden
yazarsak

n

M.=(f,f) — Z g(f,q’k) i+ (P, f) a*— v “k%
k=1

=(f,f) ~ 2 37««* O + YO, G Y0 agg
k=1

n

=(f,f) — 2 Yia

k=1
olur. Tanim dolayisiyla M,z0 dir. Bundan &tiirlt son bagimtidan
n
1 1 -
Z low|? = _'r_(f’f’:"? f | f@Y? dr (VI.2.7)
k==l B

>
bulunur ki eger { q?k(r)} ortonormél bir fonksiyon ailesi ise y=1 ola-
cagindan (I1V.2.,7) ifddesi
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- > >
2 I f F) I dr (1V.2.8)
k=1 B

ye indirgenmis olur. Buna Bessel egitsizligi adi verilmektedir. Eger
fn - o igin M, - 0 ise yani

Z @t = f | f) [P dr (IV.2.9)
k=1 B

—
ise bu, { ‘Pg{r)} sonsuz ortonorméil fonksiyon ailesinin

e =
= (@, )= f o) f(r) dr (IV.2.10)
B
—
olmak {izere f(r) fonksiyonunu B de

0

> >
fr)= Z o Pu(r) (IV.2.11)
k=1
serisi aracilifayla ortalama olarak temsil ettigini ifdde eder, (IV.2.9)

egitligine PARSEV AL egitligi denir. Buna femhk badintist da denir.

-~ >
ve f(r) nin { q?k(r)} lerle serisi hilinde temsilindeki a; katsayilar tam-

->
hk bagmmtisinl gergekiiyorlarsa {qa,‘(?-)} ye tam bir ortonormél fonksi-
yon takims adi verilir.

Simdi (1V.2,10) katsayilarinin 1@ altinda (IV,2,11) § yeniden ya-
zalim :

> = >
fir) = Z @) Oulr)

k=zl
o

> > -
Z ( f PX") flr") dr’ ) Pu(7)

k=1 B
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— e — o —— ———

o —— e w— RRCR—————

f 2 O %(r)‘ ) ar

k=1

_
olur. Eger bu ifdde keyfi bir f(r) fonksiyonu igin gegerii ise integral
altindaki parantezli ifidenin ac@ib bir ozelligi haiz olmasi ldzmdiy.

e
Bu dyle olmahdir ki f(") ile carpilip da B lizerinden integre edildi miydi

.-)
f nin r deki degeri elde edilmig olsun. Bu ise ancak, I. Bolilmden bii-
digimiz Dirac’ in delta fonksiyonu olabilir. Su hélde

d —c e of -— e
Z Y Pr) = S — 1) (1V.2.12)
k=1

olmalidir.

...).
{CPk('r)} lerin gercekledikleri bu bhagimtiya da kapanis bafiniise
adh verilir,

(IV.3) STURM - LIOUVILLE DENKLEMINE GIRIS
Teorik fizigin pekcok kolunda sk sik

VU8 + N Yt )= A(r) + B 3‘“"’” AU | oy LU0 ‘1’(" ) qv.8.1)

geklinde lineer bir diferansiyel denklemle karmlagihr. )’ ile bir para-

e
metre gosterilmektedir. )\, 4A{r,t), B({) ve C(f) nin tzel degerleri icin
denklem de baz Gzel isimler alir:

1) Eger Afr?:t)ﬁo, B=84bit, U=D8bit ise denkleme {elgraf-
clar denklemi,

2) A=0=0 ise difizyon denklemi,

3) M=B=C=0 ise Poisson denklemi,

4) N e=A=B={ ise Dalga denklemi,

5 A=BwmC=0 ise Helmholiz denklemi,

6) VmAdmBw=(=0 ise Loplace denkiemi denir.
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A(-‘l‘?:t) fonksivonunun sifirdan farkl oldugu héllerde 4==0 igin el-
de edilen 6zel homogen denklemin genel ¢dziimii ile A fonksiyonlu, ya-
ni homogen olmayan denklemin 6zel bir ¢dziimiiniin lineer kombinezo-
nu, goz oniine alinan denklemin genel ¢dziimiinii tegkil eder. Homogen
denklemin genel ¢dziimiini bulduktan sonra homogen olmayan denkle-
min &zel bir ¢Oziimiinli bulmak icin meseld, Analiz dersinden bilinen,
Lagrange’ 1n katsayilarin degisimi mefodu gibi bir metot uygulamak
¢ok kere kolaylikla sonuca ulagilmasini miimkiin kilar, Bu itibarla ho-
mogen denklemin genel ¢dzlimiintin bulunmas: 6n pldnda gelmektedir.
Su halde

—_
2
V) N ir 8= Big) 2¥TE). 3‘“” ) 1 ow a_d;t:;_,t) (1V.3.2)
denkleminin genel ¢dziimiini bulmak igin
— -
Wr ) =Ur) T() (1V.3.3)

-
geklinde degigken ayrigimi yapip gerek U(r) ve gerekse T{t) fonksiyonlan-
—
n1 ayri ayri teshit etmege ve neticede bunlarin carpimyla §(r,t) yi bul-

maga galigalim. (IV.3,3) ii (IV.3.2) ye yerlegtirip de her iki yam U(;)i
T(t) ile biliince

1 2 "* r
= VU + N =
U{r)

elde edilir, Bu takdirde iki stk vardir:

B(t) dT(t)
7't) di

cwi) 1)
Tt) dt?

+ (IV.3.4)

. ->
1) ya (AV.3.4) fin 8ol yam f(r) ve saf yan1 de g(¢) gibi sirasiyla
—
7 ve £ nin aglk birer fonksiyonudur,
2) ya da (IV.3.4) un her iki yam da ayn: bir y sdbitine egittir.

Birineci hilde (1V.3.4)
-~ —= —
fr)=g® ya da fr)—g@®=F@r,H=0

_).
geklinde olurdu ki bu fonksiyonel bagimnti, » ve ¢ nin birinden birinin

->
digerinin fonksiyonu olduguna delilet ederdi; bu ise r ve ¢ nin bagim-
s1z defigkenler olmasi keyfiyetiyle agik olarak cgeligiktir. Bu celigiklik
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ancak (1V.3.4) iin her iki yam da aym bir p ayrigsm sébiline egitse
ortadan kalkar. Bu itibarla ve A—u=»A vazederek (1V.3.4) den

> —>
VD@ 4+ X U =0 aV.3.5)
2
o) —d—d’%‘zﬂ-{-mt)—‘%’i’——u T(#)=0 (V.8.6)

bulunur. Bunlardan (1V.3.6) denklemi ikinei dereceden 4di bir diferansi-
yel denklem olup v? nin ifddesine bagh degildir ve bunun integrasyonu
herhangi bir zorluk arzetmesz,

(1v.3.5) denklemi ise Helmholtz tipi bir denklem olup ayni zaman-
da Laplace denkleminin ozdeger probleminin vazi olarak da teldkki
edilebilir, Buradaki Laplace operattrii (=Ldpldsyen), denklemin gegerli
oldugu koordinat sistemine baghdir., Meseld kiiresel koordinatlarda
U=U(r,0,9) olmak iizere (IV.3.5)

U 2 U 1 U cotgd U 1 aU
e Tt + r? a6 +r’sin33 a$?

or? r o | b =0

av.a.n
geklini ahir, Burada gene

U(r,8,9)=ulr) v(0) w(g)
vazederek defigxenlere ayrigim metodu miildhazalariyla neticede

d du -
W[Tﬂ —aﬁ]"‘lfz u—gu=0 {av .3.8)
a dv o 8 =
W[ﬁin 0 “afé—]'l‘(a sin 0) v pra v=0 (Iv.3.n)
‘é’ ;g +8% 0= (IV.3.10)

geklinde fic denklem elde edilir., Bylece kismi tiirevii (IV.3.7) denkle-
minin ¢hziimit bu iic Adi diferansiyel denklemin c¢oziimiine indirgenmig
olmaktadir. Eger a,f ve A ayrigim sibitlerinin, bu denklemlerin gbztim-
lerini miimkiin kilacak degerleri varsé

Ur,8,$)=ulr; h0) v(0;a,B8) wi;pB)

F 14
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fonksiyonu Laplace operatoriiniin kiiresel koordinatiardaki bir Ozfonk-
gsiyonu olur. Siiphesiz ki bu denklemlerle birlikte <«swir gartlars» mn
da belirtilmesi lAzimdir. Esisinda o ,f ve A min kabul edilebilir de-
gerlerini tiyin eden de bu sinir gartiaridir. Meseld (IV.3.7) Helmholtz
denklemini r=R yaricapll bir kiirenin igi igin ¢ozlip de bu c¢dztimi
r=R igin

U=0 )

or

L =0

alU ¢

ar _
-5-5+aumo

sinir gartlarindan birine t&bi tutarsak bu gartlar
w(R)=0
u'(R)=0
1w (R)+o u(R)=0

olmasim intdeeder. «(r) nin R=0 da siirekli olmasi ve 1, mertebeden
slirekli tilrevi haiz olmasim sart kogarsak bu, #(0) mn sonlu kalmak mec-
biiriyetinde olmasi demektir. Eger U{r,0,9), kiirenin icinde stirekli ise
ve giirekli tiirevi haizse w(0)=w(2x%), w'(0)=w'(2r) olurki n bir tamsayi
olmak {izere bu, B8=n? olmas, demektir, Kezd U(r,8,¢) nin kiirenin
kutupsal ekseni iizerinde stirekli olmam ve silrekli tireve malik bulun-
masl isteniyorsa v(0), v'(0), v(%), v'(x) nin de sonlu kalmalar elzem
olur,

Gerek (IV.3.8), gerek (1V.3.9) ve gerekse (IV.3.10) denklemlerinin
P(z), Q(x) ve R(x) reel fonksiyonlar olmak flizere

i | P 2 e vahE@ y@=0  avaan

geklindeki bir denklemin &zel hilleri oldugunu gérmek kolaydir. Bu
denkleme STURM.LIOUVILLE denklemi adi verilmektedir. Bu denk-

lemin agagidaki tiplerden bir simr gartina baglh olarak c¢Ozidbmesi
«STURM - LIOUVILLE Problemi» ni tegkil eder.

Sturm - Liouville probleminin sinir gartlari a=2=<b olmak f{izere
gunlar olabilir:
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1) yla)=0 ve y(b}=0

2) y'(a)=0 ve y'(b)=0

3) o;>0; 0,>0 olmak lizers
y'(@)—ey y(@)=0 ve ¥'(b)+0o, y(b)=0

4) yla)=yb) ve Pa) ¥y (@)=Pb) y'(b)
5) Pla)=0 olmak fizere y(a) ve y'(a¢) nin,
ve, P(b)=0 olmak tizere y(b) ve y'(b) nin sonlu kalmalar..

Bunlardan ilk fi¢ tip sart sinirlara uygunlanan sinir gartlaridar.
Dordlinciisii periyodiklik garti olup beginci gart da y(z) in gz Oniine
allnan bbigede iyi davranan yini uysal ve kaprissiz bir fonksiyon ol-
masim garantileyen bir garttir. Ik i simir gartina «homogen smnsr
sartlarss ad1 verilir ve homogen simr gartlarina bagh olarak vazedilen
bir probleme de «homogen bir problem» denir, <Inhomogen bir prob-
lem» ise genellikle homogen olmayan bir diferansiyel denkleme ya da
bhomogen olmayan sumr gartlarina bagh olarak vaz edilen problem ola-
rak karmmiza cikar.

Belirli bir M Ozdegeri igin (IV.3.11) denklemini gergekleyen
Szfonksiyon yi(x) olsun:

dw[P @) B ]"'Q(‘”) ¥i(2) + M RB(x) yi(2)=0.

Aym denklemin bagka bir Ozdegeri \; ve buna tekaabiil eden
dzfonksiyon da v;*(») olmak fiizere, yukaridaki denklemi y(z) ile gar-
plp 0 =2=b arasinda x degigkenine goére integre edelim:

b
f [ys* 2. (P(a;) %%—)4-@@) u* 9ot hs B@) 9i* ] dz=0
av.3.12)

Bu ifddede bir kere i ile § yi aralarinda degig tokug ettikten son-
ra ifddenin kompleks eglenigini (IV.3.12) den cikartalim:

b
/ [ ve) g { P G| — wto) g P@) —ﬁ—)} dn+

a

b
+ Q=" f R(x) yi*@) i) do=0



212 Fizikte Matematik Metotlar

veyd sinir gartlarint da goz Oniinde tutarak

Qu—=X" f R(@) v (%) yi(@) daw= [P(w) yi*(@) . _p(a) y(y 2 ‘“”] 0

bulunur. Yani M=FA* igin (IV.3.11) in Ozfonksiyonlar: R(z) agirhk
fonksiyonuna gore biribirlerine diktirler. Eger i=j alirsak

b
2
Mm— M%) f R(G?)l:yl(m)] de=0

dan, integralin =40 olmasl hasebiyle, A;=7\* yéni Sturm-Liouville denk-
leminin 6zdegerlerinin ancak reel olabilecekleri keyfiyeti ortaya cik-
mig olur,

Su hilde wi(a) 6zfonksiyonlar igin

f R(2) y:*@) y;(@) do =15 (IV.3.13)

olacaktir. v ile normlagtirma sibiti gosterilmektedir,

Su Ana kadar (IV.3.1) denkleminin A =0 olmas1 hélinde (=homo-
gel hail) (IV.3.5) ve (IV.3.6) geklinde iki denkleme indirgendigini ve
bunlardan ikisinin de segilen koordinat sistemine giire, degigkenle-
re ayrigim metodu yardimiyla (IV.3.11) geklinde Sturm-Liouville denk-
lemlerine pargalanabildigini ve bu sonuncularin dzfonksiyonlarimin da
dik fonksiyonlar olduklarini ve normlagtirilabildiklerini gordiik.

Acaba (IV.3.11) geklindeki denklemlere ayrigan (IV.3.5) denklemi-
nin genel ¢bztimii (IV.3.11) denklemlerine tekaahiil eden 6zfonksiyon-
lar yardimiyla nasit ifide olunabilir? Simdi bz meseleyi daha yakin-
dan incelemek istiyoruz,

e T -> -

Bu itibarla, r=®;¢;+ 2362+ - - - +2n ey olmak iizere, U(r) fonksiyo-
punun (IV.3.5) sgeklinde ve N boyutlu bir uzaydaki bir koordinat sis-
temine gore ifdde edilmig bir Helmholtz denklemini gergekledigini far-

_.).
zedelim. Uyr) nin tanim bolgesi olan B
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U= Zby; - - anSaNSbn
egitsizlikleriyle belirlenmig olsun. Bu takdirde
N

D)= Ulwy @, -+ )= | |l (IV.3.14)

r=1

degigsken ayrigimi: yapmak sliretiyle v'U4-AU =0 denklemi, yukarida
da zikrettigimiz vechile

a
E[Pi fae;)

duifx;)

ety ] +Qi(x) wilas)+ A® Ri(es) () =0 (IV.3.15)

{i=1,2, v '9NJ

gibi N adet Sturm-Lijouville denklemine parcalanmig olacaktir. Bu
tiirlii tipik bir denklemin w.(z;) Szfonksiyonlar: (IV.3,12) ye binden

bl
f Ri(m1) (1) uotH5) devi = YO

ay

bagintilanim gergeklemektedirler., Fakat eger,

\/ 53—‘,;"5—‘3 0 O() = Pa ) (IV.3.16)
vazedecek olursak
5,
f 1o (00) Praatr) 2y =B (V.3.17)

a

bagintilar: céri olur.

DI PR’

i=1 k=1 kjml k3=1 kw‘w":—l

olmak garfiyla Ufxy,a,, - -, x5} nin
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Uy, %g, - - ‘,wN)-—-H-_I. ZI«. | ik Pis{51) (IV.3.18)
=]

i=l]

geklinde bir seri aracihil ile en iyi bir gekilde temsil edilebiimesi
igin apn, katsayllarimin nasil segilmeleri ldzim geldigini aragtiralim, Bu-
nun igin gene eskisine benzer gekilde

-ff WFEZ

an
ifidesini géz Onifine alalim. Buna binden ve formalizmi agirlagtirma-
mak igin sidece bu hesaplara miinhasir kalmak {izere kompleks eglenigi,
» yerine, ifddenin iizerine konmug bir ¢izgiyle gistererek:

2

an; Pnfx) | dwy - - - dan

=1

N

M,= ;[ b ;f 3 | Eirac;)—-[ﬁ Zn]*ﬁ G, o)

i=1 i=1 k=1 i=]

N

3“"“‘”‘)"“ , 2]* I Oy, Pp ) idml...dwu=

N

[ [ Tan] Joanr-T Tamx[[T 3

ay i==1 i=1 m=x1 k=]

N

N
* -I_lajkm Piic, (o) — [—[ 2] ]_— Bik; Pi, (@)X -I-_I- ui{2;) +

j=1 i=1 k i=1 j=1
N n N n

+ ﬂ_l Z ”T—I Z] “_ mk, @ik;(ma)l | ag P (@) ]{ . dan

=1 k1=1 m=} kn—":l =1
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N

ay i=1 k=1 i=1

B f f H— Z] * ﬂa&i Py () wiln) d; - - - darn+

aN i=] k=1 i=1

N

ST R

m=1 ky=1 i=

G, O Prig(00) P _f01) vy » -

N b
= f U(?‘} d‘r - l —[ 2 ] 3 —[ ®ix; f i) P (00} dav +
i=1 ki—--l = ag
N bl N n
+ G f [TREATHEN dmii + l Z ] *
i=l  a i=1 k=1
b,
[ ] }_I- Bag Oik, f P (1) Pux (22 d-’#i%
ky==1 =] a;

dir.

Bf ol a7 — f f H_ 2] ]__Ilaikﬁ_f'i(ﬁi)q’{ki(wi) dxy - -

. dﬂm

dan=

Fakat son terimdeki integralin degeri diklik bagintilar: sebebiy-

le sidece by, dir. Bu sebeple

N n N n N

([T ZI LT Z) T o

i=1 k=1 m=1 k=1 =}

(15 Tm

ie=1 k=1 i=1

olur. Bu son neticeyi de gz Oniinde tutarak
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N » N
Mn=(U,Ul~—[ l Z] *}-l-_laihi (u;, ‘pik;)-l-
i=1 k=1 E==1
N
+ I | i, (Pi; » i) I | ik; @ik % (IV.3.19)

bulunur. M, nin minimum olabilmesi i¢in agilim katsayilari

oM, =0 ve Biifn =0

ddhix; 0xsx;

gartlarim1 gergeklemelidirler, ilk gart

N
I Iﬂ.k, i, i) ‘ laik; ik
. + i=1 =0
Ry ik,
geklinde yazilabilir. Yahut da
N S
| | Eiki (u; , ‘?;ki) — | Eil;i ik, (1v.3.20)
i=1 i=1

olur. Benzer gekille ikineci garttan da

N N

l i (P, » %) = I
i=l1 i

(iv.3.21)

bagintis1 ¢ikartilir.

Buna binden (IV.3.20) ve (iV.3.21) i (1V.3.19) ifidesine ikaame
ederek, ve tamim dolayisiyla da M, = 0 oldugundan,

Min(M,)=(U,U) — [ I l 2]
k==

i=1

| ai; * =0 (1v.3.22)

i=

bulunur. Bu, Bessel egitsizliginin genel halidir.
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Eger. n > o igin Min(M,)—> 0 ise limitte

{U,UJ--H_ 2] ﬂ | an P (IV.8.23)

i=1 k i=1

olur ki bu da Parseval egitliginin veyd tamitk bagwnftsimn genel gek-
lini temsil eder.

(IV.3.20) ve (1V.3.21) bagintilan

b,

Gy, = (P, , W)= f aiki(wi) a;(2e) doo (1V.3.24)
b,

Gy =1, Pu)= f () O, () (IV.3.25)

a
oldugunu gostermektedir ki bu da ax, katsaylarimin w(x;) nin

ws{91) = Z Gix; P (IV.3.26)
k;zl

geklindeki bir agiimimin katsayilar olduguna delilet etmektedir. a—>w
icin gu hélde Uz, >y, *+ +. 2n) de

=] i*—}_
ifadesiyle verilecektir. Su hélde eger

N
‘Pl‘lkn cos "Na'})zw“ﬂ‘z ves kn(m'l 2 @y 00, TN) = ]_'I_@;kl(mg)=
i=}1
= Py (@1) P (@0) o . o o Pronygom) (IV.3.28)
vazedersek



218 Fizikte Matematik Metotlar

o0

> - - -
U(‘l")=2 2 A Z lel aﬁ, LIEIE A aN"N ‘P"I"z sv e . kN(?‘) (IV.3.29)

)
awl X1=0

gartlarn altinda,
U@y, Xy, 25
aahi

denklemini gergekleyen U(x, %,, x5 fonksiyonunun

A
Lk
‘;:-—-’
W

1
T
&
x
L

o

Ul , 2y, y)
33722

92 +AU(24, 29, =0

+ +

Uz, , 23, 9 = 11(y) 12(25) 1o
degigken ayrigim neticesinde ve A=a-+f+t olmak lizere elde edilen

du, . M, a . G _
g Tom=0 3 G +BL=0 3 43 =0

in Gzfonksiyonlar cinsinden ve (IV.3.28) a2 nygun olarak

N AR (2, + i
Ulxy, %, %) = 2 Z 2 G, Oy, Giy COS i L%
ky==1 k=1 kg=1

geklinde bir seri ile temsil edildigi goriiltir.

IV.3. alt-bilitmiiniin sonucunu derli toplu olarak artik su gekil-
de ifide edebiliriz:

- >
N boyutlu bir uzayda yazilmg olan VU(r)+A\J{r)=0 Helmholtz
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denkieminin ortonormil fonksiyon aileleri yardimiyla sonsuz bir seri
seklindeki ¢dziimii, bu denklemi

N N
U =U, %3, - -, 28) = l |u;(xo
i=}

degigken ayrigimiyla N adet

d

E[P 1 (1)

du;
dx;

] + Qulor) wilors) -+ s Balar) 2s(2) =0

gibi Sturm-Liouville denklemine pargalaliktan sonra, un; (x:) bu denk-
lemin My, 8zdeferine tekaabfil eden Szfonksiyonu olmak ve

(P » q’in)=8mn
olacak gekilde

P, (s =VR1,;$9 Wik, (1)

vazedilmek sfiretiyle elde edilen ve katsayian da
aik; = (q}lk; ’ ui)‘
bagmtilariyla verilen
wi;) = Z v, P (e21)
k;"—"—'—l

geklindeki agiimlarin fonksiyonu olarak

- s ol o)
UM=Ulx,, %3,...,28)= Z Z Z Gk, Ogk, * * * BNky
ki=1 ky=1 k=1

X Py, (1) Py} - -+ Priicyy (@ww)

agilimiyla elde edilir.
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(IV.4) EK OPERATORLER VE FONKSIYONLAR.

Her O operatdriiniin ?; fonksiyonlarimn, genellikle normlagtirilabil-
melerine kargihk, ortonormal bir fonksiyon ailesi meydana getirmesi
beklenemez. Bununla beraber @; lerin tamim bdlgesinde gene de orto-
norméil bir fonksiyon ailesi ingd etmek miimkiindiir, Bu bélimde, O gi-
bi bir diferansiyel matris operatoriiyle bunun Ozvektdrleri olan kom-

- -~
pleks degerli 9; fonksiyonlar yardimiyla, haiz oldugu (i Ozvektdr-

-y
leriyle @; vektorleri arasinda bunlarin ortak tanim bdigesi B de

> > > 5> o> > >
f bt W dr= f $o* O dr=(r. P)=8u (VI.4.1)
B B

geklinde diklik bagintilar: bulunan bir OF operattriiniin tanimlamp in-
g4 olunabilecegini gosterecegiz.

Gerek O, gerekse O operatdrlerine tekaabiil eden bzdeger prob-
lemlerinin vaz’i

> >
09 (=X P (v)
(IV.4.2)

— =3 >
OF Y (M= e Y ()

geklindedir. Bu ifddelerden ilkinin soldan tb_: ile skaler (i¢) carpimini,

->
ikincisinin de sagdan @ ile skaler ¢arpimim tegkil edip taraf tarafa
grkartirsak

— — -> > >
W , 0P) — (O i, PI=0hi —1s®) - (., P2) (IV.4.3)
yéni

T > F > T ) >
(M'—“‘p'k*)f h* @ dr = f ; U 0 9 — (O )* 9y i dr
B B

> 2 3 > >
= f }wow,— W* (0 g dr (1V.4.4)
B

bulunur,
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Eger O* operatorii

5 > o> O o
f l]Jk*O'?P;dT:f (Ot 4 )* O dr
B B
3 e >
= f I (0H* @, dr (IV 4.5)
B

bagintimyla tammlanirsa yani eger
04 =0

ise, ya da her iki tarafin 6nce kompleks eglenifi ve sonra da transpo-
zesi alinarak,

0+=0* (IV.4.6)
ise (IV.4.3) veya (IV.4.4) bagintilarindan derhal

- >
r—pa*} + (e, ®)=0

oldugu gdrillitr. Diger taraftan (1V.4.2) den, (IV.4.6) ya dayanarak

~en = —

O* da=pu i (V4T
yazilabilir, Buradan her iki yanin kompleks eglenigi alinarsk

T -~

O Y *=u* et (1V.4.8)
bulunur. Bu ise O nun transpoze matrisi olan 0 nin tzdeger problemi-

nin vaz’indan bagka bir gey degildir. Halbuki bir matrisle onun trans-
pozesi ayni Szdegerleri haizdirler (Bk I.BOLUM, Problem: 23).

Su hilde (IV.4.2) ozdeger problemleri (IV.4.6) ve (IV.4.8) bagin-
tilarimin sonucu olarak

(IV4.9)
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olur ve (IV.4.8) bagintilar: da

- >
i—2) - (U, P)=0
yani

->
dr=32§

@, )= f e (IV.4.10)

gekline girer.

(IV.4.5) ve dolayisiyla (IV.4.6) ile tammlanan O% operatdriine O
operatiriine ek operatér ve Ot in Ozfonksiyonlarina da ek fonksiyon-
lar adi verilir., O*1m O nun hermitsel eglenigi oldugu ({V.4.6) dan gé
ritlmektedir. Eger dzellikle

0=0*

ise bu takdirde O hermitsel operatdriine kendi kendine ek operatdr
ad1 verilir. P(x) ve Q(x) reel fonksiyonlar olmak {izere

L= d‘i [P(w) ]—l-Q(:c)

geklinde tanimlanan Sturm-Liouville operatiriiniin kendi kendine ek bir
operattr oldugu kolayhkla gerceklenebilir.

Eger O ve 0+=0* operatirlerinin tzfonksiyonlarimn ortak B bol-

. > > . > > - >
gesinde bir f(r) fonksiyonu verilirse bunu ya 9;(r), ya da i () O2-
fonksiyonlar: cinsinden seriye acabiliriz:

> > “> =

f(r)=2 & 9r) (IV.4.11)
i

—-> > -> >

f(r)=z bie Y (1) (IV.4.12)

Buradaki a; ve by acilim katsayilan ilk acithmin her iki yaninin sol-

—-> > -> >
dan {i(r) ve ikinci a¢ilimin da her iki yanimin sagdan 9.(r) ile skaler
carpiminy tegkil ederek tesbit olunurlar:
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> > e e s o
ai=, fi= bi¥(r) - f(r)dr (iv.4.13)
B
> > 5> > >
be=(f, %) = f ) - & (r)dr (IV.4.14)
B

Bbylece, bir O operatirtiniin B bolgesinde tanmimlanmg olan Oz-
fonksiyonlan dik bir fonksiyon ailesi tegkil etmiyorlarsa B de gene O
operatorii ve bunun Gzfonksiyonlar:t yardimiyla nasil bir dik fonksiyon
ailesl ingh edilebilecegini gérmiis olmaktayiz.
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V. Boliim

PERTURBASYONLAR TEORISINE
GIRIS

(V.I) SOYSUZLASMAMIS HALE TEKAABUL EDEN PERTURBAS-
YONLAR.

0© gibi diferansiyel bir matris operatoriiciin

> > -
00O (r)== M 9,%r) (V.1.1)

dzdegFer problemini gergekleyen biitlin dzdegerleri biribirlcrinden fark-
I1 olsunlar ve her bir dzdegere bir tek Ozfonksiyon tekaabiil etsin. Ay-

- >

rica bu bzfonksiyonlar aralarinda (%@ , ?.)=8;. sgeklinde diklik ba-
gintilarimm  haiz ortonormé! bir fonksiyon ailesi tegkil etsinler, Eger
OO operatdrii fiziksel gartlarin degigmesiyle

0=00+Q

gekline girerse O 1n Q gibi bir pertiirbasyona miruz kaldig:i sdyle-
nir. Q pertiirbasyonunun birinei mertebeden sonsuz kiigiik bir pertiir-
bagyon olmast demek O nun §zdegerlerinin ve dzfonksiyonlarimin OO
1nkilerden ancak hirinei mertebeden sonsuz kiiglik kemmiyetler kadar
farklh olmalari demektir. O {izerindeki Q pertiirbasyonunun A4®@ ve

>
®;0(r) fizerinde de

A= MO+ 460 (V.1.2)

> > >

S=00 + Z B3 BO (V.13
k

geklinde pertiirbasyoniar dogurdugu diigfinliliirse, birinel mertebeden
pertiirbasyon teorisinin amae sidece, pertiirbasyonsuz (V.1.1) proble-
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e  — m—

minin ¢oziimlerini ve bir de O® operatbrii iizerinde vukun bulan Q
pertiirbasyonunu bilerek pertiirbasyonlu

> - - >
(00 +Q) (q’i(°’+ Z an q’k@’)x (O +2,) (‘Pi(°’+ Z P ‘Pk@)
k k

(V.1.4)

denklemlerini biifiil ¢Ozmeksizin, dzdegerlerde ve dzfonksiyonlarda vu-
kuu bulan birinei mertebeden sonsuz kiiciik pertiirbasyonlar: tdyin et-
mektedir.

Buna dayanarak ve ikinei mertebeden sonsuz kiicliklerin ihmil

olunabilecek derecede kiicliik kemmiyetler olduklarint farzederek (V.1.4}
den

> > >
00 9,0 4 Z an) 0O 9,0+ Q PO =
%

> > >
= MO D0 1y @ 2 an® 0.0 + 2D 9,0 (V.1.5)
p

—>
bulunur. Bir taraftan (V.1.1) i, diger taraftan da {9} lerin ortonor-
miil bir fonksiyon ailesi tegkil ettiklerini géz oniinde tutarak (V.1.5) in

-*
her iki yamimin 9% ye goére skaler (i¢) ¢arpimuin: tegkil edelim:

2 0D MO 5+ (@, QHO)=1© 2 a5 Sut W, (V.1.6)
k

Bu ige
k k

olmas: dolayimyla Ozdegerin birinei mertebeden pertiirbasyonu igin

> > A —> > >
MO=@O, @ 2= f SO QO dr= f PO+ Q %O dr
B B
H (V.li?)

v
ey

bulunur.
F 15
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VR, mm mmmims = e—— b oAttt it

—
Eger (V.1.5) in her iki yaninin da soldan @ ya gore skaler (i¢)
carpim! tegkil edilirse bu sefer de i<k i¢in

—> ->
@0,Q90) _  Qu

aik(”: (V.I.B)

bulunur., Buradan anlagldigina gore Q pertiirbasyonunon <«kiigiik» ad-
dedilebilmesi kezd, bunun O® 1n 6zfonksiyonlaring nisbetle matrisel
temsilindeki Qu: elemaniarimin O® m miitekaabil Szdegerleri grasindaki
farkin mutlak degerine nisbetle kiigiik olmasina da baghdir.

0=0{4+Q pertiirbasyonlu matrisinin 6zfonksiyonlarimin ortonor-
mél olmalar: icin de (V.1.3) ile (V.1.8)i de gtz onlinde bulundurarak

> > —> > \+
Oiu=1(9;, P)= f (‘Pi(")—i- Z gD ‘i’m’m) X
m

—-> > >
X(‘?k(ﬂ’ + Z BienlV ‘Pnfo’) dr= 8+ an W+ ai; (V¥ 5)(2)
n
yahut da
N =— g (W =— (g, N)* V.1.9

olmast yini ay(Y pertiirhasyon matrisinin ¢arpik - hermitsel bir matris
olmam gerektigi bulunur. Su hilde (V.18) i de gie Oniinde tutarak,
pertiirbasyoniu (V.1.4) denkleminin

> > - > Qu: O
= §.(0 . —,(0 ki Yk
P =0, 4 E oy POV= 00 4 E WO, @
prs’ e

Ozfonksiyonlarinin da ortonormél bir fonksiyon ailesi tegkil etmeleri
i¢ln Q pertilrbasyon operatoriiniin hermitsel bir operatir olmasi yini

Q=Q*=q*
bagintisim gerceklemesi gerektigi goriilmektedir.
anV=c; 14 By vazederck (IV.1.9) dan i=Fk icin
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RelapM)y=0
oldugunu gérmek kolaydir.

Daha da gene! bir pertlirbasyon formiilii elde etmek miimkiindlir,
Bunun igin (V.1.4) ifidesini (V.1.3) i goz Oniinde tutarak

> - > > ->
OO, + Y g, M OO 9O 4+ Q P00 =}, P, maz ouD 90 +
k k

-> ->
e Z ag P® 2 B0 (V.1.10)
k

olur. (V.1.7) dolayisiyla her iki tarafin ilk terimleri biribirlerini gt-
tiiriirler. Ayrica hiouP gibi operatdor olmayan birinei mertebeden
sonsuz kiiciik kemmiyetlerin ¢carpimlarinin da ikinei mertebeden son-
suz kfiigiik olmalam hasebiyle ihmal edilebilecekleri hesaba katilir, ve
(V.1.10) un biylece elde edilen gekli soldan 9 ile skaler olarak gar-
pilirsa i=kj igin

> -

(<pi(°) , Q 9,(0)

a;i(ll = ™ (0)—':{-; © (V.1.11)
bulunur, dolayisiyla da
—> >
sy § @0, QIO

BT (V.1.12)
j

—
olur. Fakat bu ifide pertiirbasyonlu @; fonksiyonunu her iki yaninda
da ihtivd etmektedir, Bunu integrasyonla yakiagik olarak ¢izmek kaa-

bildir. Bunun igin toplamin igindeki skaler c¢arpimdaki 3:- yerine
(V.1.12) ifédesi oldufu gibi yerlegtirilir; biiylece birinei iterasyon
yapiimig olur. Elde edilen ifidedeki ¥ ler yerine gene {V.1.11) ifaddesi
ikaame edilirse ikineci iterasyon yaptlmig olur; ve bt byle devam
edip gider. Neticede

—_
CP:;(‘” 20 Qy W0 Q .
B= 0+ Z MO Z 2 O ®) (O

kefui kekei  joiai
bulunur. (V.1.13)
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—— = RIS PSR O S R OV - [

(V.1.10) dan (V.1,11) i eikarmadan Once yapilan ikazlar muvacehe-
sinde, fakat bu sefer (V.1,10) u soldan ¢,® ile skaler olarak garparak
neticede

—> —
MO=(9®, Q%) (V.1.14)
bulunur. ve biylece
—> —>
A= A O 4 AV =00+ (0, | Q ¢) (V.1.15)
olur. Bu ifide de gene iterasyonla yaklagk olarak g¢éziilebilir. Filha-
-—
kika (V.1.15) ile pertiirbasyonlu @; fonksiyonu yerine (V.1.13) ifadesi

...}
ikaame edilir, Elde edilen ifidedeki. ¢; yerine gene (V.1.12) ifddesi
ikaame edilir ve bu ilh,,..bdyle gider. Neticede

M= - Q- 2 )"Qk Q}::(o) -+

ik Qxj Qi
+ Z Z (30—, 01 ("M(t:)_.)” (0;) v (V,1.16)
kehi joai
bulunur,

Gerek (V.1.13) ve gerekee (V.1.16) formiilleri daha sahih pertiir-
basyon formiilleridir.

(V.2) MISALLER.

(a) Bimdi ilk bir misil olmak iizere elemanlar skalerlerden ibdret
bir matrise ait bir pertiirbasyon problemi ¢izecegiz.

g1 olmak fizere
o=omra=|} 5[+ 5 Tl
olsun. Pertiirbasyonsuz
0O 2,0 =1, 3,
problemine tekaahiil eden Gzdegerier
MO=3 ve A0 ==1

ve normlagtiriimig 6zfonksiyonlar da
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VIR - RIS

olup bu sonuncularin biribirlerine dik olduklan agikdrdir. Buna binden
genel formalizme gore

- ~> 1 1 —1 1 g
A M= =(¢ (0)’ QM= {1 1 —_
P=Qy =01, Qo) =—-| e . 2H 1” 5
> - 1 o1l —1 Be
1) — = (U Ny =__ — —_
WY=Qu=G0, @Fm=3 1t —iie) T 1| | =3
ve
1 1 1 —1
1) — Qﬂ o — —7 i =_.....w___
gy g O3, G=1) 32 1 ~1ffe i _1 9 “ 1
1 1 -1
(”:-——-«»—-———-—-—-——Qm = —_ =
bulunur. Buna gore
MO=3 o . =14 ?E e
ve
£
VELevEL e evE|
—1 . 2 £
14 x
£
e — |14 =
[AVER B & \/‘1_ e/ 4
=V T |-t TVa 3l e
3
bulunur.

(b) L uzunlugunu haiz ve uclarindan tesbit edilmig bir tel p, yo-
gunlugunu haiz bir maddeden yapilmg olup T gibi bir gerilimin uy-
gulanmasiyla da serbest olarak titregmeye terkolunmusg bulunmakta-
dir. Bu sirada yagmur yagmaga baglasa da telin yogunlugu, tizerin-
deki 1slakitk dolayisiyla, 8p kadar artsa acaba bunun haiz oldugu en
diigitk frekansdaki izafi azalmanin bliyiikligii ne kadar olur?
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eix,t)

e B

| X
_L 0 oL
2 2

Sekil V. 1

Orijini L uzunlugunun tam ortasinda alalim. Telin genligi olan
Plx,t)

%0 ‘e
T ax2 - p(] a t:‘ (Vt 2 .1)

denklemini gercekler. Eger @(x,f)=u®(x)e’™ vazedilirse

2 97(0)
“ij %=mme u® (V.2.2)

2
olur. Bu O -:% ;?— operatbriiniin Ozdeger probleminden bagka bir

gey degildir. (V.2.2) nin genel ¢oziimii

—r———

ux)=A cos w vfg- x4 B sin WV& %

T T
geklindedir. Simetfi dolayistyla (du®/d2).-y=0 aclacagindan B=0 bulu-
nur. Diger taraftan telin uglari sbit oldugundan oralardaki genlik de
sifirdir:  w©® (= L/2)=0. Bbylece

w\/E L _(2%i+D)=

T 2 " 2
yani

wie= (it 21

L Po

olur, En diigiik frekans i==0a tekaabiil etmektedir. Buna gbére
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— — e e —————

MO == n?T /L, dir, Su halde

po 34
%o \/ cos ( T L)

dir. Burada u® 1 katsayisi 4, 1n normlagtirma sartina gore yazil-
miagtir,

Eger telin yogunlugu 3p kadar bir pertiirbasyona ugrarsa pertiir-
basyonlu yogunluk

p=po+5p
ve pertiirbasyonlu operator de
T a? T d? T(, &\ d?
0 = =
0=00+Q="7 3= sy @ F T )dmz
o Po
T &  T-8 4
T pg  dax? Po? da?
olur, Buna gore
+Lj2 ~+L{2
. T80 d?
"L el
Aoll) = f 1@ () Qug@(x) dax= f \/—-—[ cos -%.,[-’——E*-] l( Poz dx*)
—Lf2
+Lf2

2 Py T 21*:2 2r%8p f 2 z wr , _ w.L3p
Vi """’VTT] Y m“"“ T L T

ve dolayisiyla

D= 2@ F Al = 7 w%.8p

poL + pﬁL‘i’

2t
= WE (T+3p)

olur. Frekanstaki izdfif artisin karesi

() = 3

oldugundan logaritma alarak
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S 1 AL 1 op
w —abae =gl
bulunur.

(c) Egitenerjili ndtronlarin kararh akisint veren difiizyon denkle-
—> —> —>
D©® g20(0(p)—3_©) POr) - (vEND @05} =0

geklinde yazilabilir. Burada D diffizyon katsayisimi, Z, makroskopik
sogurma tesir kesidini, X; makroskopik fisyon tesir kesidini ve v de
fisyon bagina aciga cikan ortalama ndtron sayisim gidstermektedir.

0O=Dy*—%,; AOD=—(VE)

vazetmekle bu difiizyon denklemi
- -
O® POy =-—(vZ;) PON7)

geklinde bir Szdeger probleminin vaz'i olarak telakki olunabilir.

Simdi noton difiizyonunun vukuu buldugu ortamdaki maddenin
yogunlufgunda meydana gelen bir pertiirbasyon dolaywsiyla difiizyon
katsayisimin

D=D®+8D

degerini aldigin diiglinelim. Aynea (x=x,, y=1y,) dogrusu boyunca da
X, ya nishetle 8%, >0 kadar daha kuvvetli bir sogurucu yerlegtiril-
miy olsun, Ve nihayet ilk iki reaktiflik degigiklifini kargilamak fizere
(v tizerinde Oyle bir pertiirbasyon vukuu bulsun ki

— — e
P(r)=00Nr) +89(r)

nitron akisi gene kararll, yini zamandan bagimsiz kalsin. Pertlirbas-
yonlu denklem

(DO 4-3D) VOO +59) — [E04- (2,94 8E,) 8(x— x5, Y—yo)] (PO +5P)=
== —[VE;+8(wZe)] (PO + §9)

olur. Buradaki Q pertiirbasyon operatéri
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Q=(8D) V2—(Z.0 +8Z,) 86—, H—%Yo)

ile verilecektir,

Pertiirbasyonsuz sistemin en kiigilk 6zdegere tekaabiil eden 4, B
ve C boyutlarim haiz paralel yiizlii bir ortam i¢in ¢oziimil

w’(w’y&):\/ﬂ% CO8 %w_ cos 1;“" cos 1?

geklinde olup bunun katsaysi normlagtirma gartina gore tdyin edilmis
bulunmaktadir. Buradaki 4,B ve C ortamin boyutlarimi gostermekte
olup koordinat orijini ortamin simetri merkezi olarak segilmig ve nét-
ron akisinin da simetri eksenlerinde ekstremum degerler arzettigi fa-
kat ortamin smurlarinda ise sifir oldugu fizikse]l gartlar olarak kabul
olunmugtur. Ayrica

Bn

o VE—EZs _ N (vor—o.\__[(voe—0. | _ et 72 2
D _N.( ¢, )"n( . )"'Aﬁ'i'Bz'*-C‘2

dir., Burada ise N; niikleer yakit cekirdeklerinin ve N, de yavasglatici
maddenin g¢ekirdeklerinin em® bagina sayist olup niikleer yakitin di-
filzlemedigi ve yavaglaticisinin da sogurucu olmadigt varsayitmigtir.

Buns gire meseld

8 A2 Bf2 Cf2
= (9O 0)me o i Ty ki
BVEN=(00 , QUO) = f f cos =2 cos ¥ cos T x
—Af2 —Bf2 —Cj2
X [SD V(5O 8X,.) S(m—-mo,y—-yo)] cos ,—E‘E cos E.,g Co8 %i dw dy dz
8 Af2 Bj2 Cf2
= 2 T 2T TR pasp_yr @ .
ABC f f f cos® —— cos” —~ ¢os C{ Bp2.8D—{Z, ™ 4 38%,)
— A2 —Bf2 —C{2
B(@%—%y, Y—Yo) | dx dy dg=-—6D.B 3-——5—-(2 O 4 8%,) cos? L X
] m AB a 1: ] A

2 TYo
X eos 5
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bulunur, ve Noy=Z; olmast hasebiyle

B(vE) _ &8N:i (8N, fvor—o.\  40.N:+38N) cos? T 0og? THo
v Ny N. | voio, AB vwN; oy A B
veva
oN. ( w;—o‘,) ___4a, 9 g 2 Yo
5N¢ N, \ vaio, v AB °°° T4 %m0
Ns 40, 4 T%p 5 TYo
1+ AB vo, cos® —= CO8” —p—

bulunur.
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Vi. Boliim
VARYASYONLAR HESABI

(VL1) GIRIS.

Diferansiyel hesap bize f(x) gibi bir fonksiyonun ekstremum (yé-
ni kararll) degerlerini (maksimum ve minimumlarini) tAyin etmek igin
gerekli kuraliari temin etmektedir. Buna gore, eger belirli bir x=ux,
degeri icin F(xp)=0 ise f(x) fonksiyonunun bu x; noktasinda bir eks-
tremum noktasi (y8ni korarihr=stasyoner bir nokta) arzettigini ve
@) <0 ise bu ekstremum noktasmn bir izifi maksimum, f(2,)>0
ise bir iz&ff minimum ve f(xy)=0 ise tegeti x-ler eksenine paralel bir
bitktim noktas oldugunu biliyoruz. Varyasyonlar hesab1 da klisik di-
feransiyel hesabin maksimum-minimum hesaplarina benzer fakat bun-
lardan daha girift bir mesele ile ugragmakfa olup, en basit hilinde,
flz, 4 gibi bir fonksgiyonun belirli bir integralinin hangi gartlar altin-
da minimum veyi maksimum olacafim arastirmay) amac edinmekte-
dir.

Varyasyonlar hesabinin ugragtif problemlerin vaz’ina bir Srnek
olmak fiizere pek tanmnmig bir iki meseleye temas etmek faydal ve
Ogretici olacaktir. Bunlardan biri <brahistohron problemi» diye ta-
ninmaktadir. (Hski rumcada Bpzxistoes: brahistos=en kisa; poveos:
hronos=zaman}). Brahistchron problemi, Arzda dik bir diizlem iginde
ve {izerine tegir eden kuvvet sidece yergekimi kuvveti oldugunda mad-
desel bir noktanin farkh iki nokta arasini en kisa zamanda alabilmek
igin tAkib eftmek zovmnda oldugu yOriingeyi tesbit etmege mAtuftur.

Eger yergekimini negaiif y-ler yoniinde alirsak (Bk. Sekil: VIL1),
Y1 > ¥z olmak iizere M(x,y) noktasimin hizi Newton mekanigi kanunla-
rina gire, ve baglangigc 1 sifir varsayilmak lizere,

v == %’;— = V2gty,—y)

dir, P, den P, ye kadar gecen zaman ise
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o
Sek:IV. 1
P,
7 ds f \/ 1447
29(3;1--::;)

ile verilmigtir. Bunun minimum olmas:

Pz Pi

T= f %:Minimum, ya da: 8T=8f d_s=0
v

P, P,
ile ifdde olunur, Bu son denklemi gercekleyen s=3s(»,y) egrisi brahis-
tohron probleminin ¢oziimlinti tegkil eder.

Ikinei bir misil olarak da geodezik eZrilerini zikredebiliriz.
tkinei Bolimit tegkil eden Tanstr Hesah bahsinde de igiret etmig ol-
dugumuz gibi geodegikier bir uzayda keyfi iki nokta arasindaki en ki-
sa uzakh$ tiyin eden egriler olup bilindigi gibi OKLIT uzaylar igin
dogrulardan ibarettir. Eger uzayin metrik tansorii

ise, sonsuz yakin iki nokts aramindaki uzakhigin karesi
dsi=g. (&', #*,...) da* do¥

olur. Buna giére P; ve P, arasindaki en kisa yolu veren egri
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e e —————— e et mem— e A o ———n g e b e i imamia o e me——

P,
= f ds=Minimum
Py

ifadesiyle ya da bu ifidenin varyasyonunun sifir olmasiyla, yini

ile belirlenir. Eger a¥ koordinatlan st =z"(2) geklinde bir ¢ paramet-
resinin fonksiyonu iseler geodeziklerin paramefrik denklemieri

B
sfvw,d"” d"’ at=0

geklindeki varyasyon problemiyle elde edilir. Bu denklemi gergekle-

yen x*=g"(f) fonksiyonlar geodezik egrilerinin parametrik gisteriligi-
ni tegkil ederler. fleride bu problemleri ayrintilariyla c¢tzecegiz.

Varyasyon problemleri biri vaz, digeri de ¢dzilm olmak iizere iki
safha arzederler. Varyasyonlar hesabimin nev'i gahsina miinhasir giig-
liiklerinden biri de formel olarak kusursuz bir gekilde wvazedilebilen
pekeok problemin highbir ¢ozlimil haiz olmamalaridir, Buna bir misil:
diizlemde, x-ler ekseni Uzerindeki iki noktay:i, bu noktalarda eksene
dik olmak lizere birlegtiren stivekli egriligi haiz en kisa egrinin tesghi-
ti probleminin vazidir. Bu problem matematik balnmmdan bir varyas-
yon problemi olarak kusursuzea vaz'edilebilmekle beraber herhangi
bir ¢ogilimili haiz degildir. Zira biyle bir egri, x-ler lizerinde gdz Onii-
ne alman iki noktay: birlegtiren dogru parcasmndan daima daha bityiik
olacak fakat bunun uzuniuguna istenildigi kadar yaklagabilecektir.
Buna binden, problemin vaz'indaki gartlary gergekleyen egriler arasin-
da bir minimum degil fakat en biiyilkk bir alt simir meveiid olacaktir,

Bu son misdl bizi vaz bakimindan biraz daha zor bir varyasyon
problemi nev'i ile karglagtirmaktadir, Yan gartlh veryasyon problem-
lemleri diyebilecegimiz bu cins problemlere en taninmig misil olarak
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«Dido problemi» ni gosterebiliriz. Bu problem ayni bir soniu L uzunlugun-
daki cevreyi haiz kapall ve kendi kendini kesmeyen biitlin egriler ara-
sitnda maksimum alani ihtivd edeni tesbit etmege méatuftur,

Bu egrilerin parametrik bir gosterilisi
rx=x(t), y=y{)
ise, x(t)=w(t,)=x, ve y{t)=y(t;)=vy, olmak iizere problem

t;

[ VIET+ (5] 2

#

yay uzunlugunun sibit kalmas: garti altinda g6z Oniine alinan kapal
ve L uzunlugunu haiz egrilerin kapsadiklar: alamn maksimum olmas,

i,

1 ( dy dx

X qt —y d'tw) dl =Maksimum

4

yani bu alanin varyasyonunu sifir olmasi,

iy
1 dy 4%\,
bA=; Sf(:x: Yy dt)dtmo
t

geklinde vaz olunur,

Varyasyonlar hesabimin bu cegit yan sgarthh «izoperimetlri prob-
lemleris>ni daha kolay inceleyebilmek igin ileride kullanacagimiz bir
teknikle yakinhik peydahlamak fizere, 6nce bu teknigi 4di maksimum -
minimum problemlerine uygulayarak somut misidller vermek istiyoruz.

(VL2) LAGRANGE CARPANLARI METODU.

Analiz derslerinden, tek degigkenli oldugu kadar ¢ok degigkenli
fonksivonlarin da maksimum ve mimumumlarinin tiyin edilmesini bili-
yorsunuz., Meseld 2= f(x,y) seklinde bir fonksiyonun ekstremum nokta-
g1 (veyd noktalari), bilindigi gibi,

of _ o _
20 =0 V& 5, =0 (VL2.1)
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denklemlerini aym anda gergekleyen (z,y) deger ciftleridir. (Bk: Se-
kit: V1.2). Bu ekstremum noktalarindan biri (z;, ¥y, ve fonksiyonun

i

Sek: VI 2

buradaki degeri de f(x, ¥, olsun. Simdi denklemi

y=g(x) (VL2.2)

ile verilmig bir egri olsun; biz de f(x,5)=0 fonksiyonunun bu y=gix)
egrisi boyundaki ekstremum noktalarim arayalim. Bu y=g{x) egrisi-
nin tabiidir ki (xy, yy) ekstremum noktasindan gegmesi gerekmez.

Dolayiiyla fix,y)=0 1n y=g({x) boyunca arzettifi ckstremum-
lar f(x,¥y)=0 i herhangi bir (VI.2.2) gartina bagl olmaksizin arzet-
tigi ekstremumlardan farkhi olacaktir. Sekil: VL2 de f(z,y)=0 m
y=g{x) boyunca arzettifi ekstremumliardan birisi meseld (x,,¥;) nok-
tas1 olacaktir. Bu garthh ekstremum problemini ¢Bizmek icin

z=f(x, y)=Ha , g))
yaziabilecegine dikkati gektikten sonra

af . af dg@) _
aw * ag dw = C

% fla, g@)) = (V1.2.3)
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denklemi, aradigimiz ekstremumu vermesi bakimindan kifi gelecektir.
Boylelikle x; ve y;,=g(z,) degerleri (V1.2,3) i gergekleyen degerler ola-
caktir,

Fakat bu metot yerine, ¢ok sayida yan gartin meveiid bulundu-
gu girift héllerde bilyiik bir kolaybhk saglayan su metot da uygula-
nabilir,

(VL.2.2) gart1 hi{x,y)=0 sgekline konulabilir. Bu takdirde, A ev-
velden bilinmeyen bir parametre olmak iizere

Flz,y)=fz,N+rAhx,y) (VL$.2.4)
vazedelim ve F(x,y) fonksiyonunu
hix ,y)=0 (V1.2.,5)

gartina bagh olmak gartiyla ekstremum kilacak gekilde A parametre-
gini tdyin edelim, F(x,y) nin (V1.2.5) gart:1 altinda ekstremum arzet-
mesi demek

oFf

Y =h{x,y)=0
aF _ of ok _
ox ~  oax + A aw (V1.2.6)

oF _ 9f o _
= 5 T ey =0

sistemini gercekleyen x,y ve A deferlerini tesbit etmeltir.

ik bakmgta (V1,2.3) denklemi ile (VI.2.6) sisteminin biribirlerine
egdegerliligi pek Agikdr gibi gbrilnmiiyorsa da eger h{x, ¥)=0 ifddesi-
nin g(z)— y=0 geklinde oldugunu- bz Gniine ahp da bunu (VI.2.6) ma
gon iki denklemine yerlegtirirsek

of
o + 1. =90
(VL.2.7)

Bf =B =
2y — =gy —M=0
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olur, ve sonuncudan da A mn degerini cekip (VL2.7) nin birincisine
vaz'edince

of af dg _
oz + ag dx“o

bulunur ki bu da (VI.2.3) den bagkam degildir. Boylelikle (VI.2.3) ile
(VI.2.6) nin egdegerlilifini miigihede etmig olmaktayiz.

Cok daha genel bir t{arzda
U= f(%y, %2, * -+, La) (VI.2.8)

fonksiyonu ve bagimsiz x,,%,,- -, ¥, degigkenleri arasinda da p
adet

tpl(wlswzs SRR N E
Bty , gy * =+ +, ZLa)=0
\ et cmeeims aeamEaeAsetesassroasas ses %ieecamaorons (VI.2.9)

q]p(wilxzv <oy 2)=0

bagintisi verilmig olsun. Her geyden Once, yok etme yoluyla bu n adet
degigken arasindan p tdnesi (VL2.9) aracihfiyla yok edilir, Geri kalan
bagimsiz r=n—p adet degigkeni x,%,,%5, -, &, ile, ve yok edi-
lenleri de 9y =Hei1, Ya=Frpgs * " * * ) Yp=Xrpp=xy ile gisterelim, Bu tak-
dirde

%zf(ﬂ':'l,ﬂ?g, PR P T P "'!yp) (VI.2,10)
ve =12,,,,p olmak lizere
q)gm:p“(wj, wgpsna,mr, y:,-..,y],)-:.‘o ('VI.z.u)

olur. Ayrica yok edilen her bir ¢ bagimh degigkeni de hagingiz
2y, Xp, ..., & degighenlerinin fonksiyonlar: olacaklarindan, a=1,2,...,p
olmak fizere

Yo =Youl®1s X500, %) (V1.2.12)

ifddeleri u=f{®;,..., %y Y15..-,¥yp) nin ekstremumlarmnin tesbitinde
yan gartlar roliinti oynayacaklardir, (VI.2.12) yi (V1.210) a yerlestir-

mek sfiretiyle u fonksivonunun ekstremumlar:
F. 16
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r
du of af 9«
_ B e _ VI.2.13
dux; a%; + Z dYq O 0 ( )
o—=1
=12,...,7)

sistemini gergekleyeceklerdir. Buradaki 3y, /dx: leri hesaplamak iizere
(VI.2.11) i1 x: ye gore tliretelim:

P
d®g 3es 0Pg 9Yqy
== —_ VI.2.14
dax; % Yy 9%; =0 ( ‘

a=1

(i"——“l,2,...,7‘; B:‘ltzyn-uop)

bulunur. Bu, 4 indisinin her degeri igin p adet denklemden miite-
gekkil bir sistem tegkil eder. Bunlarmn ¢éziimleri meveiid oldugu tak-
dirde buradan dy,/9x: ler bulunup (VI.2.13) e ikaame edilerek, ¢oziim-
leri ekstremum noktasinin (veyi noktalarimin) degerlerine tekaabiil
eden r denklemden miitegekkil nihai denklem sigstemi elde edilmig olur.

Fakat Lagrange garpanlari metoduyla ¢ok daha basit ifddeler
elde etmek kaabil olur, Gergekten de (VL2.14)ti 8=1,2,:--p olmak
lizere Ap parametreleriyle carpip B iizerinden toplam yaparak (VLZ2,
13) e ilive edelim:

+ N A We " aq’g N = X 15.3% Wa _ o
Bwl 2 a—ya ' 2 Z Z 8‘}1& o

a=:1 By =1 a==]
{VIL2,15)
ﬁ:l:zl Ty 7}
veydhut da
P
39 895\ 3y

A 2B 4 81 T8 e V1.2.16
aml+2"ami Z(aym"L M Syg) o =0 (VIO

a=1 B=1

(‘=1:2;"":T)

bulunur. Simdi efer by parametrelerini (Lagrange carpanlariny
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P
af GCPB
3 Z g Y, ( )

(0.:':1,2,- * ":P)

sistemi gergeklenecek gekilde segerek (VI.2,18) sistemi
Z Mg o =0 (V1.2.18)

(i=112! ceee, T)

olur,

Simdi Yy=%11, Yo=%csa, ' **y ¥p = %ryp Oldugunu hatirlayarak
(VI.2.17) ve (V1.2,18) sistemlerini tek bir

P
av
o1 A B o
+ 2 B g =0 (V1.2.19)
B=1
(4=1,2,-- -, r+p=n)
denklemi seklinde yazabiliriz. Buna gore, eger

P
F{wl, mg,.o',wn; l], llrga!’lp):f"}- Z xﬁq‘a (Vlczrm)
=1

vazedilirse (V1.2,9) yan gartlart altinda u=f{®,, %,,...,%,) nin ekstre-
mumlarinin tesbiti

h

aﬁmaf+zlﬁﬂ“

LJ

aF
e—=m Q=)
En ]

(i=1,2,...,n; ji=12,...,p)
sistemlerinin ¢oziimiine denk olur.
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(VL3) LAGRANGE CARPANLARI METODUNA ORNEKLER.

Lagrange carpanlar metodunun kolayhkla anlagilabilmesi igin iki
somut drnek gz Online alacagiz.

(a) (x—E)+(y—n)*=R? dairesi ve bir de (x,, y,) noktas1 verili-
yor. B yaricaph daireye teget ve merkezi de (x,, y,) olan ekstremum
alan: haiz dairelerin teget noktalarmmin koordinatlarint bulunuz,

Aranan dairelerin alani
8 == (0—am0)? 4 (y—yp)*]
dir., Buna gore (z—EP+(y—n)’=R? yan gart1 temsil eder. Su hilde

F=x{(z—20)* + (y—yo)*] + M{x—E)* + (y—n)*—R?]

ve
oF
Py — == 21— 2p) + 2M2—E) =0
F
W = 27{y—yo + 2My—n) =0
F

o = @~ +ly—f—R*=0

olur. Buradan da M y1 yok ettikten sonra teget yerlerinin koordinat-
lari bulunur. Ozellikle R=1, £E=1n=0 alirsak teget noktasinin koor-
dinatlan olarak

e -‘ng ve _ =+
\!a’ + ¥t \/3’0z +

degerleri elde edilir.

(b) Swrasayla fi(z,y)=0 fi(x,y)=0 ve fy(=,)=0 olan 8 egri ve-
rildiginde bunlara dayanan cksiremum alanh iicgeni insd ediniz,

Boyle bir iggen goz Oniine alinan egrilerin sirasiyla (2,91, (®%)
ve {xs,ys) noktalarini fepe olarak kabul ediyorss

f‘l(mhyl):os fszz:’yz)=0, fs‘xspys)=0 {(VL3.1)
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olmalidir. Diger taraftan teps noktalarmin koordinatlar: bilinen bir

licgenin alam analitik geometriye gbre

S={gg—m) (Ys—y1) — (@5—2y) (Yo—v1)

dir. Sv hdlde 2, %;, %3, Y1, Ya, Y3 M, M, Mg yeni degigkenler olmak tize-
re, Lagrange garpaniari metodu uyarinea (VI.3.1.) yan gartlarina gére

ekstremumlarit arayacagimiz fonksiyon

F = (gy— My 5y 1) 5~=2 ) (Yo} + M [1{@y, Yo} +
+ 2 fal@s, ¥+ g folars, ys)

diir. Buradan
oF oh _, OF _
3t =—ysF+ 1+ M 30, =0, v, =
oF _ - of _ aF
Bty Ys—Y1+ A, an, =0, av,
oF Ofs _ 9F
ams y2+y1+}‘3 ams "'"0’ 3?}3
oF _ .
=0
aF
o, =0
wF
B =r=0
bulunur,

filx , v) ler acik olarak verilmedikge tabiidir ki bilinmeyenlerin té-
ekstremil vasifh tiggen
hakkinda gene de geometrik olarak bir geyler sSylemek mlimkiindiir,
Gergekten de, licgenin tepe noktalarindan egrilere gizilen tegetleri goz

yini miimkiin olamaz. Bununla beraber bu

Oniine alalim; analitik olarak buular

Pg—Ly+ My v, 0
afo

=
Y
8fs

Lg—2y+ Ay = =0
2 1 3 a,y

{2y, Y1) af {5 , 22} afalxs, Ys)
oy — 8%, o g 92, o g — i)
t af,c;:; gy 7 af,(g;.g,) v 3{3(;;;; Ys)
1 2 3
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ifddeleriyle verilirler. Halbuki Lagrange c¢arpanlari metodunu kulla-
narak elde ettigimiz denklemlerden kismi tilrevlerin degerlerini ¢ikarp
da son ifidelere yerlegtirecek olursak

A

Yy =— a  _ Ys—Ya
)
8y,
oy

gy =— 0% _ Uh—Ys
8 @
0Y2
LS

Yy =— 0%y _ Y~
s
3Ys

(E,)

Sek. VI3

bulunur ki Sekil: VI3 den de derhal goriilecegi iizere biyle bir licge-
nin her bir kenarmmn, kargst fepe noktasimin dayandifi efriye o tepe
noktasinda gizilen egriye paralel oldugu anlasimaktadir,
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(VL.4) VARYASYONLAR HESABININ TEMEL LEMMASI

—
LEMMA. G(r) belirli bir kapah B bolgesinde stirekli bir fonk-
siyonu gisterdiginde, eger B min C smmrinda sifir olan siirekli tiire-

>
tilebilir her n(r) fomksiyonu igin

i
f () G(r) dr=0 (VLA.L)
B

-.)
ise, bu takdirde B iginde G(r)=0 drr.
ISPAT. Farzedelim ki (VI.4.1) gegerli olsun; fakat ayrica Oyle-
—> > —>
bir r,eB meveld olsun ki G{ry) >0 olsun. G(r) fonksiyonunun siirekli

—_ -
olmasl dolayisiyla bu, ronoktasinin civarinda G(r) nin pozitif olacagi §
gibi bir alt-bélge bulunmasi gerektigini goésterir. p ile tamamem §

-
icinde kalan bir dairenin yarigapim gosterirsek £ <f olmak iizere

-> . > -> >
her ref icin: ni)={r—EP—p* 2 >0, ve

-> ->
diger biitiin r<B igin: nr)=0

.....).
vazedilebilir. Gergekten de n(r), f nmin simrinda sifir olacak gekilde
tanmmlanmigtir, Buns gore

[ w0 ewdr= [ 6 [F—E—gpar >0 (V14

B B
olur; ciinkii sagdaki integrant § iginde pozitif definittir. HAalbuki
(V14.2), ispatin baginda kabul etmis oldufumuz (VI.4.1) varsayimiyla
celigiktir. Su hélde B iginde hie bir ;*: noktast yoktur ki G(g bu nok-
tada pozitif definit olabilsin. Ayni sonuea B icinde belirli bir -;u nok-
tasinda G(;:I <0 oldufunu kabul etmekle de ulastl. Su hilde B de
G(ﬁao olmalidir. Bu da z8ten gostermek istedifimiz geydir.
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(VL5) EULER - LAGRANGE DENKLEMLERIL.

Simdi
X2
I= f i, y,y) dz (VL5.1)
X1
integralini
y(ml)zy‘l g (VI.5.2)
Y(@) =1y,

sinir gartlann altinda minimum kilan ve hi¢ degilse iki kere tiiretile-
bilen

y=y(x)

fonksiyonunun ne gibi bir diferansiyel denklemi gergekledigini arag-
tirmak istiyoruz. Buradaki f(x,y,y’) fonksiyonunun da kezi iki kere

y A
yzylx}eEn(x) %5 ¥yl
y=y(x}
(x,,y,)
0 e
%
Sek. V14

tliretilebilen bir fonksiyon oldufunu farzedecegiz. Bundan bagks, varl-

gum ghrdiftimiiz bu minimumun mevelidiyet ispatiyla burada ugrag-
maktan imtind ediyorus.
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(VL5.1) integralini minimum kilan y=y(x) fonksiyonu yardimiyla,
ve bir taraftan ¢ keyfi bir parametre; diger taraftan da n(x), z=,
ve =2, noktalarinda

N(ey) =n{2,)=0
geklinde aifir olan keyfi bir fonksiyon olmak iizere
Y (x)=y(x)+< nlx) (V1.5.3)

ifadesiyle belirlenen tek parametreli egri ailesini gdz Oniine alalim. Bu
efri ailesinin biitiin fertieri (21,y,) ve (%,,¥3) noktalarmdan gecmekte
ve (VL5.1) i minimum kiidigimi farzettigimiz y=y(x) fonksiyonu da bu
ailenin e=0 degerine tekaabiil eden ferdini temsil etmektedir, Bu iti-
barls I integrali

I=1I(s)

geklinde ¢ parametresinin bir fonksiyonu olarak goziikmekte olup I nin
minimum degeri de I nin ¢ a gdre tlirevinin ¢==0 degerine tekaabiil
etmektedir :

dle)
=0, VIi.b.4
( de )sn-o ( )

Buna binfien (VI.5.3) aracthfiyla ve integrdl altinda tiirev alma
kuralm kullanarak (VL5.1) in minimum olmam .igin gerekli (VL.3.4)

gartini gerceklemege galimahm:

X3 Xg
dl _ d _a . _
Je = @ f f@.y.9) dﬁ-—-“&;’ f (=Y, Y) da=
X1 X1

X3 X2
[ fef oY . Bf a¥'\, of . of .
= (G5t ara) o= (Frp) e

Xy X1

{VL.5.3) vazina gére e > 0 igin ¥ > y ve ¥’ > ¢y olmaktadir. Bu-
nu da giz Onlinde tutarak son ifddeden



250 Fizikte Matematik Metotlar

daI(z) _ of af _
( de )a::ﬁ B f (ay n+3y ) de=0

X

yazilir, Bu integraldaki ikinei terimi kismi integrasyonla belirleyip
nwy)=nl(z,)=0 olmasini da géz Oniine alirsak

X2

(49) = [Ea] s [ [Z (&)

X1 X1

= : o _ 8 {Bf' 1 da=0 (V1.5.5)
f{ﬁy dw\é‘y)]

X1

bulunur. Buradaki n(x) fonksiyonu ile kdgeli parantez igindeki ifdde
Varyasyonlar Hesabinin temel lemmasimn gartiarini gergeklediklerinden
(VL5.5) in gergeklegebilmesi igin f(«,y,y") fonksiyonunun

of _ d [af\_
Y ( ay,)._o (VL5.6)

EULER ~-LAGRANGE diferansiyel denklemini gerceklemesi gerektigi
goriiliir. Bu denklem f fonksiyonunun argiimentlerinden birine bagh
olmadig: hallerde ¢ok daha basgit gekillere indirgenebilir. Meseld f
fonksiyonu ¥ ye baglh olmasin. Bu takdirde (VI.5.6)

d (3f of _
= ( ) =0 yani £-=Sabit (VL5.T)
olur. f eger ¥" ye hagh degilse (V1.5.6) ifidesi
of __
e (V1.5.8)

gekline biiriinlir. f nin # degigkenine agikga bagh olmamasi halinde
dahi EULER - LAGRANGE denklemini birinci mertebeden bir denkle-
me indirgemek kaabildir. Filkakika bu takdirde
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af _ of ,af of _, - of of
i = ao: +y” 3y =y 2y +y W (VL5.9)

oldugunu géz Onfinde tutarag (V1.5.6) y1 v  ile ¢arptiktan sonra elde
edilen ifideye y"(3f/dy’) yii bir kere ilive edip bir kere de cikartahm:

_of . & of _ . of . & of . of .of _
=Yy Y % o yay—ydo:ay+yay VT
_af L, of ., d of o
=TV eV a5 Y Y oy

- £l b8

yéni

f—y' = ;’ ! = sabit (V1.5.10)

bulunur,

Simdi bu sonuglarmn ;g1 altinda birkag problem gozebiliriz. Me-
seli brahistrohron problemini gtz oniine alalm. Bu problem

2
I= f dx
Vg 'yr-y

integralinin, limitleri arasindaki varyasyonunun mfir olmasini gerekli
laliyordu, Diger taraftan integrantin acikca x degigkenine t&bi olma-
mast (VL.5.10) formiiliinlin dogrudan dogruya uygulanmasimi miimkiin
kilar, Eger x;=1=0 alirsak I nin integrantt daha da basgitlegir ve,

1/\/2g sabit garpamndan sarf-t aazar, (VL.5.10)
yd+yH=C
olur. y'=cotg 8 vazedilirse

_ ¢
y— 1+y’3

c
=5 (1—cos 20)

balunur. Ote yandan
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dy __ dy 4o
de =~ d0 dx
veyi
de 1 dy _ in20= 2 (1—
@ "y =C tg § sin 20= 3 {1—cos 20)
yani

r= %— (20—sin 20) 46,

olur. y=x=0 igin 0=0 olursa B,=0 olur. Ote yandan C=24 ve 20=10
vazederek

2= A(9P—sin 9)
y=A(l——cos ¢)

bulunur ki bu parametrik denklemler brahistohron problemini gdzen
egrinin bir sikloyit oldugunu goéstermektedirler.

Varyasyonlar hesabimin bu safhadaki ilgi gekici uygulamalarindan
biri de FERMAT ilkesidir. FERMAT ilkesi: Isigin yayildig: bir ortam-
da iki nokta arasinda izledigi yolun miimkiin biitlin yollar iginde eks-
tremil bir zamanda katedilen yol oldufunu ifide eder. Eger belirli
bir z=sibit diizlemi icindeki iginlarin yollarim incelersek bunlar yal-
mz x in fonksiyonu olurlar. Belirli iki (x,,%,) ve (x;%,) noktas: arasin-
daki ds yay elemanlt bir yoriinge lizerinde u=u(y) hizim haiz 15101n
bu noktalar: katetmek icin sarfettigi zaman

{x2.42) )
ds Vi +y~

wy) u(y)
(xuy) Xz

T=

dir, Bunun ekstremum olmasi

= YI+y?
u(y)

nin EULER - LAGRANGE denklemlerini gergeklemesini gerektirir.
f acik olarak x i ihtivi etmediginden EULER - LAGRANGE denklem-
lerinin (VL.5.10) sekline binfien
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S ,
_Vivy? Yy -1 (VL5.11)

¢
% 2uy/ 14y uy14y?

bulunur, Burada, Sekil: VI.b e gore
Yy A

Y
F

kr s i i i ——— — —— A —

Sek. VIS

o8By (T Vo
¥=g =tg ( 5 B)—cotge
oldugundan (VL5.11) ifddesi

sin ¢ —¢
w

gekline girer. Eger farkli %; ve 4, 1:tk hizina tekaabiil eden iki ortam
belirli bir diizlemle biribirleriden ayriliyorlarsa birinci ortamda

sin 0
t =,
LI
ve ikinci ortamda da
gin 6, _
o

olacaktir. Buna dayanarak bilhassa iki ortami ayiran simr diizleminde
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sin®, _ sind,
Uy (22

olacaktir ki bu da Isigin bilinen kirima kanunundan bagka bir gey
degildir.
(V1L.6) COK DEGISKEN HALL.
Simdi
L3
I= f f(ql(t), O RO HE 3 P dztt),....c';..(t),t) dt {VL6.1)
H

geklinde ve herbiri { parametresinin fonksiyonu olan n adet qi=qi(t)
fonksiyonuna ve bunlarin ¢ ye gore birinci mertebeden tiirevierine
bagh bir integrant1 haiz bir integralin ekstremumlarim tdyin etmek
istiyoruz. Bunun ig¢in

81=0

olmalidir, I yi ekstremum kilan ¢@y(f),...,¢a(t) fonksiyonlarim tesbit
etmek iizere gene ¢ ile serbest degiger bir parametreyi ve a;=o;(f) ile
de £; ve {; noktalarinda sifir olan yéni é=1,2,...,n igin

ailt) = ou(tx) =0 (VL.6.2)

bagintilarim gercgekleyen bir takim keyfi fonksiyonlarl gostermek iize-
re tek parametreli

Qi(t)=qi(t) + € ou(t) (V1.6.3)

egriler ailesini g6z Oniine alalm. I yi ekstremum kilan gqi(t) fonksi-
yonlarinin bu ailenin ¢=90 degerine tekaabiil eden elemanlari olduklari-
na nazart dikkati gektikien sonra

ty

I: f f(Qi(t) L Q?(t) yaw vy Qn(t) ; Q.l(t) preey Qn(t) » t) dt

t

nin ekstremumunu bulmak igcin bunu ¢ a gdre tiiretelim:
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iy
ar of 8@  of dQ1 ., Of d@. af dQ.
f (aQ-[ dE aQI dE +3Qn d&‘ + BQH dE )

iy

f (aa(;, +—(§:6c1+ ‘e +agn o+ :éoz) dt-

i

o0

=0 i¢in Q.(t) - qiff) ve (Q;(t) - (}i(t) oldugu icin
dI(E)) f (BJ‘ of - )
= o+ - at+ - -
( de Jo—p a9y oq, # +

+ f (af oo+ ;}j o'c.,) dt=0 (V1.6.4)

olmalidir. Bu son bagintl, o; ler keyfi secilmig olmak iizere biitiin key-
fi o; ler icin gecerli olmahdir. Dolayisiyla Ozellikle meseld ;<0 oldu-
gu fakat diger biitiin a; lerin sifir oldugu hil igin de gegerli olmali-
dir. Buna binden ve o(f|)=0xf,)=0 oldugu da géz Onlinde tutularak

kismi integrasyonla
t;
f a (af) oy dE=0
gy dt \ 9g,

Y

bulunur ve Varyasyonlar Hesabinin temel lemmasi geregince de

of _ 49 ) (V1.6.5)
09y dt \3%

olur. Benzer gekilde (VI.6.4) deki diger integrallere de aym bicim dii-
giincelerle aym muamele uygulamr; ve sonug olarak (VL6.1)i ekstre-
mum kilan fonksiyonlarin
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8 _ 48
— I = (VI1.6.6)
94i dt \aqi
(i=1,2,---,n)

denklemlerini gerceklemeleri gerektigi tesbit edilmig olur.

(VI,6.6) denkleminin unygulanmasina ge¢meden Gnece f nin homeo-
gen bir fonksiyon olmasi hilinde (V1.6.2) varyasyon probleminin haiz
oldugu bir ozelligi ortaya koyacagiz.

Bilindigi gibi k-nminci mertebeden homogen bir fonksiyon diye

flaq,, agy,...,0q.)=06 f(g1, Q1s+++,q0)

ozdegligini gercekleyen fonksiyonlara denir, Once %,=a¢s,.. ., Yoa=0(¢a
vazettikten sonra bu 6zellifin her iki yanini da @ ya gire tliretecek
olursak

af _— 8.f ayi .. af 3’.%
36 3y, aa T Ty da

-kak-_! ﬂ‘;h ’ q2 seray qn)

bulunur ve iistelik bir de a=1 vazedilecek olursa homogen fonksiyon-
lar icin EULER diferansiyel denklemi denen su ifide elde edilir:
n
o

aqr I=F 1@, a0, (VL8.7)

i=1

Simdi (V1.6.2) varyasyon problemini gercekleyen f fonksiyonunun
g: lere gore k-nimer mertebeden homogen bir fonksiyon oldugunu var-
sayalim. Su hélde (VI.6.7) formiiliine gére

i .,

a9q:
i—=1

""k.f(‘:hl «syGn; dh“”q.n)

olacaktir, Bu ifadeyi { ye gire tliretirsek
n n

a _ @ _EH‘.__Z[ ("”) _@L]vws

1

== i=]
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bulunur, Diger taraftan

n

o V(3 d (8], 8
D TEE 167 R

i=1 i=1
vazedilirse

Y, i (&)a= Y. (3 immera

i=
yvazilabilmesi dolayisiyla (V1.6.8) ifadesi

h

dt 2 [(39_’, aq-i q1) Bi(f) Qi] at Z (f) 4

i=1 i=1

veyahut da

Z BAP) g =(1—k) df— (VL6.10)
i=]
sekline girmig olur. Eger homogen f fonksiyonu (VI.6.6) denklemlerini
gercekliyorsa yini (VI.6.2) varyasyon probleminin ¢oziimiinii saghyor-
sa (VL6.9) aracihgiyla itha! edilmis olan E;(f) fonksiyonu sifir olaca-

gindan homogen f fonksiyonu (VI.6,10) a binden bir ekstremal egri
boyunce ¢t ye gore sibit olacaktir:

af
v’y =0, (V1.6.11)

Simdi (VI.6.1) yerine

iy

. . . r
I:: f [f(Q!D q2!"':QR; q‘I) qz,-o-,qn; t)} dt (VI.G.]Z)
4}

integraline tekaabiil eden

8I=0 (V1.6.13)
F. 17
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varyasyon problemini goz Oniilne alalim. Bu probleme tekaabiil eden
EULER - LAGRANGE denklemleri i=1,2,...,n olmak iizere

oy O 8 (PN e ([Of _ 4 (,Qf_ -
O=E) (aq}) pfe [aq: dt aq})

—p(p—1) fe? ?]f— %{—]=pr—‘ Ei(fl—plp—1) fo? fé-— —% (V1.6.14)

i

sekline biiriiniirler.

Eger f, ya da f° birinci mertebeden pozitif homogen fonksiyon-
lar ise, bu takdirde (VI.6.11) ve (VI.6.14) e binden

E(fy=Ei(fr)=0 (V1.6.15)

olur ki bu ise (V1.6.1) ve (VI.6.12) iffidelerine tekaabiil eden varyas-
yon problemlerinin aym ekstremdl egrileri ¢bziim olarak kabul ettik-
lerini gostermektedir. Buna binden, bu iki varyasyon probleminden
birini ¢ozmek digerini ¢bzmege egdegerdir.

Simdi

82

_ da® da” o

6I=5 f \/gu.v s ds ds=0 (V1.6,16)
81

varyasyon problemi ile belirlenen geodezik egrilerini daha kolayhkla
tesbit edebiliriz. Filhakika karekok igindeki ifdide koordinat tiirevlerine
gore homogen bir fonksiyondur. Buna binden

(V1.6.16) yerine

T 2 da?  de¥ (V1.6.17)
81_8[ (gw ds ds )d.s_—-o
5

geklindeki varyasyon problemini ¢ozebiliriz. $u hilde bu problemin
coziimiinii tegkil eden EULER - LAGRANGE denklemleri su sekilde ola-
caklardir:
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af d of  Agyy dx* da” d ( dw"‘)
ey 2) e N — Ty — i
OHE"(“_axl ds gzt szt ds  ds ds \? w8 ds
d dog™ 1\,)__ v da dx’ d ( daf:“') _
ds (g”" as O )= et ds ds 23\ -
8 a 3 M 2l
=(__g%3_2__guz\mdw 4z’ _ 9. L2
oz a’ | ds  ds ds?

_ 1 9guy __( 0w agvl) dot*  da¥ __ o,  d'z"
dar’ o et /| ds  ds ds?

dg" dg¥ &zt

=2l ge Tgs T M TgsT

veydhut da her iki tarafi da ¢"°/2 ile carpip p ve o indisleri iizerin-
den toplam yaparak neticede

P dmi da”
e T gy g =0 (V1..18)

(0‘:1:21 tet :'n)

bulunur. (V1.6.16) dan (VI.6.18) e kadar olan biitiin iglemlerde Einstein
toplam kural: kullamlmgtir. (VI.6.18), tamamen bagka bir yolla Tan-
sor Hesab: bahsinde elde efmig oldugumuz =» boyutlu bir Riemann
uzayindaki geodezik egrilerinin parametrik denklemlerinden bagka bir
gey degildir.

(VL.7) YOKSEK MERTEBEDEN TUREV tHTIVA EDEN INTEGRANT
HALI,

Simdiye kadar gozden gecirdigimiz biitiin varyasyon problemle-
rindeki integrantlar ancak birinei mertebeden tiirevler ihtivd ediyor-
lardi. Daha genel varyasyon problemi olarak integrantin, y=y(x) gibi
bir fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevlerinin fouksiyonu oldugu
hali goz Oniine alabiliriz. Bu takdirde

L
_ dy dy o dy
I—f f(w, C il o ’dmn)dw (VLT.1)

X3

integraline tekaabiil eden
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6I=0 (VL.7.2)

varyasyon problemini c¢ozebilmek igin f nin tabi oldugu =, vy, dy/dx,
d*y/dx?, - - - -, d"y/dx" gibi n+2 degigkenin (x,y) diizleminde xy<x<ux,
ve y,<y=y, dikddrtgeni icinde tanimlanmig olduklarini ve f nin biitiin
bu degiskenlere nisbetle n4-1 kere tiiretilebilen bir fonksiyon oldugunu
kabul edecegiz. (VI1.7.2) varyasyon probleminin c¢oziimiinii tegkil eden
y = y(x) fonksiyonun da 2n kere siirekli olarak tiiretilebildigi ve
a=0,1,-++-,n—1 olmak iizere

a% ylx) _ acy(x) _

sinir gartlarint haiz oldugu varsayilacaktir.

Bu gartlar altinda y=wy(x) in (VL7.2) varyasyon probleminin ¢o-
zimil oldugunu varsayarak ve r(x} de

] ania
m=0,1’2 e ey n-—l igin (Mﬂm) = (""""'(}"-"""I]‘-(—')__"‘) =0
da® x=x3 dax® xX==x3

(VL.7.4)

sinir gartlarim haiz siirekli bir fonksiyon olmak iizere, tek bir ¢ para-
metresine bagh

Y (&) =y(x) -+ n(x) (VL1.5)
egri ailesini goz Oniine alalim, Agikir olarak (VI.7.2) varyasyon prob-

leminin ¢6ziimii olan y=y{x) ekstremil egrisi de (VL.7.5) ailesine ait-
tir. Gergekten de

e=0 icin Y(x)=y(x)
olmaktadir. Eger

Xz

“ ay &Y
I(g)= f f(ﬂ?, Y, “&‘:‘v‘“ geeny W") dx (VI.7.6)

Xy

integraline tekaabiil eden

Sﬁe) =0
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varyasyon problemini géz oniine alacak olursak e=0 degeri igin bu-
nun (VIL.7.2) varyasyon problemiyle cakigacagi agikfrdir. Buna binfien

3 o2
di®)\ _ . af Ay af dw) )
(45 )szo— - f ¥ ae T a(dY ) s T

dx

X1

af a(‘;f) 1 of af  dn

'+adnY P R '51_,—“**31,9,“ e+
dx® dx

X

. 8f d™q —
+ a(dny) dmn) dx=0

dx®

olacaktir. Bu son ifddedeki her bir terimi kismi integrasyonla integ-
re edip y min da (VL7.4) simr sgartlarini gercekledigini goz Oniinde
tutarak, Varyasyonlar Hesabinin temel lemmasindan da faydalanmak
sliretiyle neticede (VI.7.2) varyasyon problemini ¢bzen y=y(z) fonksi-
yonunun

_of d af . . a° of . v
B= ay dx dy | D g d°y =0 (VI7.0)
8( ) 8( )
dx dax®

ifadesini gerceklemesi gerektigi tesbit edilir.

(VL.8) SERBEST SINIR SARTLARI,

Simdiye kadar inceledigimiz varyasyon problemlerinde daima4,
problemi ¢ézen ekstremdl fonksiyonlarin belirli bazr noktalarda 6nceden
verilmig sibit bazi sinir degerlerini alacaklarin varsaydik. Simdi ise
bu simir degerleri sibit olmaytp meseld onceden verilmig bir egri veya
yiizey {izerinde herhangi bir noktadaki degerleri alabilecekleri hali
incelemek istiyoruz. Bu cins sinir gartlarima «serbest ya da fabii si-
ntr sartlart» adi verilir, Bunun igin ekstremil y=y(x) egriginin belirli
bir C(x,y)=0 egrisindan bagladigini farzedelim; buna kargihk ekstre-
mil egri sibit bir »; noktasindan gegsin. Bu takdirde
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X1
I= f Flx,y,y") dx

Xo

integralini, ¢, ve #; sibit simirlar1 arasinda degigen bir ¢ parametresini
ithal ederek, x=x(¢f) olmas) dolayisiyla

£y gy 4
dt dx . :
— t ] t § e e —
I f rl x(t), yit) 7 | dt f flat), y@), =), y(t))dt
2 3 %

(VL.8.1)

integraline ddniigtlirelim. ¢ parametresini ithal etmek siiretiyle integras-
yon smmrlarinin degigkenlerinden kurtulmus bulunmaktayiz. x;=x(,)
ve y,=vy(;) degerlerinin sdbit olmasina kargihk Clx(fs), y(t;))=0 olacak
gekilde xy=2(f,) noktasinin C{z,y)=0 egrisi iizerinde serbestce kaya-
bildigini varsayiyorusz.

Simdi t:t'l de
EC)=n(t)=0

olacak gekilde keyfi iki fonksiyon ile

Wie; , s,)zc[w(to) +g Ellg); ylo) +ey n(to)]z(} (VL.8.2)

olacak gekilde de ¢, ve ¢, diye iki parametre goz Gniine alalim. Bu tak-
dirde eger x=wn(f), y=y(f) egrisi (V[.6.1) tekaabiill eden varyasyon
probleminin ekstremal egrisini gdsteriyorsa

!

Ble, ,5) = f fe+et, y+eun, s+ €, y+en) dt (VLE.3)
o

integralinin W(e,, &)=0 gartina bagl kalarak ¢=¢,=0 icin ekstremum
olacag: agikirdar.

Su hélde ®fc,, ) fonksiyonunun W, , €,)=0 gartina bagh olarak
ekstremum olmasi gerekmektedir. Bu tiirli garthh ekstremumlar igin
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(VL2) de ithil etmig oldugumuz. LAGRANGE g¢arpaniary metoduna
binden

H(zgy, g5, M =®(, g)+7 T, &)

vazederek
oH 20 o
0=|—- = }b
( 9 )31252=0 ( G 95, )31=€z“—=0
; £ £ / o
= {8 of a4 (3 ac
_(aaé E) - f E[a.ac: at (a@)]dt”‘am}‘ﬁ
te f
af aC
== — —+) 8.
g v +AE P (VL8.4)

=30 kim0 = (37 )
852 EI=E).:0 882 882 EI:EI=U

£y

s e (e %

af aC
=y -2y - VL8.5
7 P | 3y ( )
oH
02 Ty = ]IFO.O (VI.S.S
(ax )g,ﬂ,:o ©.9 ’

bulunur. (V1.8.4) ile (VI.8.5) arasinda m yok edilirse «kesigme sarti»
denilen

af 8¢ __ a8C af _

ox 9Y ar gy
elde edilir. Bu gart f=f(z, v, %, y', t) egrisinin tegeti ve verilmig olan
sir egrisinin tegeti arasinda bir bagintidir. Bu baginti 3C/dx ve 9C/dy
ye gore lineer oldugundan eger ekstremil egrinin tegeti biliniyorsa

sinir egrisininki de tek bir gekilde tiyin edilmig demektir ki ancak
bunun tersi dogru degildir.

(VL.8.7)

Simdi eger ekstremdl egrinin y=y(x) geklindeki gosteriligsine do-
necek olursak bu takdirde (VI1.8.1) e dayanaraktan

ey, v, o), y$=x Fee, ¥, y/z)
olacagmdan (VI1.8.7) kesigme bagintis:
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: ' . gF)3C _ B0 [ .
d@F) aC _ 3C @F) _ [ng_] w_% [mwgf‘_]
ax 9y M gy ax ] 9Y ay

_I . aF a(y}c&)] aC 30 [ . OF a(y'/a'c)]

=|F _ oY — Fipo SIE0
T e I T aw W oy
] , aF 1 acC ac oF

- - _ ,'=0 VI.S.S
Y ay'} ay oz 3y (VLE.S)

sekline girer.

Mesele, C{x, v, 2)=0 gibi belirli bir yilizeyden baslayip da veril-
mig bir {x;, ¥1, #) noktasindan gegen ve

X1
I= f Flo,y,2,y, 2)dx
Xo

= m oa

aymdir. Burada da

fle@®, yt), 20, 22), y@), é(t))=:i=F(a: v Yy 2, % , %)

parametrik gosterilisinden hareketle kesigme bagintis) olarak

ac ,8C .aC _ df , of . of

. - e - - VI;S.g
o 3y 3% - ow oy 9w (V1.8.9)
veya
ac  aC ol ar , oF oF  oF
. . — —y’ 2 ] H rait] ¥ I- 51
a8y o lF Y T* az] sy g (VRS0

hagntilarn elde edilir.
MISAL: (x,y) diizleminin belirli bir noktasint y=g(x) egrisine
birlestiren en kisa yolu tdyin ediniz.

Burads mesele x; ve ¥, sdbit olmak ve x, ile y, da y,=g(2) ba-
gintismm gerceklemek tizere
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¥ vy o
= _ ay ¥
I= f ds= f\/1+(dm) dx

X0 Xa

integralinin degerlerini ekstremum kilan y=y(x) ekstremil egrisini el-

de etmektir. Integrant F’(m,y,y')=\f 1+y? geklinde oldugundan (VI.8.8)
e binden ve C(x,y)=y—g(x) olmak {izere

iy B A dg v -
[\/Hy Vity? ] Y ity =
veyi
TR ot Y —
VIityi+g'—y) Firs 0
olur. Bu baginti ise
., 1
Yy = g

gekline biiriindiigiinden aranan ekstremél egrinin (#,,y, noktasindan
y=g(x) yi dik ac1 altinda kesen bir egri (tabii, burada bir dogru) ol-
masl icibettigini gostermektedir.

(VL9) VARYASYONLAR HESABININ TERS PROBLEML.

§1=5 f (@, y, y)dz=0 (VL9.1)

Xo

geklindeki bir varyasyon problemine ¢oziim olarak ikinci mertebeden
bir diferansiyel denklem olan

o d Aty
B(h=—g- — 4 ( ay’) =0 (V1.9.2)

geklindeki EULER diferansiyel denkleminin tekaabiil ettigini gordiik.
Sliphesiz bu denklemi
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Bip = — A3

9y de\ay |~
_of (¥ *f .
=% 3 war T ey Y T Y =0 (V1.9.3)

geklinde de yazmak kaabildir.

Fakat tersine olarak iki parametreli her egri ailesine de veyahut
da bagka bir deyigle

¥ =F(,9,9) (VL9.4)

geklindeki ikinci mertebeden bir diferansiyel denkleme, ekstremil eg-
rileri (V1.9.4) ile ¢ikigan, yani (VI.9.4) iin (VL.9.2) veyi (VI.0,3) EULER
denkleminin ¢0ziimii oldugu (V1,9.1) gibi bir varyasyon problemi te-
kaabiil eder mi?

Bunu goérebilmek i¢in verilmig olan (V1.8.4) eger (V19.1) varyas-

yon probleminin c¢bziimlerinin gergekledikleri bir diferansiyel denklem
ise (V1.9.1) in c¢oziimiine tekaabiil eden (VI.9.3) EULER denklemini
(VL9.4) in de gergeklemesi gerekecegine dikkati c¢ekelim., Buna ve
(V19.3) e gore

of (¥ ¥
dy (9xdy  dydy

&
oy

-y + F%—“—*—O (V1.9.5)

olmasi gerekir, Burada 9’f/9y =2 vazedip de y” ye gore tiirev olarak

*f 2z az 9 Iz ar
—_ 4 i LAl gy
away dox T aw ¥t vy T Fteyy
veya
3z # ., 0 oF
aw T Ve Pty =0 (VL9.6)

olur, Bu (VI.9.6) denklemi 2 cinsinden birinci mertebeden kismi tlirevli
bir diferansiysl denklem olup genel ctzlimii de keyfi bir ®(z,y,¥%)
fonksiyonuna baghdir. Bu denklem

9*f

zz—é-y—,g—

(VL9.7)
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fonksiyonunu bu @{x,y,y’) keyfi fonksiyonu cinsinden tiyin eder.
(VLO.7) den iki kere integrasyonla da (VI.9.1) varyasyon probleminin
integranti olan f fonksiyonu da 2 ve y nin iki keyfi fonksiyonunu
muhtevi olarak elde edilir. Bu son keyfi fonksiyonlarin da (V1,9.5) gar-
t1 gergeklenecek gekilde tiyin edilmeleri gereklidir., Bu gart ise bu
keyfi fonksiyonlardan ancak birini yok etmege yarar. Buna binden
ekstremalleri muayyen bir ikinci mertebaden diferansiyel denklemin
eoziimleri olan sonsuz tine varyasyon problemi vazedilebilecegi goriil-
mektedir.

(VL10) IZZOPERIMETRI PROBLEMLERI.

(VL.1) de de temas etigimiz gibi ¢ok kere

X2
J= f g, y, y')dos =sibit (V1.10.1)

X

gartLaltinda

X2
I= f ft, 4, 3 )dae (VL.10.2)
X1
integralinin ekstremumlarimi tiyin etmek arzu edilebifir. (VI.10.1) yan

gartinl haiz olarak (VI10.2) ye tekaabiil eden varyasyon problemine
izoperimelri problemi adi verilir.

Izoperimetri problemini ¢ozebilmek icin y=y(x) egrisinin proble-
min sartlarina uygun ekstremél egriyi temsil ettigini kabul ederek
(@) ve nyx)

M(%1) = My(20,) = (@) = Np5) =0 (V1.10.3)

geklinde sinirlarda sifir olan ve tiirevi haiz keyfi iki fonksiyon, g, ile
g, de iki parametre olmak fizere

Y{x)=ylx)+em(@) +85m5() (V1.10.4)

geklinde iki parametrali ve y=y(x) ekstremil egrisini & =g=0 icin
ozel hil olarak kabul eden bir egri ailesi ithil edelim. Burada bundan
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evvelki birgok varyasyon problemlerinde oldugu gibi bir parametreli
bir egri ailesi ithdl etmemiz meseleyi halletmez; zird bu tek paramet-
renin degerinde vukuu bulan herhangi bir degigiklik genellikle, sidbit
bir degeri haiz olmasi istenen J yi tadil eder.

(VL.10.3) gartlart g; ve g nin biitliin degerleri i¢in (VI,10.4) egri-
lerinin ayn1 sinir noktalarindan geemelerini saglar. Bu takdirde

Tle;, &)= f f, Y, Y') da (V1.10.5)

X;

X,
Vf(t., y Eg) —dJ = f gz, Y, Y )de — =0 (VL.10.6)

X

fonksiyonlarmm: gtz 6niine alalm. g =¢,=0 igin bu ifddelerin

7(0,0)=1
7 (0,0)=J =sibit

ifddelerine yani goz oniine almig oldugumuz varyasyon problemlerinin
verilerine miincer olacaklar1 ve gene

?(s, , Ey=s8bit
sart1 altinda
8?(:-:1 , 8)=0

varyasyon probleminin de
"7 (0,0) = J =sabit
87 (0,00=8I=0

varyasyon problemimizi verecegi agiklrdir. Diger taraftan da & ve g,

parametrelerinin ?(sl , Ep)=8dbit bagintist dolayisiyla tamamen keyfi
ve biribirlerinden bagimsiz olarak defigemeyecekleri Agikardir.
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Bu gartlar altinda (VI.10.1) sartina bagh olarak (VL10.2) nin
ekstremumlarim bulma problemi, 4di minida e=g=0 icin (VI.10.6)

gartina bagh olarak (VI.10.5) fonksiyonunun ekstremumlarmi bulmaga
denktir. A ile bir LAGRANGE carpamm gosterecek olursak

FF=f+hg (VL.10.7)

vazetmek slretiyle &, ve &, nin fonksiyonu olan

iy, &) =1 (g, , sg)+)»[‘i?(al , s?)--J} - f {52, ¥, Y) de—id (VI.10.8)

Xy

ifidesini goz oOniline alahm. Buradaki A carpani her problemin kendi

Ozel sartlariyla belirlenecektir. Su hadlde varyasyon problemimizin
c¢Ozliimii g;=¢,=0 i¢in

al*y _ .
( 863_)0_ 0 (i=1,2)

ar\ _
(3),=0

ile verilecektir. Burada, parantezin altindaki 0 indisi g;=g,=0 vaze-
dilmesine igéret etmektedir. Buna goire, ¢=1,2 icin, (V1.10.9) dan

(VI.10.9)

X2 x2
o _ e ar o avy, e Lo
e f }317 e + 3Y" o %d.%«- f %aY 1+ 2y T é dx

X1 x4
I 1 rFod (e e
—|aF 1 _ o d (af* o
X1 X1 X1
X3

- SafF A (aft N .
= f’“‘gay dm(ax”)gd“’“o

X1

bulunur, 7; ile parantez icindeki ifdde Varyasyonlar Hesabmin temel
lemmasinin gartlarini gergeklediklerinden
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ar* _ af* _ d (aoff
9 ¥ dw \aY') (V1.10.10)
(i=1, 2}

oldugu sonucuna varihr. g=g=0 i¢cin bu iki denklem, gtz Oniine al-
mis oldugumuz varyasyon probleminin ¢oziimiinii saglayan tek bir

of & (of \_
v~ (ay') =0 (VL10.11)

denklemine gider. Bu ikinei dereceden diferansiyel denklemin genel
¢Oziimii 3 parametreyi hividir., Bunlardan ikisi denklemin integrasyo-
nuyla ortaya cikar ve yy=y{x), ¥,=y(x,) sinir gartlarivla tesbit olu-
nurlar, Ugiineli parametre ise (VI.10.7) dolayisiyla ortaya gikan A car-
pant olup bu da

Xz

BI* -— r _0
) = f 9,9 Ve — J = (VL.10.1)

Xy
gartiyla tdyin olunur.
Eger
7]
f gilga®, @), - - -, qu®); GiE), golt)ye -+, @) ) dE=0C;  (VL10.12)

L2

gartlar: altinda

i
I= f I(QI(t)’ Q3(t) 37T Qn(t); fj](ﬂ;‘%(t), Yy dn (t))dt (VI.10.13}
4

integralinin ekstremumlar1 yani
8I=0 (V1,10.14)

denklemini gercekleyen qix=qx(t), (k=1,2,...,n), ekstremil fonksiyon-
lar1 araniyorsa gostermek kaabildir ki bu problem de yukaridakine
benzer gekilde, fakat bu sefer m adet M garpam segip
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m
fr=f+ Z A i (V1.10.15)
i—=1
vazederek
K/ AL R/ (VL10.16)
g dt oo

k=1,2,...,0)
denklemlerinin (V1.10.12) sartlar: altinda coziimlerini bulmak sfiretiyle
halledilir,

MISBAL: 1. — Sabit bir L uzunludunu haiz bir ip wverildiginde
bununla x-ekseni arasinde kalon maksimum alon: tesbit ediniz,

Ipin x-eksenini kestigi noktalars x, ve x, ile gdsterelim. Buna
binden L uzunlugu

Xz ¥
sz ds=f VIt de
X

xy

olacaktsr. lp ile x-ckseni arasmdaki 4 alonr ise

Xz
A-—-—-f Y dx
E

den ibdret olacaktsr. Su hdlde

fF=y+aJI+y?

olmak direre
_E_lf: d af* = 1 d »y

— et T

dy de 3y da Vity?

olmalwdir. Bu ise x e gdre integre edildiginde
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verir. Buradan

+ () dix
dy =
MRRYf e

ve dolayrsiyla

Y= F\ M= (x—20)*+ Yo
ve

(x—20 + (y—yo)*= N’
bulunur. Bu ise aranan ekstremdl egrinin A yarigoplr bir yarim do-
ire oldugunu gostermekiledir. Ayrica A=L/n oldugu onlagimalktadir.

MISAL: 2 — Iki noktaye raptedilmis olan bir kablonun kendi
agirhgr altwnda alacagr sekli tesbil ediniz.

Sitktinet hdlinde agirlik merkezi miimkiin olan en alcak durum-
da bulundugundan, goz Oniine alnan problem de

Xy X2
L=f ds=f VIi+ytda
Xy X1

yon gsarts altwnda, iki noktaya tesbit edilmis olan kablonun meyda-
na getirdigi seklin yatay olarak segecedimiz x-eksenine gdre statik
momentinin minimumunu dbulmaya miincer olmakiadwr. x eksenine
gore y=y(x) egrisinin statik momenti

X2
X1

dir. Su hdlde

Fr=yV1l+y? +AVity?

olmak iizere
af:!: _ d af:::_
ay dr 3y’

olmalidir. f* fonksiyonu agik olarak x degiskenine tabi olmadigindan
(VI.5.10) a binden

0
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Cy=f*—y —= MVI+y?t —y”? —
1=y 5= )WIi+y'? —y Vit
olur, Bu ise

demektir. Simdi

dy _ .
dw =Y =gh t

olacak sekilde bir parametre ithdl edecek olursak
y+rA=C; ch t (V91.10.10)

bulunur. Diger taraftan buradan dy=C;sht dt oldufundan

= % _
da== shi -'01 dt

yani
w:CI i+03

clde edilir. Bu son denklem ile (VI.10.17)}} araswmda ¢t parametrest
yok edilecek olursa, neticede, aranan egrinin

y+h=C, ch (i"'iﬂ)
Cy

fonksiyonu ile gosterilen bir zincir egrisi oldugu fesbit edilmis olvr.

(VI,11) COKKATLI INTEGRALLERIN EKSTREMUMLARI.

Simdiye kadar hep tekkatli integrallerin ekstremumlarinr arag-
tirdik. Bu boliimde ise ¢iftlzath integrallere tekaabiil eden varyasyon
problemine temas edecegiz. Daha c¢okkatli integrallere genellegtirme
ise kolaylikla yapilabileceginden burada bunun ayrintilarina girmekten
vaz gegiyoruz.

(z,y) diizleminin kapalt bir B bdilgesi stirekli ve ¢ift noktasi ol-
mayan kapali bir ¢ egrisi ile sinirlanmig olsun. Bu takdirde B de ta-
numlanms bulunan ve ¢ iizerinde d: OGnceden verilmig degerler alan
bir f{(x,y,2,p, ¢) fonksiyonunun

F. 18
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I = f f fle, v, 2, p, @ da dy (V1.11.1)

geklindeki integralinin ekstremum degerlerini hesaplamak istiyoruz.
Burada p=98/dx , q=392/0y vazedilmig olup f fonksiyonu da bhiitiin
argiimentlerine gore iki kere tiiretilebilen bir fonksiyon olarak kabul
edilmektedir.

81=0 varyasyon problemini ¢izebilmek igin, 1 (x,vy) ile
Viz,y) € C = n(®, =0 (VL11.2)

olacak gekilde siirekli tliretilebilen bir fonksiyonu gostermek iizere
tek bir £ parametresini hajz

Z(x,y)=zlx, P+enlx, y) (V1.11.3)

efri ailesini secelim. Eger 2(x, %) ile 8I=0 varyasyon problemini ¢&-
zen ekstremal fonksiyonu gidsterirsek

Tte)= f [ f, v, 2, P, Q) dx dy (VL.114)
B

fonksiyonunun ekstremumlarn e=0 i¢in (VI.11.1) inkine miincer olur,
Buna gbre affs)fas un ¢=0 degerini hesaplamamiz 1azimdir :

_{al(® of 8z . of 9P . 9f 39
5’“( 3 )g;o lm ff (az 3e TP e T a0 as)d“’ ¢y
L & af am
g_,off( t3p o T 30 ay)d"’”dy

_ of af am af B
‘ff (az o e T g ay)d‘”d’y“o
B

olur. Bu ifdidedeki son iki terim gtz Oniinde tutulursa bunlara
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[[ (o30r ot [ [ {32+ )

+ § H(& dy—F dx)

geklindeki GREEN formiiliinli uygulayarak
8f 8 3 (9f
0=38I= d —_ el bt i B
[ oo [ oh (% + 32} s
B

af of
+§ 3610 v aqd’xi
C

olur, Son integral B nin ¢ simir1 tizerinde alinmis olmak hasebiyle
(VI.11.2) ye binden sifirdir. Buna gore

ff bow — i (o)~ 5 (50§ 40 900

bulunur. 1 fonksiyonu B de siirekli ve ¢ smmrinda sifir oldugundan,
Varyasyon Hesabinin temel lemmag geregince son baginfi bize B

icinde her yerde
of a8 {af\ 9 (af\_

oldugunu gisterir. Bu ise z==2(x, y) ekstremél egrisini belirleyen ikinci
mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Buna OSTROGRADSKI denk-
lemi denir.

Bir B bolgesinin € sinin iizerinde 2 nin 2=g¢ (x,y) gibi belirli bir
fonksiyona miincer olmast sarti altinda

I(z(a:, y))= f f P+ g) dx dy (V1.11.6)



276 Fizikte Matematik Metollar

nin ekstremum olmas1 keyfiyeti incelenebilir. Bu takdirde OSTRO-
GRADSK! formiiliiniin sygulanmasyla z nin, B hilgesi iginde,

. B’z
V2—~ 5;3‘--

LAPLACE denklemini gerceklemesi gerektigi gériilir. Bir fonksiyonun
B gibi bir bilgede LAPLACE depkiemini saglayun, bolgenin sinirinda
da Snceden verilmig olan fonksiyona doniigen bir fonksiyonu tesbit et-
mege B i¢in bvir DIRICHLET problemini ¢dzmek denir.

{V1,11.6) fonksiyonelinin ekgtremumynun minimum oldugu ispatianir,

MISAL, — Kapal bir uzay egrisinden gegen dyle bir yiizey bu-
lanuz ki banun #eerinde C nin smuriadagns alan minimum olsun,

2=z(x,y) bir ylizeyi gosteriyorsa bunun iicerindeki bir B bilge-
sinin alaninm

= | [\ (5] (5| firi e e
B B

ile verildigi bilinmekiedir. Su hdlde problemimiz 3A=0 olacak gekil-
de g=2z{x,y) egrisinin tesbilini Ongdrmekiedir. Ostrogradski forméi-
liniin uygulonmass sonucunda 2 a#in

e 3z 9z a2 % el 9z V1 _
ams[“(ay)] ¥ 3y amay"’ay*_”(”?a;"”“‘o

diferansiyel denklemini gergeklemesi gerektigini gostermeltedir. Bu
denklemi safjlayan yiiveylerin ortelame edrilikleri sifir olen yiizey-
ler oldukiary gbsterilir. Bu yiizeylere genellikle <minimol yiigeylors
ady verilmektedir.

Eger ekstremumn aranan fonksiyonel 9z/3xi=p: olmak tizere

szf ..ff(wlstr"':wn!zl?'l?pﬁ"'.’p")d:‘cldwz.. d
B

ise buna tekaabiil eden varyasyon problemini g¢izen 2z nin
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of _ X' 8 (8f\_
! Z 3 ( api) =0 (VLILT)
i=1

geklinde bir denklemi saglayacag: kolayhkla gésterilir.

MISAL. Bir 8 yiizeyi ile cevrili bir B bilgesi, notronlan fisyon
yoluyla cogaltan bir ortama temsil etmektedir. ?=9(x, y, z, t) nitron
akist 8 iizerinde sifir olduguna gire

L= fff P, y,2,t) dx dy de=1
B

> -

sartt altmda, ortamdaki J =—D grad ¢’ (x,y,2,t) akim yogunlugu
vektdriiniin nzunlugunun karesinin B de stasyoner olmasi igin ¢ ne
sekilde olmalidir?

Su halde

wm [[f [Tt
> [f]
> [[J AR+ (5] + (2]

integrali I,=1 sartr altinda stasyoner olmahdir. "Buna gbére ve La-
grange carpans olarak, kolayhk olsun diye (—A\D?) almak siretiyle

2 2 2
o (] < (5] + (B
Y

2
de dy dz=

—ipn 2
grad ®x,y,2,t)| dx dy dz

vazederek (VI.11.7) ye binden

Fo o | gt
2t T o T oo

+ AP =204 0P=0
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bulunur. Bu ise zamana bagls bir denklem degildir; yan saris da
goeg oniinde tutarek su hilde 9=%9(x,y,2) olacag: goriiliir. ¢ yi ve-
ren bu ktsmi titrevli denklem zdten notronlarin zamana bagli olma-
yan difiizyon denkleminden baska bir gey dedildir. Buradaki A para-
metresine gelince bu, swmar sartiwyla tdyin olunacakir.

(VLY2) VARYASYONLAR HESABININ TEORIK MEKANIGE UX-
GULANMASI.

Simdiye kadar Varyasyonlar Hesabina dair gérmils oldugumuz mi-
saller bu matematik aracin nygulamalarinin gegitliligi ve sagladig: ge-
nig inceleme imkAnlar hakkinda oldukg¢a genig bir fikir verebilecek
niteliktedirler. Varyasyonlar Hesabinmin fizik ve miihendislige uygula-
malar goktur, Fakat biz burada bunun zellikle Teorik Mekanige uy-
gulanmast hakkinda baz hilgiler vermek istiyorusz.

Mekanigin elemanter formiildsyonu bilindigi gibi NEWTON'un
yvaptig1 gekilde kuvvet kavramina dayanir. Bununla beraber mekanigi
kuvvetten bagka temellere dayandirmak da miimkiindiir, Bunlardan
biri de enerji kavramidir. Efer enerji kavramini HAMILTON un gériis
acisindan ele alirsak kuvvet kavramindan farkh, fakat onunla telif edi-
lebilir oldugu kolaylikla goOsterilebilen bir ilke mahiyetini haiz bir te-
mel postiildt araciligiyla biitiin mekanigi inga edebiliriz, HAMILTON
tlkesi dedigimiz bu postlilit, yervektoriiniin bilegenlerine ve bunlarin
zamana gire tlirevlerine bagh oldugu kabul edilen K kinetik enerjisi
ile, sAdece yer koordinatlarina bagh olan V potansiyeli arasindaki

L=K—V

farkimin #; ve {, anlart arasindaki integralinin stasyoner olmasmmi &n-
gormektedir :

£, ty
Sf(K—V)dt=8 fL(QIPQQ!H'!qa; d]:réz,"'aéu,t)dt'-’:e-

tl tl
{V1.12.1)

Bu tiirlii bir varyasyon problemine tekaabiil eden diferansiyel denk-
lemlerin
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3L 4 3L _

0g; dt 8di

0 (i=1,2,...,n) (V1.12.2)

geklinde olduklar1 bilinmektedir. Bunlara LAGRANGE hareket denk-
lemleri adi verilir.

Enerjinin korunum ilkesi izole bir sistemin toplam enerjiginin
sdbit kalmasim Gngdrir: K4V ==8abit, Su hilde toplam enerjinin var-
yasyonu sifir olmahdir:

HE+V)=3K 48V =0.

Buradan &V nin degeri crkartilarak (VI12,1) HAMILTON var-
yasyon ilkesine ikaame edildi miydi MAUPERTUIS, ya da en kiigiik
aksiyon ilkesi denilen

t;
§ f 9K dt =0 (VI.12.3)
t

varyasyon ilkesi elde edilmig olur. Fakat X =—%- mv’:—%— m(ds/dit)* ol-

mas1 dolayisiyla
ds

VE
m
yazilabilir. Buna binden s, ile 8,, £, ile ¢, anlarina tekaabiil eden ve

(VL.12.1) yi ¢bzen ekstremdl egri fizerindeki iki noktayr gdstermek
izere

di=

ty =2 82
Sf 2K dt=6f VZmEK dssz V2m(H~V) ds=0
H i 8¢

{(VL12.3)

olur, Burada kinetik enerjinin H toplam enerjisi ile V potansiyel ener-
jisi arasindaki fark oldugu keyfiyeti goz Oniine abnmig bulunmaktadir.
Bir Riemann uzay: icin (VL12.3") den

e dx'  da*
3[ \/Zm(H-—V) “gzr&;—— *a*s— ads=0 (V1.12,4)
gy
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bulunur. Eger gbz Oniine aldigimiz m kiitleli nokta iizerine hicbir dig
kuvvet tesir etmiyorsa, yini V=0 ise, enerjinin korunum ilkesine gb-
re bunun H toplam enerjisi sibit olacagindan (V1I.12,3") varyasyon
itkesi

g
¥ i k
5 f \/ - ‘i"’z—“; % ds=0 (V1.12.5)
5

ifadesine miincer olur. Halbuki bu varyasyon problemini g¢oOzen egri-
lerin s, ile 8, den gegen geodezik egrileri olduklarim biliyoruz. Su hal-
de sdbit bir kinetik enerjiyi haiz olarak serbest harekete terkedilen
bir cisim, iginde bulundugn RIEMANN uzaymnin geodezikleri boyunca
hareket edecektir. Bu, NEWTON’ un eylemsizlik ilkesinin RIEMANN
uzaylarina genellegtirilmesini tegkil etmektedir.

(VLB) de

§7

ds

§f ——=0 (VL.12.6)

L3

geklinde ifdde olunan FERMAT ilkesini gdrmiigtiik. Bu, en genel hal-
de, ¥ hiziyla yayian dalgasal bir bir hareketin (bzellikle 15181n) s, ve
8, noktalarm katetmek icin sarfettigi zamanmin minimum olmasina te-
kaabiil etmekteydi.

(VI.12,3) ve (V1.12.6) ifddelerini kargilagtiracak olursak bunlar, gerek
K=H —YV Kkinetik enerjisini haiz bir maddi noktanin ve gerekse w ya-
yilma hizaini haiz bir dalganin s; ile s, noktalari arasim katetmek
izere ayni gekli haiz tek bir varyasyon prensibine ve dolaysiyla aym
bir yayihm kanununa uyduklarim gistermektedir, Buna binden her iki
hareket geklini karakterize eden fiziksel biiylikliikler arasinda bir ba-
ginti kuracak olursak her iki yayilim seklinin de tek bir kanunu ger-
geklemeleri dolayistyla maddi bir noktanin yayihmna bir dalganin ya-

yilimim ve tersine olarak da bir dalgamn yayilimna da maddi bir
noktanin yayihhmim tekaabiil ettirebiliriz. Burada bahis konusu olan
sidece matematik bir tekaabiiliyettir, Kat’iyyen meseld maddi noktaya
bir dalga refékat ettirmek diye bir gey vérid olamaz. Ancak bu derin
tekaabiiliyet dolayisiyla maddi noktamn da bir dalgamin vasiflarini,
dalgamn da bir maddi noktanin vasiflarini haiz olarak ortaya cikma-
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lari beklenebilir. Boylece sirf maddi nokta ve airf dalga, hic degilse,
teorik olarak ortadan kalkmakta ve yerlerine her iklsini h8vi daha
derin ikieil gSriiniigli fiziksel bir gergek kaaim olmaktadir. Igte mo-
dern fizikte, dalga-tinecik ikicillifinin yini 1:38m bagan foton gibi t8-
neciksel bir yapivi, bazan da dalgasal yapiyr veydhut da meseld elek-
tropun bazan dalgasal, bazen da tneciksel bir goriiniigh haiz olarak
ortaya cikmasinin anahtar buradadir,

(V1.12.3) ve (V1.12.6) aym gekli haiz olduklarindan bunlavin tem-
sil ettikleri fixilmel olaylar arasmida Mivebic bir tekaabiiliyet olabilmesi
igin her iki iptegrantin Dbiribirleriyle ocrantih: olmalan [8zmdir. By

orantl katsawnisini ¢ ile gbsterirsek

[

7
—E—z\mm{H——V):\fﬂmK=v 2? v =p

ohlmalihr. Ve bu giz Online aldhyfimir dalgas ya da madd noktamn
méhiyett me olursa bbyle olmalidir. w, dalga hareketinin hum olmak
hasebiyle

% == AV
diir. &, dalgaboyunu ve v de freksnsm gistermektedir:

= P (VL127)

Bu iffdenin fistksel boyutlenm giz Saline alirsak a sdbiti
[el=[p1 DM NI=(MLE L) (T ) =RL* T = K],

yini ¢ nmin bir enerjinin boyutlarmm haiz olmasm gerektigi bulunur.

Simdi a y1 tdyin edehilmek icin Szellikle elektromagnetik bir
radyasyonun meydena getirdigt dalgesal karekelr gz Online slahm,
Elektromagnetik radyasyonnn kdh fotoslektrik olaymds oldugu gibi
tineciksel bir méhiyett, kiih girigim olavinda oldugu gibi dalgasal hir
mahiyetl haizmig gibi davrandghor hiiyorns, Ote yandan fotontin
impulst olarak

?::%: Tﬂ e hy m% M*m&

&

oldugu bilinmektedir. Buna binien (VI12.7) ye gire ¢ nmin
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a=hv (V112.9)

olmas gerektigi gorillmektedir, Filhakika : [Av]l=ML*T~? oldugu da ko-
laylikia gergeklensbilir.

Su hélde ne tirlii bir maddi nokta olursa olsun buna o tirld bir
dalga hareketi tekaabill ettirilebilmektedir ki bunun dalga uzunlugn

}.:-—’{-» (V1.12.10)

olsun; ve ne tiiriii bir dalga hareketi olursa olsun buna da impulsn
h
my=p=-3- (VL.12,11)

olan bir maddf nokta tekaabill ettirilebilmektedir. 2 min gok kiigiik bir
degeri haiz olmasmi dolayisiyla makroskopik biiyiiklikler igin (V1.12,10)
ve (V1,12.11) formiillerinin highir pratik degeri haiz olmayacakiar:
fgikArdir. Meseld 100 km/h a1 olan 1500 kg hik bir otomobile tekaa-
biil eden dalgasal hareketin dalga uwzunlugu

oldugundan bu dalgasal hareket highir zaman fizlksel olarak &lgebile-
coffimiz gekilde ortaya cikmayacakisr, zird en im aletlerin dahi 10-%
m mertshesinde bir waunlufu Olgebilecek hassasiyetieti yoktur., Buna
kargitk 10000 km/sec hmm haiz bir eiektrmm tek&awl eden dalga
hareketinin dalgaboyu

6,635 - 10
8. 10-% x 10

=0,8.10-0p =08 4

olacagindan bu hem el¢ktronun boyutlarina nisbetle ¢ok bliyitk bir de-
ferdir, ve hem de kolayhkia ortaya konabilir; ve nitekim elektron-
larin da, difer temel ticediklerin de tipki dalgalar gibi de davran-
diklayt tespit edilmigtir. Bu mey&nda elektronlariz yamlmig olan gin-
gim deneylerini zikredebiliriz,

e
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Vii. Boliim

OZDEGER PROBLEMLERI ICIN
VARYASYON ILKESI.

(VIL1) OZDEGERLERIN BIR VARYASYON PROBLEMIYLE KA-
RAKTERIZE EDILMESI.

> >
L ve M iki operatdr, @, = @, (%, %y, *+, %) vektorii de tamm-

landig1 B bélgesinde sonlu uzunlugu haiz kompleks bir vektor oldugunda

-> -

L (sz )ﬂ- M (?k (VILI.}.)

ile belirlenen genellegtirilinis oOzdeger probiemini godz Oniine alalim,

Bbyle hir problem, genellikle Ay, Ay, * -+, A, -+ -+ geklinde bir dGzdeger
s -

dizisine tekaabiil etmek iizere ®,,9,,+:-,®,, - geklinde bir dzvek-

tor dizisinin varhgini ortaya koysr. Diger tarafian
Lt=L* , M*‘=M* (VIL1.2)

aracthigiyla L ve M ye ek olan operatdrler tammlamrsa (VIL1.1)
e tekaahiil eden ek Ozdeger problemi

-5 -
LY o= 2o M7¥ s (VIL1.3)

geklinde olur. IV, Bobliimde ek operatirlerin aym &6zdeferleri haiz ol-
duklarimi gistermig bulundugumuzdan (VIL1.3) de de (VIL1.1) deki
aym » Ozdegerini kullanmakta sakinca yoktur. Gene aym boliimden
hatirlanacagl vechile ek operatdr tamim L ve M operatorleri igin
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- - > >
(e, LP)={(L* ), )
(VII.1.4)

-> > > >
(Y, MP={((M7 (1), D))

bagintilarim gerektirmektedir,

Bu bdliimiin amac1 (VIL1.1) ézdeger problemini gergekleyon Ak
Ozdegerlerinin

o -> —> —
(e, MP)=((M" i}, @ (VIL.1.5)
yan gartt altinda
- —> > =
8, L) =8(L*ds), @) (VIL1.6)

olmasim1 saglayan bir varyasyon problemi cergevesi iginde

I -
— (LIJI:: L ®,)
B

Mo L
((pk » M (plr.)

(VILL.T)

ifadesi aracihgiyla belirlenebilecegini gostermekten ve bu Ozellikten
pratik sonuclar elde etmekten ibdrettir,

Burada,
i S =T
(i=12,...,n)

L - + -+ - » »
gartiyla belirlenen bir B bdlgesi verildiginda (dn, L% gibi bir ifa-
denin

m M Na -y

> > - —>
(¢k,L¢k)=ff...f a#(y, 0+ v, %) L Py, » - ¢, X)) doy + + - oo,
&1 B &,

demek oldugunu hatirlatalim.
{(VIL1.5) ve (VIL1,6) ifddeleriyle belirlenen izoperimetri problemine

o
donecek olursak bunu ¢dzen 9. vektoriiniin bilegenleri olan ¢,,v fonk-
siyonlari,
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> > > >
Fk=¢k+L G — }ak '-!)k-l-M(pk
> > > >
= (L da)* O — M (M* )T 0

e —
yahut da 4, ve ¥ nin hilegenleri aracillifiyla L. ve M operatdrlerinin
matris elemanlarint tebiriiz ettirmek sfiretiyle

Fr="9"u Lyy Qo — M Vo My Py
o N (VILLS)
= (Y g )ty Pry — MM g ), O
=0
k T Z dﬂ&" ( a‘lﬂ-k Jh )
i=1 ax;
(VIL.1.9)
aq’k v Z do a“pk v
i=1 axs

. >
denklemleri aracihigiyla temin edileceklerdir. Buradaki n gerek .

_+
ve gerekse ¥, vektdrlerinin bilegen adedini gostermektedir. P, fonk-
siyonunun (VIL.1.8) ifideleri gbz oniinde tutularak (VIL1.9) dan

Ly Qev =% M,y Py (,v=12,...,m) (VIL.1.10)
(Lt o)ty = MM b)Y, 5 (mv=12,,..,m) (VII.1,11)

bulunur. Bu ifédelerin ise vektorel héillerinin

> -
LO% =AM (VIL1.1)

3 —>
Li¥dp=MM*{ (VIIL.1.3)

oldugu &gikirdir. Boylelikle ¢oziimii (VIL1.1) dzdeger problemi olan bir
izoperimetri problemi vazetmenin her zaman miimkiin oldugunu gbs-
termis bulonuyoruz.
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Simdi
[ G, Lr.p) l
( 3 I:

olmas] gartlarim aragtiralim. Eger gk ve _!IZ (VIL1,12) nin ¢dzimii ise-
ler, sibit bir katsay1 farkiyla (VIL1.5) garti altinda (VII,1.6) nin da
¢Oziimii olurlar. Bunun tersinin de gecerli oldugu Aagikrdiwr. Dolayl-
siyla, sibit bir katsayidan sarf-1 nazar, her iki varyasyon problemi de
biribirlerite tamamen denktirler. Bunu, (VI1.1,12) nin (VIL1.1) i verdi-
gini tahkik etmek siiretiyle dogrudan dogruya da gorebiliriz. Bunun
icin
> - - -
I=(dh, L9 ; K=, M®)

vazedip I/K oranminin birinei varyasyonunu g0z Oniine alalim; yéni e

alliar o
keyfil bir parametre ve ¥ = Yx{xy, %3, - *,%) de n adet bilegeni
haiz ve
—-> -
X E1, &, &) =X, T, - oo, M)=0

gartlarint gergekleyen bir vektér olmak iizere

> > >
D, =P 4 X

— —~3 —
Ve =+ e¥

—-> -
vektorlerini gdz Oniine alalim. Eger 9 ve ¢, I/K y1 minimum kilan

> —
vektorlerse, bu takdirde =0 icin ®, > ¢, ve \Ifk+ P olacagindan goz

Oniine aldifimiz minimum problemimiz

I Ie)
()= 2| £ oo™

gekline girer. Buna gore
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| B0 ED e
a(—fj =\~ xwy [,=0 (mid

yani eger I{e)/K(s) oraninin minimum degerine A, diyecek olursak S.D.
ile «stasyoner deger» i giOstermek siiretiyle

de) IO, (VII.1.14)

5D %@ = KO

ve bu takdirde de (ViL.1,13) den

[l _. (9K -9 (¢ 13 —
OH( ge )e-———o lk(ae )azl}“ d (Wk’ LQE)ESD

m

] - - ] —> - e o
""'l'k““""'_ lp‘ky M(pl: = a lbk"*'EX, L(q)k"}'EX) -
aE e=0 aﬂ
o0 — e - —_
— M e (%-I-S’X, M(P. +¢ X)) . (VH,1.15)
=

> >
olur. Buradan bilegenlere gegilir ve ¥ ile &, nin bilegenleri igin ¥in
ve @, vazedilirse

8 _ My @ 9 9 8Py 3

e

ke B am‘k,g"‘x” L b e T e a@,ﬂu“‘xu Py,

yazilabileceginden neticede gene vektdrleri gz Onfinde tutarak s=0
icin (VIL.1.14) den

.l ' - —
('}C s L cpk)"""'lk(x » M @k)=0

bulunur. Bu ise

m Mg Tin_) > -
f f “os f X{L%——MM%}M, dxy...du,=0
E! &2 En

demektir. Varyasyonlar Hesabinin iemel lemmas ise, bu takdirde,

> -
L®= MM
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+
oldugunu bildirir, Su hdlde I/K oranin @, vektdrii i¢in miniraum dege-
ri (VII.1.1) ézdeger problemine tekaabiil eden {zdegerinden ib&rettir,
Bu, kezd, (VII,1.1) in bir dzdegerinin, {VI1,1.12) geklindeki bir varyas-
yon probleminin bir ¢ozlimti olarak da yorumlanabilecegini gdstermek-
tedir,

Diger taraftan
> >
(W, L9y

= > = )bk (VII.1.13)
(e, MOy

S.D.

olmas1 keyfiyeti ¢ok ilgi cekici bir sonugtur, zird bu formiil, belirli bir
bélgede tanumlanmig bir $zdeger probleminin Szfonksiyonlarinin geklini
yaklagik olarak bilmexle, bunlara tekaabiil eden dzdegerlerin yakilagik
degerlerini biiyiik bir sthhatle belirlememizi saglar. Gergekten de (VIL.

—
1.13) deki oran (VIL1.1)-(VIL1.3) Ozdeger problemini gercekleyen @,

ve _q:: fonksgiyonlari icin stasyoner oldugundan bu fonksiyonlar yerine
aynt sinir gartlarini haiz biraz farkh fonksiyonlar almak oramm (yini
A Ozdegerinin) gene de ¢ok sihhatli bir degerini temin edecektir. Bu-
nu iki misdl yardimiyla ortaya koymak istiyoruz.

MISAL: 1. y(0)=y(1)=0 olmak iizere

2
%a.g_—pxeo (VII.1.1))

denkleminin en kiigiik dzdegerini yaklasik olarak tdyin ediniz,

Bu denklem harmonik osildtor denklemi olup mdlim oldugu vec-
hile M2=k*x? olmak dizere y.=sin(krx) seklinde Ozel ¢oziimleri haiz-
dir. Bn kiicitk dzdedor olan M2=7? ye tekaabiil eden ¢oziim de y,=sin
nx dir. 0 S22 =1 arahjinda bu fonksiyona kabaca bir tarzda y,=
o{i—x) parabolii ile bir yaklasikhlk yapmak kaabildir. Filhakika y, in
vazedilmis olan swmr gartlarine gerceklemekte oldugu dsikdrdsr. Pro-
tikte, cok kere, gbz éniine alwman ozdeder probleminin ¢bziimleri bi-
linmediginden ya verien sinir sartlarina uygun keyfi bir siirekii fonk-
siyon abmr, ya da eger deneyler arenan Gzdejere tekaabiil eden &z-
fonksiyonun degigimi hakkinda bilgi vermiglerse geme vazedilmis
olan swner sartlarns saglayan ve fakat deneyin vermis oldugu dedi-
gimlere uyan bir fonksiyon secgilir.
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(VIL1.}) denklemi genel STURM-LIOUVILLE denkleminin bzel
bir hélidir. Ote yandon STURM-LIOUVILLE denkleminin kendi ken-
dine ek bir denklem oldugunu da (IV.4) biliiminden bilmekteyiz. Bu
denkleme tekaabiil eden operatdrierin. L=d*/dx* ve M= —1 olduju
gorilmektedir. Su hdlde L nin yaklogpk dejeri olan [\?]

7 7
_ o N
[ (oS [958
[k‘lz]= 7 b 7
f (— Dylde f w® dz
O 0
7
f&p(l-—-a:)dw
= =10

(2t — 2%+ 2 da

Q\"HQ

dur. Bu dejer gergek i P=rn?=9,8687 degerinden ancak %2 kadar
fark etmektedir.

MISAL: 2. — y(1)=0 , ve |y{(0)| < > olmak ve 0 < x < 1 ighn-
de gecerli olmak sartayla

ai‘g(xy').;.p xy =0 (VILL.15)

ozdeger probleminin em kiicitk ozdegerini tiyin ediniz,
(VI1.1.15) denklemi

-— + x———)y:—-?\.’wy

a a2
dr dx?

seklinde 2. mertebeden BTURM-LIOUVILLE tipinden bir diferansi-
yel denklemdir; dolaystyla bu denklem kendi kendine ekiir. Burnda

F,. 19
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d

oldugu gozilkmektedir. Denklemin 2. mertebeden olmass
y=1—a°

seklinde bir deneme fonksiyonu segilmesini telkin etmeltedir. Bunun
sumr gartlorime da wydugu gorilmektedir. Ju hdlde

7
[5ltsrtin | rem

¢
[}"12] = 7 = 7 =6
f (—ax) < 41 d f (% — 2x3+ %) d
0 0

olur. Hdlbuki (VI1I1.1.15) bir BESSEL denklemi olup ¢oziimii de J,(Ax)
seklinde sifirincy meriebeden birinci cins BEBSEL fonksiyonudur.
(VII.1.15) in , Grdederlerinin en kiiciigiine tekaabiil eden ¢oziimii
Jo (M) olup bureda ) ayns zamanda Jy(x)=0 denkleminin ilk sifirs-
na tekaabiil eder ve M=2,40483 - - - diir. Bung gore \>=5,7831 ola-

cajmdan demek ki varyasyonsl islem yoluyle ©? ¥i yoklagk olarak
% 8,6 Itk bir hatd ile tesbit etmis olmoktayz.

(VIL2) RAYLEIGH-RITZ VARYASYON METODU,

RAYLEIGH-RITZ varyasyon metodu diye bilinen metot yukanda
takdim olunandan daha genel olup

—> - - -
Le=3AM?¢ , L*¥Y=\M*V¥
geklindeki bir dzdeger probleminin tek bir Gzdegerinin yaklagk dege-

rini vermekten ziyAde birden fazla Ozdegerinin yaklagtk degerlerini
tiyin etmege matvftur. Bunun i¢in A Szdegerinin

¥,L%)
M=)

S (VIL1.13)
¥, M9)
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ile verilmekte oldugunu goz Oniinde tutalim. Buradan ) igin varyasyon
ilkesi

-> > - )
s::s%w, L %) — [\ (¢, wp)g:o (VIL.2.1)

> >
geklinde yazlabilir, Diger taraftan ¢ ve ? yi
- > > o
V= Z Aatm, o= Z B, 9, (VIL2.2)
ni n

geklinde serilerle ifdde edelim. Tabiidir ki bu serilerin dik fonksiyon
serileri olmast fercih edilen bir keyfiyettir.
—-> > > > > >
L= f Gt LOdr; Mpe= [ Tt MO, dr  (VIL2.3)
vazederek
- > —> —>
I=(, LO—-W, M9)
fonksiyonu (VI12,2) agihmlarm muvacehesinde agitk olarak

I= 2 2 A, B.gL....,——— [A] M.,.,% (VIL2.4)
olur,

(VIL.2,2) acilimlarimi  yaparken belirsiz hiraktigimiz A, ve B,
katsayuarim gimdi o tirlii hesaplayalim ki 7=I(4.,B.) stasyoner
olsun, Su hilde

al

A _V = §Lm_m angzzﬁ, m=12,...) (VIL25)

Tt

a Z A, 3L,.,-[}o] m_m{mo, ®=12,..,) (VIL26)

oB

olmahdir. Bunlar A, ve B, bilinmeyenleri cinsindan iki ayrl homogen
denklem sistemi olup aym esas determinant: haizdirler; gu hélde bu
homogen sistemlerin smfirdan farkh ¢dziimlerinin mevelild olmas) igin
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| oga=~TA] M |[=0 (VIL2.T)

olmalidir, Eger (VIL2.2) acibmlarimdaki fonksiyoniar tamhk ve kapa-
oty hagintilarini gercekleyen dik fonksiyon aileleri meydana getiriyor-
larsa bu takdirde (VIL2.T) de [A] yerine sidece A yazmak gerekir, zi-

> - - -
rd {{n} ve {@,)] fonksiyon aileleri Y ve ? nin tam gésteriliglerini temin
edivorlarsa (VIL2.7) denklemi de X larin tam degerlerini verecektir.

RAYLEIGH - RITZ varyasyon ilkesini daha iyi kavramak igin
{(VIL,1) deki aym iki misili ele alacagiz:

MISAL: 1. y(0)=y(1)=0 olmak iizere
4 +1y=0

denkleminin en kiigiik iki Ozdegorinl tiyin edinjz.
Istenilen Ozdejerlerin yaklagwk dederlerini tdyin edebilmek igin

Pyz=g{f—2) ve P=x{l—x)(l+ax)
dige iki fonksiyonun y yi
Y=0; Uyt+o, Py
seklinde belirledikleriné kabul edelim. Gerek 9, ve gerekse 9, sunwr

sartlarve safloyacak gekilde segilmislerdir. a sdbiti de 9, ile 9, nin
biribivine dik olmalarins femin edecek gekilde fdyin olunacakir:

1
b= f @, @, dz=0
0

a = — 82 igcin by = 0 oldudu kolayhkla gbriliir. Gene kolayca su de-
gerler hesaplansr:

1
’ z
Gy = f (P ]2d$==’3+
0
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7
_— y2 —_ 1
By = (cpz) dw—“g"
g

!
Ga= f (pl’ (92’ dx=0
0

7
1
— 2 i
bu f‘Pi dm—«so

0
7
bow= | P, dx;= 1
z 2 210 °
0

Buna dayenarak bu probleme tekaabiil eden (VII.2.7) determi-

want denkleminin

1 _
3 T8

3

1 7]
0 5 T 210

1

o=

seklinde oldugu ve kdklerinin de

il=10, [M)=42

oldugu goriiliir, Halbuli

dir,

M= =wi= 9,8687
MP=4n?=89,4748

MISAL: 2. y(1)=0 ve |y(0)| <<= olmak ve 0= x = 1 j¢inde ge-

gerli olmak sartiyla
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d ’ 2 —
~d-;(xy )+L xy=0

Ozdeger probleminin en kiiglik iki Ozdegerini téyin ediniz.

y=¢y P+ ¢y Py=c(I—x?) +cy(1—2% (#®+a) vazedelim. Burada da
91 ve Py swmsr sartlarins tahkik edecek sekilde scgilmiglerdir. a sd-
bitine gelince bu da

1
blzz f m(pl <P2 dw=0
0

olacak gekilde tdyin edilir ve a=—1/4 bulunur. Bir evvelki misdlde
oldugu gibi an ve by lar hesaplansr:

1 11 1 1
an=1; ap=v5; n=1g bu=-¢; bn=—35

Boylece (VI1.2,7) ye tekaabill eden determinant denklemi

D 1
6 7
=0
£ V]
12 B 160

olur ve bunun kikleri olarak da
[M%)=5,86, [M\*1=36,86

ya da kare kok olarak
Mm]1=2,42, [,1=6,07

bulunur. Halbuki Jolx) in ik ssfsrinmn tam dejerleri
M=8,40483..., WM=5.52008...

dir. Birinci dzdederdeki izafi hatdnin %0.8 olmuaswma karsiik ikinci-
sindeki 9,10 cwwarwndadsr.
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Viil. Botliim

FIiZIGIN OZEL FONKSIYONLARI

(VIIL1) BAZI HATIRLATMALAR.
VI, Bélimde Teorik Fizigin pek ¢ok kolunda sik sik rastlamilan

9® da(r,t)

\ & '-P{“T,t)'l-l' l!l(’!' )= A(’-".t)-l-B(t) a'.].u(r,t) — =+ 0(t) —=— (VIIL1.1)

denkleminin &zel hdllerini gizden gegirmig ve muhtelif dik koordinat
sistemlerinde bu denklemin uzay kisminin daha basit diferansiyel denk-
lemlere ayrigabilecegini ve her bir denklemin de

d

i [P B rem @ i Emvm=0 i1y

STURM-LIOUVILLE denkleminin geklini haiz olacafina igiret etmig-
tik. Ayrica bu denklemi gergekleyen y: Gzfonksiyoniarimn de R(x) agir-
hk fonksiyonuna gire aralarinda biribirlerine dik olduklarini goster-
migtik 2

f R(x) yi(x) yu(@) dov =B (VIIL1.3)

idi ve v da normalizasyon sibitini géstermekteydi.

Bu bilimde P(x), Q(x) in bazi zel gekilleri icin STURM - L1OU-
VILLE denkleminin g¢Oztimlerinin Szelliklerine temas etmek istiyoruz.
Burads (VIIN1.2) denkleminin inceleyecefimiz iwel gekilleri fizikte en
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¢ok rastlanilan sekiller olup bunlarin ¢oziimleri olan fonksiyonlar da
sik sik kargimiza gikan ve 6nemlerine binden herbirinin ayr:i bir ismi
bulunan fonksiyonlardir. Bu miinidsebetle inceleyecegimiz bu fonksiyon-
lara «fizigin &zel fonksiyonlari» adi verilir.

(VIILZ) STURM-LIOUVILLE DENKLEMININ SERILERLE COZOMU.

(VII1.1.2) STURM-LIOUVILLE denklemini

__P@ _ Q@) +AR(x)
dx dx
vazetmek siretiyle
2
d;f,,(f L+ fa) dy(a’)er(m) y(x)=0 (VHI2.1)

gekline indirgemek de kaabildir. Verilen f(x) ve g¢(x) fonksiyonlarn
eger, sunirh sayida kutup noktasi hiric olmak iizere, analitik fonksi-
yonlarsa x, ile bunlarin kutup noktalarindan farklh bir noktayr gos-
tererek, x=ax, in gz Onilne alman diferansiyel denklemin &di bir nok-
tas1 oldugu séylenir. Bdyle bir 8di nokta civarinda diferansiye! denk-
lemin bir kuvvet serisi geklinde ¢Oziimtinli ingd etmek kaabildir. Ge-
nelligi bozmakmzin 2,=0 varsayilabilir, Gercekten de a=wx, 4di bir
nokta olmak iizere her zaman (=x—ax, geklinde yeni bir bagimsiz
degigken ith&liyle de (VIIL2.1) denkleminin orijinde Adi bir noktayr
haiz olmas: saglanabilir, BOylece genel olarak f(x) ve g(x) fonksiyon-
lannin x,=0da analitik olmalar: hasebiyle bu nokta eivarinda bunlan

Q0 oD
fay= Z oz,  gw)= Z boa  (VIIL2.2)
= k=D
geklinde TAYLOR serilerine agmak miimkiin olur. Bunlann ortak ya-

kingaklik daireleri, |%|=R olsun. Bu takdirde (VIIL2.1) in genel ¢ozii-
mii icin de

%
y(x)= Z C &~ (VIIL2.3)
fe==0)
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vazetmek kaabildir. (VIIL2.2) ve (VII(,2,3) ifdadeleri (VIIL.2.1) denkle-
mine yerlegtirilip de x in muhtelif kuvvetlerinin katsaylar: sifira
egitlenince

2e31+ @9 61+ By =0

Bog+2a9 c3+ @ ¢1+bg €1+ by =0

1204'!"3“0 c +2a1 Cq +ag 6'1+b0 Gz'l"bl 01+b2 00=0
. « . - . - . =0

bagintilar1 elde edilir. Burada ¢, file ¢; e keyfi deferler verilmek
gliretiyle ¢, katsayisi1 birinei denklemden tesbit edilir. Sounra ikinei
denklemden c; katsayisi ¢g,cq ve ¢, nin fonksivonu olarak tdyin olunur.
ve ilh...bu biyle devam eder. Aneak biitiin bu iglerin bir anlami
olabilmesi icin (VIIL2.3) vaz’imin, bu tiirlii tesbit edilen ¢, katsayilan-
nin degerleri muvicehesinde yakinsak bir ifide tegkil etmesi gerekli-
dir. Gerg¢ekten de y(z) in de, bu gartlar altinda, f{x) ve g{x) in ortak
yakinsakhik dairesi olan |#|=R iginde yakinsak oldufu ispatlamr
(Meseld bk. John W. Dettman. Mathematical Methods in Physics and
Engineering, Mc Graw -Hill Book Comp., Inc, 1962).

Eger x=x, noktas1 f(x) ya da gi{z) in bir kutup noktasi ise x,
in, diferansiyel denklemin bir fekil noktaswms tegkil ettifi sdylenir.
Eger (x—xg).f(x) ve (x—wx)?- g{x) if8deleri xz=u, analitik iseler, x,
noktasina diizenli tekil nokta, aksi hiilde ise diizensiz tekil nokta de-
nir.

Diizenli bir tekil nokta civarinda gz Gniine alinan diferansiyel
denklemin g¢Oziimiinii gene bir kuvvet serisi seklinde ingh etmek kaa-
bildir, Bunun igin x,=0 farzedelim ve sonra da diferangiyel denklemi
x® ile garpalim. Buns gire

2
2t —d&%@— + {ae f(a:)] [m é%xl] + 22 glx) ylz)=0 (VII1.2.9)

olur, xf(x) ve x’¢g(x), 2,=0 in diizenli tekil bir nokta olmas sebehiy-
le, =0 da analitik olduklanndan bu nokta civarnda

x fzx) :Zak ok, gix) = 2 by 2 {VIIL.2.5)
k=0 k=0
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geklinde Taylor serilerine agilabilirler. Bunlarin ortak yakinsakhk da-
iresi gene |2 |=R olsun. Bu takdirde

y(x) = Z e akta (VIIL2.6)
k=0

geklinde bir ¢dziim farzedelim. (VII[.2.6) ve (VIIL.2.5) vaz'lar (VIIL.2.4)
denklemine ikaame edilecek olursa x in gegitli kuvvetlerinin katsayi-
larni sifira egitledikten sonra

Co[a(m —— 1) <+ og + bo] =0

Ok[(a- + ko +k—1)4agfa+k)+ b+
(VII1.2,7)

k—1

+ Z ci[(m-i-j)ﬂu—i-i-bk-i] =0
j=0

th=1,2,---)

bagmtilar: elde edilir. Bunlardan birineisi ¢, keyfi olduguna ve a min
da

afoe—1) +aay+by=0 (VIIL.2.8)

«indis denklemé» nin bir g¢oziimii olmas gerektigine delilet etmektedir.
Bu denklem ise « cinsinden ikinci dereceden bir denkiemdir. Bunun
kiokleri &y ve «, olsunlar. Eger a;ska, ise ve iistelik (a,—a,) farki da bir
tamsayl degilge (VIIL2.7) nin ikinci denklemi (VIII.2.4) tin biribirinden
bagimsiz iki 8zel ¢Oziimiinii temin eder. Bunlarin lineer kombinezonu
serilerin yakmsak olmalors sarts altmda denklemin genel cdzlimiinli
verir,

Fakat efer o,=a, ise yini indis denklemi bir cifte kokti haiz
ise bu metot ancak bir tek Uzel ¢Ozim verir, Diger taraftan n ile
bir tamsaylyr gostermek lizere eger o,=uo,+# ise, k=n hili gbz Onii-
ne shndiginda, (VII1.2.7) denklemleri o; ve o, i¢in gu gekilde yazilirlar:
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k=n, (m=12,...), o, igin:
Co [mx(mx—-l)+az ao+bu]=0 (VIIL.2.8)

Ca [(a.+n) (at1+ﬂ-1)+%(ﬁx+%l+bo] +

n—1

+ 2 ¢ [(ad—;ij an_;-!-b,_i]:() (VIIL2.9)
=0

k=n, (n=1,2,...), s,=c;+n igin:
Cy {(G1+“, (a1+ ﬂ""‘l"‘!‘ao(al‘f‘ﬂ)'i' bo]-—-'—O (VIII.2.10)

Ca [(a, +2n) (ay + 20-—~1) -+ aqlct, -+ 20) +bo] +

n—]

. Z C; [(651 + 0+ )oa—i+ bn-«]} =0. (VIIL.2,11)
=0

(VIIL2,10) ve (VIIL2.11) denklemleri a,=o,+n icin giz ontine alinmig
olan diferansiyel denklemin lineer bagimsiz iki ¢Gziimiinden birini
sonsuz bir polinom geklinde tiyin ederler. Anecak indis denkle-
minin &, kokiine tekaabiil eden ikineci ¢oziimiin bu metot yardimiyia
her zaman ingd edilemeyecegi Agik&rdir.. Gergekten de, indis denkle-
minin «, kikiine tekaabiil eden c¢Ozlimii temin eden defiklemlerden
(VIIL.2,10) yardinuyla, =, kikiine tekaabiil eden sonsuz polinom geklin-
deki gzlimiin katsayilarimin, (VIIL2,11) bagintisina gore,

n—}
Z ci[(“-}"t"” -+ j)ﬂ'm—i + bn—l] =0
i=1
('n=11 2: T )
gekiindeki bagintilar gergeklemeleri gersktigi goriilmektedir; halbuki

¢, 0, ler ve b, ler dnceden bilindigine gére ¢ katsayillarinin fevka-
lade smrh bzel hiller diginda ve bir de biitiin ¢; lerin sifir olmas: hé-
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1i hdric olmak {izere bu bagmtilarl ger¢eklemeleri beklenemez. Ba iti-
barla fevkaldde sinirh belki birkac Gzel hil disinda genel olarak bii-
tiin katsayilar sifir olacaklardir. Bu keyfiyet ise gz Oniide almig ol-
dugumuz metodun bu hile tekaabiil eden ikinei lineer bagimsiz ¢Ozii-
mii ing8daki aczini ortaya koymaktadir.

Eger o,=0, ise ve listelik (a,—«,) fark: da pozitif bir tamsayl
degilse gerek o, ve gerekse @, igin elde edilen iki ortak ozel ¢dziimiin
aynl [¢|=R yakinsaklik dairesi i¢cinde yakinsak olduklar: ispatlanir,

Eger metot iki bagimsiz Ozel g¢bzlim vermiyorsa, bu takdirde u(x)
ile gdz bnline almig oldugumuz diferansiyel denklemin bildigimiz ¢o-
zilmiinii gdstermek lizere

Ylz)=ulx) vix)
vagedelim, Bu takdirde v(x) in gercekleyecegi diferansiyel denklemin

v +(2“ )'v = (VIIL2.12)

goklinde oldugu gorilliir. Bu ise ©” cinsinden birinci dereceden bir
denklem olup

. 3
o4 expz - f fio) de: | (VIIL2.13)

geklinde bir cdzlimii haizdir. buradan

viz)=4 f gu“* exp [_ f ') da;']g dx+B (VHL2.14)
0

ve

1 ,
y=uv=4 u(zx) fgm exp [ f ftx’) dx ]%dw-}-Bu(m)
(VIIL,2,15)

olur ki bu da tam ciztimii gostermektedir. Buna gire ikinci bagimsiz
¢cOzlim

uf 3 axp[ fﬂw)dm] (VII1.2,16)
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geklindedir. Bunun bir uygulamasim gérmek i¢in BESSEL diferansiyel
denkleminin kuvvet serisi geklindeki cOziimiinli gbz Oniine alacagz.

(VII1.3) BESSEL DIFERANSIYEL DENKLEMI VE BESSEL DENK-
LEMLERIL,
BESSEL diferansiyel denklemi

2y + ey + (@ —v) y=0 (VIIL3.1)

geklindedir. Bunun genel ¢oziimiinii bir kuvvet serisi araciligiyla tem-
gil edebilmek igin =0 in diizenli bir tekil nokta olduguna igéret et-

tikten sonra
a

Ylx)= Z ck mk-{-m
k=0

vazedelim. Bu hélde tekaabiil eden (VIIL.2.8) indis denkleminin
o 2—y?=0

oldugunu ve dolaymmiyla a,=—v ve «,=-+v yazilabilecegini gérmek ko-
laydir. §u hilde efer v bir tamsay:r defilse

o0
Yy =xv 2 Cy &K
k=0
ve
o0
Yo= w““"z Cy 2
k=0

geklinde iki bagimsiz ¢oziim elde edilir. Bunun, meseld, birineisini
(VIIL2.1) e ikaame etmek siiretiyle

o =]
2 k(k+42v) e, 2TV 4 ch gk tvt2 = ¢
k=0 k=0

bulunur. Biitiin @ lerin katsayilar1 sifir olmahdwr, Ozellikle £°1! inki
igin de
(1-+2v)¢;=0

yazilacakiir, Eger v=k—1/2 ize ¢;=0 olmalidir, Diger katsayilar da
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— ey ck
Cet2™= T R 2) R+ 2+ 2V

rekiirans bagintisiyla bulunacaklardir. Fakat c¢;=0 olmas dolayisiyla
son bagint: aracihfiyla bitiin tek indislerin Gzdeg olarak sifir olduk-
lar anlagllma.ktadlr Indis denklemi dolayisiyla ¢, keyfi oldugundan
biittin katsayilam ¢, cinsinden

Con = (—)r Co
2T 2h .l (v (VD) - - (VW)

geklinde ifdde etmek kaabil olur.
Ote yandan gomma fonksiyonunun tanimi geregince

Tiv+rn+L)=Hv+n) v$+n—1) -« (v+1) T{v+1)

oldugundan, keyfi ¢, i¢in de
co=2"I'(v+1)
secerek
1. )2n+v

N ("1’“(‘"2—””
Yi=d, @)= Z M ToFat+D
n=0

(VII1.3,2)

oldugu tesbit edilir. Buna birinci cing ve v - niineti mertebeden BESSEL
fonksiyonu adi verilir. Kezé

o . 1 2n—vy

Yy=d @)= Z A T—v+n+1) (VIIL3.3)
n=f)

olur, ve BESSEL denkleminin genel ¢éziimii de artik

y(x)=AJ, () +BJ__, (%) (VIIL.3.4)
geklindedir.

Eger v=0 ise (VIIL.3.2} ile (VIIL3.3) iin aym bir ifddeye miincer
olduklan gorlillir. Eger v=m geklinde bir tamsay: ise



Pizigin Ozel Fonksiyonlar 303

J (@)= (1) Ju(x)

oldugu goriilebilir: yini v niin bir tamsayl olmasy hilinde J_,, ile J,
arasinds bir bagint: vardir. Bu takdirde ikinei bir bagimsiz ¢tziim
(VIII.2.13) e dayanarak ve keyfi olarak A=x/2 segerek

m(fﬂ)-—'”“‘" Jm(&’)f *[——j‘ exp [——‘f—d'ég—]dw
o )] h

= 5 Jul@) f (VIIL3.5)
[ m{2 }]

bulunur. Y.(#) fonksiyonuna da m-ninci mertebeden ikinei cins BES-
SEL fonksiyonu adi verilmektedir.

(VHL3.2) ye gire =0 1n Jnu(@) in m-ninci mertebeden bir kokii
3
oldugu anlagilmaktadir. Bu takdirde x~0 degeri m[J .,,(m)] nin (m +1)-

2
inei mertebeden bir k3kl ve i—[lm(m)] nin de (2m-4-1) inci mertebe-

den bir kutbu olacaktir, Ozellikle m=0 igin, yani J(x) fonkstyonu giz
ontine alindifinda, Yx)in (VIIL.3.5) e binden a=0 da logaritmik bir
tekil noktayr haiz oldugu anlagiimaktadir,

(VIIL.4) DIK POLINOMLAR

Bundan &nceki paragrafiarda STURM-LIOUVILLE denkleminin
Adi (veyd diizgiin) noktalar: ile diizenli tekil noktalann civarinda kuv-
vet serisi geklindeki cOsfimlerinden ve bunlarin hangi gartlar altinda
yakinsak olduklarimdan bahsettik. Diger taraftan STURM-LIOUVILLE
denkleminin cegitli Osdegerlerine tekaablil eden ¢dziimlerinin kendi
arglarinda dik olduklari da evvelee genel bir tarzda ispatlacdigimiz bir
keyfiyettir, Bu itibarla bu ¢bziimier dik polinom aileleri tegkil etmek-

tedirler. Ote yandan {(P;(w)} gibi dik bir polinom ailesi verilmigse bu
ailenin fertleri arasinda, belirli bir wix) agirhk fonksiyonuna gore
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b
f w(z) Olx) Olor) dee = ¥ Bx (VIIL4.1)
a

geklinde diklik sartlan var olacaktir., Ogellikle i << n igin de

b
f wix) @) W@y doe =0, G=0,1,--,m—1) (VILAZ)

yazllabilecektir.

Bundan bagka x in é-pinei kuvvetinin, o, katsayilarimi uygun
secmek gartiyla

i
- 2 ay Pul)= @y Pol) + @y Pyl + - -+ +a; Pifar) (VIIL4.3)
k=0

geklinde yazlabilecegi Agikrdir. 9(x) ler grasindaki (VIIL4.1) diklik
bagintilarim1 kullanarak

.
f wlx) o' Plax) dx

W = —p (VII1.4.4)

f w(z) [%(ac] Tda:

oldugu kolayhkla tesbit edilir.
Simdi (VIIL4.3) agihim yevine

== g Po() + @y Py} -+ + « + +a; P)+ Gy Popgf)+ - - - +0, Pu(x) (VIILAD)

geklinde bir acithm diigtinelim. (VIII.4.4) ¢ binfien a, katsayisi
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&
f i) Vet dav

b
f w(zz) [mm} T d

geklinde olacaktir. Fakat i <n oldugundan (VIHL4.5) geklindeki bir
acilim ancak

G, =

Biy = Grgg =+ + + == By=0

ise ya da i=n ise gegerlidir. $u hilde i<<n igin a, kateayim mfir
olmalidir. Bu isge
b

i=0,1,2,- -, n— 1 igiﬂ : f w(xr) 't Pu(x) dx=0 (VI!I.-&.&}
a

olmasin intdceder. Bindenaleyh %%(m)z dik polinom ailesinin her fer-

di kendi derecesinden daha kiiclik olan her monoma diktir; ve bunun
neticesi olarak da bu dik polinom ailesing ait n-ninei mertebeden bir
@,(x) polinomu da derecesi kendininkinden kiigtik olan her polinoms
dik olur.

n-ninci dereceden her @.,(x) polinomunun reel ya da kompleka,
tek kath ya da g¢okkath » adet kokil haiz oldugu malimdur. Fakat

efer [a,b] arahginda gq!k(w)i gibi dik bir polinom ailesi tanimlanabi-

liyorsa bu dik polinomlarm kékleri hakkinda daha kesin olarak konug-
mak miimkiadiir, Gergekten de, dik polinomlardan mitegekkil bir aile-
nin biitlin fertleri igin, biltiin koklerin reel ve tekkath ve listelik hep-

ginin de %fpk(w)g in tamm bblgesi olan [a,b] arahfnda bulundukla-
rim gisterecegiz.

wiz) agirlik fonksiyonunun [a,b] araliginda igfretini degigtirme-
mesi gart1 altinda ve 3':0& (m)% dik polinomlar ailesine ait diklik gart-

lari meyininda, n=0 igin,
.2
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b
f w(x) Po(x) 9, () dr=0

da yazilabilecegi ve @y(w) in de bir sibitten ibaret oldugu g0z Oniinde
tutulacak olursa, buradan 9.(x) in [a,b] iginde hig degilse bir kere
igretini degigtirmek zorunda oldugu (yani hi¢ degilse bir kokii bulun-
dugu) sonucu gikar; zird eger aksi varid olsaydi integrantin fa,b] bo-
yunca hep aym: igdreti haiz olmasi ile integralin sifir olmasi keyfiyet-
leri biribirleriyle celigik olurlardi. Su hilde 9.(x) fonksiyonu [a,b] i¢in-
de hi¢c degilse bir kere igret degigtirmektedir.

Simdi 9.(«) in {a,b] arahg icinde haiz oldugu reel tekkath ko&k-
leri u%5,4..,%, ile gosterelim (p < u). Bu takdirde

F()=2,() - (2—xp) {@—2) - - « (2—2p) = Yo (@) F—a ) (B—09)* - - - (x—2,)?

fonksiyonu ya sifir veyid negatif, veydhut da ya sifir veyd pozitif
degerler alabilir ve sifirlar1 da hep giftkath olacagindan bunlar ayni
zamanda ya minimumlara veyihut da maksimumlsra tekaabiil edecek-
tir. Yani F(x) hep aym igireti haiz bir fonksiyondur. Eger ?.(x) ¢ift-
kath kokleri haizee bu koklerin varhigimin F(x) fonksiyonunun igdreti
izerine tesir etmeyecegi Agikdrdir. Diger taraftan, yukarmda ispatla-

digimiz vechile§ qlk(zc)% gibi dik bir polinom ailesinin her ferdi, dere-

cesi kendisininkinden daha kiigiik olan -bir polinoma dik oldugundan
ve p<u olmas: dolayisiyla

b b
f w(t) [(a:——-:sl Wa—2p) +++ (a:«-—m,,)] P () dp= f w(x) F(zx) de=0

[+

dir. Halbuki w(x).F(x) in her.zaman aym igdreti hajz bir integrant
olmast bunun [a,b] fizerindeki integralinin sifir olmasiyla bagdagtirila-
maz. Dolayisiyla p=n olup Pu.(x) de [a,b] de n adet reel ve tekkath
kékii haizdir, ve ziten bu koékler de ?,(x) in meveQd kdklerinin titmiinii
tegkil ederler,

Gergekledikleri diferansiyel denkleme bagh olmaksizin dik poli-
nomlar arasinda, A,,B, ve (, sfbitler olmak {izere



Flzigin Ozsl Fonksiyonlar: 307

Py 3(2) — (Ao 2+ Bo) Pul@)+ 0, Puy(2)=0 {(VIIL.4.7)

geklinde bir rekiirans bagintisi vardir.
Gercekten de, 4, katsayisini o tiirli secelim ki

q’n—’rl(w) - wAn |:Pn(:i'-’)

ifddesi en fazla m-ninci dereceden bir polinom olsun. Buna dayanarak

==
Poaq(o) — 24, Pu(x)= 2 ay Pul2) (VII1.4.8)
k=0
yazilabilir. ay katsayllarim hesaplamak igin (VIIL.4.8) in her iki yam-

m w(x) ¥ ile carpip [a, b] aralig) {izerinden integre edelim. Bu takdir-
de, diklik gartlarindan 6ttirti kolayhkia

b -
f w(a:)lwmx)]mw)dm

a==—A, (V1I1.4.9)

b

f w[m){ Pu(2) ]2 dx

a

bulunur. Paydaki £ ?.(x) polinomunun derecesi (k41) dir. Hilbuki ?.(x),
derecesi n den kiigiik biitlin polinomlara dik oldugundan

b
k=0,1,: -+, n—2 icin: f wfw)[w%(w)]@n(w}dw:o
a

dir. Bundan 6tiirit (VII.4.9) ile belirlenen ai, katsayilari arasinda si-
firdan farkh olanlar sidece a,_y ve @, dir.

Boylelikle (VHI.4.8)
Potr(®) — A, Pul®) = Gy—q Py (@) + @, Poex)

olur ki bu da zdten varligini gostermek istédigimiz rekiirans baginti-
srdir.
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(VII1.5) LEGENDRE FONKSIYONLARI.

Eger vU=0 geklindeki LAPLACE denklemini kiiresel koordinat-
larda yazacak olursak bu,

U(r,9,4)=R(r) P(8) Q) (VII1.5.1)
degigken ayrigimm yapildiktan sonre,

Q () +m? Q(Py=0  (VIL5E.2)

d [. . dP@® m? . _
1) [sm 8 T] — (m) P©) + ['n(n+1) sin 9] P(6)=0 (VIILBE.3)
d aR(r) _
ar [ 2 ar ] —pn(n+1) R(r)=0 (VI111,5.4)

geklinde iic bagimsiz denklem verir. Bu denklemlerdeki m? ve n(n-+1)
bitylikliikleri degigkenlere ayrngun parametreleridir. Bu denklemlerden
ilki ile sonuncusu kolayhkla c¢oziilir ve

NP =4, ™ 4, mi¢ (VIIL5.5)
R(r)=A r»+~;‘f¥;’r (VIIL5.6)

veririer. lkinei denklemin c¢oziimiinli ise maalesef bilinen Adi fonk-
siyonlar aracilifiyla elde etmek miimkiin degildir, Bunun icin dnee
cos §=x geklinde bir degigken déniigimii yapilarak denklem

i - apP (99)1 - 'm2 . _-
sekline sokulur, Su hélde bu denklemin ¢dziimleri igin  in tamm bdl-
gesi siidece [-—1, +1] arahigindan ibdret olacaktir. Bu denklemin ¢d-
riimlerini P,™(x) ile gOsterecegiz. Simdi

Pox) = (1—a?)™? V (x) (VIIL5,.8)
vazedecek olursak
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m m_1
P =(1—2)° V(@) —msx A—x)°  Vix)

m m

Pl(a)= (l—mz)i V(x) —2ma(l— .',t:z)E

-1
V'(x)

-1
—m(l—z%® V(@) +mm—2) s(l—a)°  V(x)

oldugundan bunlar (VIIL5.7) ye ikaame edildiginde
(1--902) V(@) —20(m +1) V() + [‘u(ﬂ,+1) — m(m+1)] Viz)=0 (VIIL5.9)

denklemi elde edilir. Simdi (VIIL5.7) nin m=0 a tekaabfiil eden

% [ (1—2?) gf:n }+n(n+1) P.=0 (VIIL.5.10)
ya da
2
(1—az?) ga::“ —2 %%+n(n+1) P,=0 (VIIL.5.10)

hilini g8z Online alip bunu m kere tiiretelim. Bdylece

dm+2Pn(50)
T

dm-!-l P,,(w)

(1—27) dgorl

—22{m +1) +

+ [u(n+1)-—-m(m+1)] %“(“’):0 (VIL5.11)

bulunur, (VIIL5.8) vaz'iun gt altinda (VIIL5,11) in (VIILG.9) ile
mukayesesi

MR . JE (v

oldugunu gostermektedir. Su hilde daha basit bir denklem olan
(VIIL.5.10) veya (VIILB.10") yii gbzersek P,"(x) i de (VIIL.5.12) bagintisi
yardimiyla elde etmis oluruz.

P (x) fonksiyonlarina LEGENDRE fonksiyonlarm, P,®(z) fonksi-
yonlarina da asosye LEGENDRE fonksiyonlari ady verilir.

(VHL.5.10') LEGENDRE diferansiyel denkleminin polinomsal bir
¢Oziimiinti elde etmek igin
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P.a)= Z 0 2% (VIIL5.13)
k=0

vazedelim. Bu vaz'r (VIIL5.10°) ye ikaame edersek

(l—mzlz kil —1) e x““’—2w2 ko 21 + n(n+1) 2 o k=0
k=2 k=1 k=0

ya da terimleri diizenleyerek

0 o
Z [”(ﬂ‘i"l) o +k+2) (k+1) Ck-s-z] xk—‘z 2kcy o
k=0 k=1

= -]
— k(k—1eoyax=0
fez=2

bulunur. Bu son ifideden goriildiigh gibi x in cegitli lislerine fekasabiil
eden katsayllarin sifir olmasy lAzmmdir. Bu takdirde

ki +1) —n(n+1)

k+2) (k+1) (VIIL5.14)

k=0,1,2,- .- jgin: Chyg =

olmagl ldzim geldigi kolaylikla gercgeklenir,

% nin tamsayl olmamas hilinde g,=0 fakat ¢;=0 segilirse x in
sidece ¢ift kuvvetlerini, ve eofer c,=50 fakat ¢;=0 segilirse de « in
sidece tek kuvvetlerini ihtivi eden seri geklinde iki ayr c¢oziim elde
edilir. Bunlarin biribirlerinden lineer bagimsiz olduklar: dsikdrdir. Bu
itibarla bu iki ayr ¢Sziimiin lineer bir kombinezonu (VIII.5.10°) LE-
GENDRE denkleminin genel gozlimiinii tegkil eder,

Eger » bir tamsay:1 degilse biitlin cv,, katsayilarini hem tek, hem
de ¢ift seri igin belirlemek kaabildir; ancak bu fakdirde bu serilerin
r=+1 degerleri icin 1raksak olduklari ispatlanmigtir. Bu noktalarda
da yakinsak cbziimler elde edebiimek igin # nin behemehdl bir tamsa-
Y1 olmasi iktizd etmektedir. Ger¢ekien de, n bir tamsayt clmak fzere,
eger n=2 gibi bir gift say1 ise
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Cov4g = Cayqe= - =10

ve eger n = (2v + 1) gibi bir tek say: ise

Covi3 = Coyfs=-+-= @
bulunur. Dolayisiyla LEGENDRE denkleminin ¢oziimiinii tegkil eden
seriler sonlu terimi haiz olacaklarindan #=+1 de de sonlu kalirlar.

Eger ¢, ya da ¢, katsayisi, ¢oziimiin 2 =1 noktasind 3 1 degerini
haiz olacak gekilde segilmigse (VI{[.5,10") denkleminin ¢Sziimlerine
LEGENDRE polinomlart ad:r verilir. Bunlarin itk birkag:

Pg(m) =1

Pyx) ==

Pia) = 5 Bat — 1)

Py(x) = % (B2* — 3x)

geklindedir, Genel olarak # -ninci mertebeden LEGENDRE polinomu,
n nin ¢ift ya da tek olmasina gére N=n/2 ya da N=(n—1)/2 olmak
iizere

N

Pu(x) =
k=0

(— 1) - (2n ~ 2k)!

o2k
B R lin—F) (e 2R) T (VIILS.15)

bagntisiyla belirlenir. Bu son iféde

N
— 120 —2k)! a°
k=0
N
1 g (—1En! g
=l dm"z k(e —Fk)!

k=0
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N

= 1 dar (‘_'1)1‘%! xzﬂ"-?k.]_ﬂ:
2°qn! dx® kt(n—Fk)!
k==0
1 Q (—1En!
= . —1En! k. 1k
=Tl v ), Ra—Rr © L
=0
R SUNE RPN ek VL SRR
=goatl g O WS g @Y (VIIL5.16)

gekline de indirgenebilir. Bu ifadeye RODRIGUES formiilli denilmek-
tedir.

(VI11,5.10) denklemi esas itibariyle R(x)=1 olmak iizere (VIII,1.2)
geklinde bir STURM-LIOUVILLE denklemi oldugundan bu denklemin
muhtelif dzdegerlerine tekaabiil eden @zfonksiyonlar: arasinda

+1
o= f P (@) Pu() %= Sune
—1

geklinde diklik bafintilarn mevcld olacaktir. Buradaki normlagtirma
sibitini tesbit etmek icin RODRIGUES formiilline binfden

~+1
__1 1 d\ 2 el [ (8 Vi1
el e [(?w‘) ‘“”"”][(m)‘”’ 1’]““’
1

yazilabilecegine igiret edelim. Bu ifideyi » kere kismi integrasyon
metoduyla integre edecek olursak

41
— 1 mt1 n—1
g | (] ]| (G e

i

.

~+1
— 1 m+n
N (T -

—1

olur. Efer m <n ise
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d mta | p—"
(_dm_) {(e*—1)"=0

olacagindan I..=0 bulunur. Fakat efer m=u ise gene n adet kismi
integrasyonla

+1 +1
2 1 d b 2
L= f [Pn(ﬂ‘?)] da = W f [ ('&E}-) [m"‘--—-—l)"] dx
—1 —1

= St 1 - (-3 e
= D f(w2 1 (dw)(m? 1)° der

+1

_ e e (20)! PomD? 2

“'2%"-(7:,!)2_[ U—aPar =2 @m! i+l
~1

bulunur, Su halde

-+1

f Po() Pula) dz= 5 2

"'m amn (VIHo{)-l?)
—1

dir. Buna mukabil asosye LEGENDRE polinomlan i¢in diklik baginti-
lart da

+1

sz‘“(m}P:'m(m)= 2 ((+m)!

A+l G—m)! (VIIL518)

dir. Buna binden [—1, + 1] aralhig igin de «uslu» bir f(z) fonksiyonunu

o0 =]
f@) = Z o Pn(a:):“—z b. Pu(x) (VIIL5.19)
n=0 n=0

geklinde tam serilere acmak milmkiindiir ve buradaki acilun kat-
saylar: da
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=24 f P.(a) () deo
(VIIL5.20)
2+l (n—
b= g f P.o() ) dov

formiilleriyle belirlenecektir.

m nin tamsayl olmast halinde (VIIL.5.10) diferansiyel denklemine
tekaabill eden indig denklemi tekil noktalarin civarinda «?=0 geklin-
dedir. Dolayisiyla seriye acma yoluyla, denklemin iki bagimsiz ¢ozii-
miinden ancak biri tdyin edilebilir. Diger bagimsiz ¢oziimii elde etmek
igin (VIIL5.10") denkleminin im@mda (VIILE.15) iffdesinden, Q.(x) ile
gisterilen bu bagimsiz ¢dziimiin

x

- 1 — 2" da’
Qu(a)=Pu(x) f m exp ["'— f ""'mf;i——] dx
. 0

_ dz
B "(m)f (1 — 2% [Pule) P

oldugu bulunur. Adet oldugu iizere @Q,(x) daha ziyade

Qula) = — P (&) f (g2—1)d§z>., HF (VIIL5.21)

diye tanimianmaktadar.

Qs—{%) ile (n—1)-inci dereceden bir polinomu gdstermek gartiy-
la Q.(x}in

:,v+1

Qn(m] —— """'Pn( )Zﬁ

1 + goy @) (VIIL5.22)

gekline indirgenebildigini gistermek kaabijldir. Fakat Q.(2) gokdegerli
bir fonksiyon oldugundan bunu tekdeferli kilmak icin kompleks diz-
lem —1 il + 1e kadar kesilir ve .(?) de reel 2 =1 igin reel olarak
tanimlanir.
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Eger —1 <z <+ 1 ise, buna gire

1+
1—=x

Qu(® = 48) = %P..(m) [ln

dir, ve dolayisiyla Q.(®) in de (VIIL.5.22) ye binden
Q@)= [Quo+i+0.0—io

geklinde aritmetik ortalama olarak tammlanabilecedi gortilmektedir.

LEGENDRE polinomlar: dik polinomlar oldukiarindan bunlar hak-
kinda (VIIL4.7T) geklinde rekiirans bagintilar:i vardir. Ancak A,, B, ve
C. belirsiz katsaylarini tdyin etmek igin P,(x) in tanim bagmtis1 olan
(VIL5.18) i Poy, P, ve P, igin yazip (VII[.4.7) ye ikaame edelim.
Belirsiz katsayilar metodundan faydalanarak neticede

(n+1) Pyyy(®) — (2n—1) @ Pu() + % Po_(x)=0 (VII1.5.28)
bulunur,

3@,(:::) { gibi dik polinomlarin doguran fonkséyorlars diye o ftiirli

d(x,f) fonksiyonlarina denir ki @.(x) ler, d{x,?) nin ¢ cinsinden kuvvet
serisine acthminin katsayilari olsunlar, yini

o0
dw,8)= Z Pulw) o

n==0

olsun. Buna gére LEGENDRE polinomlaromn dofuran fonksiyonu

o3
e, t)= 2 P.(w) t° (VIIL5.24)
n=={
geklinde olacaktir,
d{x,f) yi tesbit etmek i¢in tnce CAUCHY integral teoremine gore

ali—a®r] _ w & a—2 .

da® = T 2mi (—x)t?
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yazilabilecegfine igAret edelim. Bu hatirlatmadan sornra (VIIL5.16)
RODRIGUES formiiliinti kallanarak P.(x) in

1 @la—wr] _ —n 1 =2 _ 1o (VIIL5.25)

Po@)="g do & o P Ge—a)

geklindeki integral gosterilisini elde etmig oluruz. Buradaki ¢evre in-
tegrali 2= noktasum ihtivd eden bir gevre boyunca alimacaktir.

Simdi (VIIL5.25) ifédesini (VIIL5.24) e ikaame edecek olursak

R \ (=1 | (1—a?
d{w’t)“z Puaytr= 2m #’z——a} T (z——m)

n==f) n=()

olur, Hilbuki sagdaki toplam bir geometrik seridir. Buna goire

1 ]
d(-’xv‘,t)—- m é Z— {1_ (___1% 1 22
l 2 z2—2

- $2 de
27 t zg___?_z_(l_ 2 )
13
olacaktir. Buradaki integrant

1 1 2
z—‘?i\/?f“?w“

kutuplarinl haiz olup bunlardan ancak eksi igdretlisi x noktamnin ya-
kmninda olup bu kutbu ihtivi eden bir gevre iizerinden integral alimir-
sa rezidii metodu yardimyla

1 o
’t = e - Pn tn Vm.s.%
i) = s Zﬂ () ( )

bulunur. x=cos 0 oldugundan doguran fonksiyon

v 1—2t cos 8+ 13 2 Pulcos®) & (VIIL5.27)

geklinde de yazilr,
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Simdi P.(cog 0) igin, n indisinin ¢ok hiiyltk bir tamsayr olmas: hé-
linde gegerli olacak olan asimtotik bir formiil elde etmek istiyorus.
Bunun igin #nce (Vill,5.3) den

d?P.(0)

dP.(8)
W:-— +cotg O

=St afn+1) PUO)=0  (VIL5.28)

yazilabildigine igéret edelim. Eger

()

Po(0)s —mee
© V&ind

vazedilirse «{8) igin
d? u(9) 1\? 1
—E 4 [(n+ -—~2) + TE B] %(8)=0

denklemi bulunur. Bger n kifi derecede biiyiikse, 0 nin sin § min kik-
lerine yakin degerleri héiri¢ olmak fizsere ysklagik olarak,

a?u 1V,
DTN + (n+-f2—) %=0

yazhir. Buna gbre Pg{cos §) nin n -> o igin asimtotik if4dest

4, cos [(n+ %) e+¢,]

P n ﬂ - V wiely
{cos ) Jeno (VIIL.5.29)
olur. Diklik bagintilarindan,
=
2 2
[ oo [puconnan= g2 (VIIL5.50)
8

olmast gerektiginden (VIIL.G.28) u (VIIL.5.30) a ikaame etmek slretiyle

PR

A.nt": ""'2_"

N
hulunur.

Esasina bakilirsa bizim, 0 mn 0 ve © deferleri igin (VII5.20)
asimtotik formiilinti kullanmamamz gerekir. Fakat P.(#) fonksiyonu
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t==+1 de sonlu kalan bir polinomdur. Bu itibarla, kdfi derecede bii-
vitk # ler igin & min 0 ve = degerleri civarindaki degerleri dolayisiyla
ortaya cikan hatinin Onceden verilmig kafi derecede kiigiik bir ¢
kemmiyetinden dahs da kiiclik kalacag gosterilebilir.,

Asimtotik (VIIL5.20) daki ¢, fazimi hesaplamak fizere §==/2 icin
doguran fonksiyonun ifddesini gtz Oniine alalim:

ﬁ = ZP.,(O) o,

n=0

Sol taraf eger binom acilimina tdbi tutulursa % nin tek degerleri igin
P.(0) 1n sifir olmas: gerektigi ve n nin ¢ift degerleri igin de P,(0) in igh-
retinin degigmesi lazim geldigi goriiliir. Buna gére ¢,=-—n/4 olmasina
hitkmedilir. Su hilde n» > o igin P.(cos0) nmin asimtotik ifddesi

0sssfsqe—en
icin

P.(cos 0) = \/m'c zin 8 cos[ (n+ %—)9-—- %] (VIILb.31)

olur. Benzer gekilde #n - ~ ve 0=zs0=n—e<n igin

P.=(cos B) == \/ e mn cos[(n—{— %—)B ~ + ;”.";E] (VIIL.5.32)
oldugu gosterilebilir.

(VIIL6) KURESEL HARMONIK FONKSIYONLAR.

Kiiresel harmonik fonksiyonlar diye kiiresel koardinatlarda ifa-
de edilen LAPLACE denkleminin 6 ve ? acilarma bagh kismimi ger-
cekleyen fonksiyonlara denir. Tamm olarak

(—1) eger m=0 ise
1  eger m<0 ise
(Vi11.6.1)

2+1 (—|m))
4 (d+m

Y= Pl™l (cos )ei™® ¥ ;

dir. Bu ifadenin, kezd
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1 JTFL O s, o e d
) \/ : El+m;‘l ¢'"® (—sin " 7o (cos? 01
(VIIL6.2)

geklinde yazilabilecegi de gerceklenebilir, Bu her iki tammdan da
Y a2 =(—1)"Y ;%) (VIILG.3)

oldugu goriilmektedir. Kiiresel harmoniklerin tanimindaki katsayi bun-
larin ortonormal bir fonksiyon dizisi meydana getirmelerini temin
edecek sekilde secilmigtir:

b w2
fom*(ﬂ) Yprm (€2) dﬂ:f d¢ f Yim* 0,9) Y (8,) sin 6 d0
0 0
=817 Sy’ (VIIL.6.4)

Eger f(0,9)=f(Q) ile «uslu» degigen bir fonksiyonu gosteriraek
bunu

o 1
f)= 2 Z Gt ¥t () (VIILB.5)
=0 m==wm]

gekilde kliresel harmonik fonksiyonlar cinsinden bir seriye acmak
milmkiin olur. Bu agihmin katsayilarmm

tn = f Y () FQ) O (VIIL6.6)

ifddesi tarafindan verilecegi kolayhkla gériiliiv. Bunu (VIILB.5) agili-
ming ikaame edersek

© {

f= f g Z 2 Y M) Yzm(m% Q) der

=) m——|
bulunur. Bu ise

Yim* () Y 1) =82 —£1") (VIII.6.7)
=0 m=-—}
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oldugunu gistermektedir. (VIIL6.7) ifddesine kapanss bagintist adi ve-
rildigi mélémdur.

Ote yandan §(1—Q°) niin yalmz £ ve Q' dogrultulam arasindaki
v acising tdbi oldugu agikdrdir, Gergekten de eger (0,¢) ile Q dogrul-
tusuna ve (0,4) ile de ' dogrultusuna tekaabill eden zenit ve azimiit
acllarinl gisterecek olursak kiiresel trigonometrinin temel bagintilari-
na gore

cos y=cos 0 cos 0"+sin 0 sin 0° cos(dp—¢")

diir. Su hilde 8(Q—") yit Pcos v) cinsinden

S(OQ— Q)= 2 b1 PAcos 1) (VIIL6.8)
{==0

geklinde bir seriye agabiliriz. Bu acuUimin b; katsayilarimn (VIIL5.19) a
dayanarak

+1
by = _"_2*'_1 f 5(Q—Q)Pdcos 1) d(cos ¥)
-1

_2+1

41
in f S(Q—Q) Pleos v) A0
—1

A4 . 2+1
== PAl)=——= (VIIL6.9)

bulunur, Buna gire, (VIIL6.8) ve (VIILB.9) a binden (VIIL6.7) i¢in

0 /

Y Y rer@re@=Y FEpicouy

=0 m=—] =0
ya da
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Pieosy) =mr— 2 Y io* (Q) Via ()

2£ +1
m=—|
{
_ 4x 2+1 C—|m])! , imi im| n im(§ —¢)
= 5 in g+ m) PriM (cos 0P, ™ (cos ') e
m=—

l

~ ) (I—m)!
=Picos §)P{cos ') +2 T+m)

m=1

P™(coa Q) PP{cos 0")cosm (¢ —p)

(VII1.6.10)

bulunur. P;(cosy) nin bu acilim ifidesine kiiresel harmonik fonksiyon-
larin acilim teoremi adi verilir.

F. 21
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IX. Boliim
INTEGRAL DONUSUMLER

(IX.1) GIRIS.

Integral doniiglimler bir¢cok problemlerde biiylik bir kolaylik sag-
layan bir metot olarak kargimiza ¢ikmaktadirlar,

f(x) gibi bir fonksiyon verildiginde K(x,k) cekirdegine gire bunun
integral donligmiigli diye

b
T? f(m)g = F(k) = f Kz, k) f(a) dac (1x.1.1)

ifidesine denir. Buradaki ¢ ve b integrasyon limitleri K(a, k) ile bir-
likte verilirler., Bu, esésinda,

O f(x)=F(x)

geklinde, bir f(x) fonksiyonuna bir F(k) fonksiyonunun tekaabiil etti-
rilmesinden bagka bir gey degildir. Su hélde bir integral doniigiimiin
verilmesi demek f(x) temei fonksiyonlariyla bunlarin doniigmiigleri de-
nilen F(k) fonksiyonlar: arasinda bir nevi stzliik meydara getirmek
demektir, Doniigmiis fonksiyonlarin muamelesi temel fonksiyonlardan
daha kolay ise siiphesiz ki bir problemi d¢ntigmiig fonksiyonlar cinsin-
den ele almak da biiylik kolayhklar arzedecektir. fleride bunun ger-
cekten de bdyle oldugunu miigibede edecegiz.

Integral doniiglimler Gzellikle diferansiyel veyd integro-diferansi-
yel denklem sisternlerinin c¢oszillmesinde miihim bir kolaylagtirter rol
oynarlar. Filhakika ileride gorecegimiz vechile giyet girift integro-di-
feransiyel denklemleri integral doniiglim metotlariyla muimeleye tabi
tutmak sfiretiyle bunlar: sidece 4di cebirsel denklemlers doniigtirmek
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miimkiin olmaktadir. Bu ise kayda deger bir basitliktir, Biz bu IX. Bo-
liimde pratikte en gok kullamian birka¢ farkli integral dOniigiimil ve
bunlarm pratik hesap kurallarimi gozden gecirip bunlar hakkinda ba-
zl somut uygulamalar vermekle yetinecegiz.

(IX.2) FOURIER DONUSUMU.
f(x) gibi bir fonksivonun FOURIER doniigmiigii diye

o0
o)} =F —_-.*é_;- f ¢ o) dos ax.2.1)

—

ile belirlenen F(k) fonksiyonuna denir. Bir fonksiyonun Fourier dfiniig-
miigli olan F(k) fonksiyonu bhilindiginde temel fonksiyonu da buna da-
yanarak elde etmek kaabildir. f(x) temel fonksiyonunu F(%) doniigmiig
fonksiyonunun fonksiyonu olarak veren formiile <lersinim formiili»
ad: verilir, Fourier dbniigimiine ait tersinim formiiliinli matematik ke-
sinlikten uzak fakat kolay bir gekilde tesis edebilmek lizere h(x) gek-
linde bir «tek fonksiyon»un 0=x =L arahfinda

-~
hix) = 2 A, sin uzw

n==0

geklindeki Fourier serisine ac¢thmim g6z Oniine alalim. Bdéyle bir agi-
lirin katsayilarimn, siniis fonksiyonlart igin gecerli olan

L
f sin BT gin T dm=——21:’—— Sun

L L

diklik bagitilary dolayisiyla

L
2 RTEL
4= f ha) sin 270 de
[}

geklinde iffdelerle belirlendikleri kolayhkla giriiliir. A, acihm katsa-
yilarimn bu ifddeleri i{x) agilimina yerlegtirilecek olursa
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. L
h(m):-%-— Z [ f h(E) sin
n=0 {

bulunur, Simdi bu serinin L - <« igin davramginmi inceleyelim, Bunun
icin k.=urn/L diye yeni bir degigken ithal edelim. Buna gire Ak=
Koi—ko=7/L olacak ve dolayisiyla (IX.2.2) de

nnk . NTE
T dE]sm A (I1X.2.2)

r=0

b= ] L
rw=2 Y @ [ [ 56 sin 008 d] sim ko)
0

yazilabilecektir. Agikr olarak L -> o yini Ak->0 ig¢in bu son ifade-
deki toplam iglreti integral ile ikaame olunacaktir:

h(m):—i—- f dk f dE h(E) sin (KE) sin (k) IX.2.3)
Q 0

Eger elimizde g(x) gibi bir <cift fonksiyon» olsa idi benzer agihm ve
ara hesaplar neticesinde

<] -]
g(w)::-?c— f dk f dt g(&) cos (KE) cos (kx) (IX.2.4)
0 ]

bulunacakti. Gerek (IX.2,3) de ve gerekse (IX.2.4) & ve k fizerinden
integrasyonun alt limitleri —o a kadar agikfir olarak uzatilabilir ve

h(x)=-2}fﬂ—- f dk f dt h(E) sin (k&) sin (ox)

—C0

[ ] (-]
g(m)=% f dk f dE g(E) cos (kE) cos (k)
—) —d
yazlhr.

Ne tek ne de cift olmayan bir f(x) fonksiyonn verilmig olsa her
zaman bunu bir ¢ift fonksiyon ile bir tek fonksiyonun toplami olarak
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for=g |ft1a)] + F |f@—f—a

geklinde yazmanmin miimkiin olacag: asikdrdir., Burada ilk parantez bir
¢ift fonksiyona, ikinci parantez ise bir tek fonksiyona delilet etmek-
tedir.

h(x) gibi bir tek fonksiyon ile g(z) gibi bir cift fonksiyon igin

f h(x) cos (kx) dw=0

oo
f g{x) sin (kx) do=0
——cl
bagintilar gecerli oldugundan f(x) icin

far= o= f dk f dt [f(E) — a)] sin (k%) sin (kx)

+ﬁ f d""f d&{f(&) + f(— E)]cos(k&) cos (k)

—m

.-.-.4_:‘1? fwdkf dE%f(E) cos [k(ﬁ——-s:)]+f(-- E) cos [k(ﬁ-i—w)]

(IX.2.5)

yazilir, Halbuki (IX.2,5) in integrantimn £ ye gire bir cift fonksiyon
oldugu 8gikdrdwr, Buna dayanarak

o

)= 5 f dk f dt f(2) cos [k(E—x}] (X.2.6)

—-—ig

olur. Ote yandan ise
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f dt f(&) sin [kt’é - w)]

kt ya nisbetle bir «tek fonksiyon» dur, Bu itibarla

; f ik f dt (&) sin [k(aww)]= 0 IX.2.7)
dir, (IX.2.6) ile (1X.2.7) nin toplami
for=g [ an [ a0 cos| e —a)| +
+i 2-—11:- f dk f d f(£) sin [k(‘é— m)]
=_21_1§ dk f dE f(E) etk(E— ) (IX.2.8)

olur. Buradan ise f(x) in Fourier déniigmiigiiniin (IX.2.1) ile verilmig
olan tammminmt goz Oniinde tutarak

fz)= v-;-.-..ﬂ—w f Fk) e a (1X.2.9)
—00

bulunur ki bu da Fourier doniigmiigll bilindigi takdirde temel fonksi-
yonun tdyinini saglayan, aradigmmz tersinim formiiliinden bagka bir
gey defildir. Bu itibarla (IX.2.1) ve (IX.2.9) formiiileri arasindaki mii-
kemmel simetriye de dikkati cekmek gerekir.

Fourier donligmiigiiniin gu ozellikleri haiz oldugu dogrudan dog-
ruys tamm bagintisindan hareketle kolaylikla gdsterilebilir ;

T} o fi@)+e, fz(w}g = ¢4 T; f,(w)i + e5 T?fz(w)g (IX.2.10)

(e; ve ¢ iki sdbit)



Integral Déniiglimler 327

Tg f(cac)% = % (%—) (1X.2.11)

T 3 [f(w) ]’g = P*—k) (IX.2.12)

T{f(a+w)}=Fio) ¢ ke (1X.2.13)

T ftw) ei"x}:F(k+a) (IX.2.14)
1 2

T{f(cm-i—a)}: e ° F(?) (IX.2.15)

T{f(cm) e*“"}:%-fr(k "; “) . (IX.2.16)

Fourier doniigimii teorisini fizigin simir-deger problemlerine uy-
gularken f(z) gibi bir fonksiyonun #n-ninci tirevinin Fourier doniigmii-
glinii ifdde edebilmek de Snemlidir. Tanima dayanarak

<
df@) 1 D) ik
N = [ e e=
—_—0
_ 1 Jdfm) ,k,,] ik f‘” &) kx4,
V2r | de*? — 2% dz=

Ll -~

olur. Eger |z| -> < igin (n—1)-inci tlirev sifira gidiyorsa, yani

d>1f(x) _
=0
|x1[i—inm dﬁm-»l
ise
(& f=) ) _ §d“" (=)
T (——-—md e T rrr— (iX.2.1D

olur; ve eger
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4 » dmf
m=12,-+--,m—1 igin: lim — =0
’ ’ |x|—»oo(f‘$ )

ise

T %d"df;f’ g = (— ik T ?f(w)g (IX.2.18)

ifidesi bulunur.

d? f(x) ’
MISAL: 1. -—-ai-——+w f(x)=g(x) denklemini |x|-> o i¢in
%zf(x)zo olmast gsarfr altinda coztiniiz.

COZUM: Burada w®ve g(x) bilinen biiyiiklitkleri géstermektedir.
‘1‘: gl{x) i =@k) vazedelim. Bu takdirde her iki tarafin Fourier

ddnitgmiigiinii alarak

(—ik)? Pzx) + w? Fk)=G{K)

ve buradan da ters Fourier donilsmilsiine gegerek denklemin verilen
stnar gartlars aliindaki coOziimiiniin

20 .
1 G(k) 3-—~:kx
Vaw | To—®

e GO

fx)= dz

oldugu bulunur.

Bu misdl integral ddnligim metodunun kudreti hakkinda bir
fikir vermektedir. Ik%i satirda sinir gartlarim da gergekleyen c¢Oziimii
derhél yazmvermenin kolayhg: inkir edilemez. Bu, integral déniigim
metoduna has bir Ozelliktir; y&ni bu metofla bir diferansiyel denklem
¢Oziildli milydé ayrica sonuctun sintr gartlarini gergeklemesini saglaya-
ca gezilde bir takum parametrelerin tiyinine ihtiyag yoktur. Netice,
daima otomatikman sinir gartlarini saglayacak gekilde elde edilmektedir.
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MISAL: 2.

af, _ @4, _ &%

_ a3t
dx  dx? dx3

Efzﬁ-..gfsa...EaFEO

le—)w il}in f1E

olmak sart: ile

& £,(x)
7 qxs

& i,(x)
+aqy d;ﬁx + a3 5(x)=g1(%)

df. (i G ¢
T e

2
Bgy £,(x) +ag £H{x)+ag d df;(zx) = gl X)

sistemini coziiniiz.
COZUM : Biitiin sistemin Fourier doniigiimiini almaek sdretiyle

Oy (k)P Fi(k) + 61p(—ik)Fo(k) +a19 Fylk) =G (k)
ayn Fy(k) + @ga(—iK) Folk) + Gge(—ik)? Fyfle) =G y(k)

as Fyi(%) + g Folk) - Gaa{— k) Fo(k)==G4lk)
ve

F1(z) (k) Gy(k)
> -> >
far=| fm |, Po=|| Fg0 ||, GEI=| @)
f5lx) Fylk) Gy(k)

vazederek
> —
A F(R)=G(k)
veyd A~ in varhfr sartr alfinda
> 1 £ - i
o) =—mer f ANk} - Gi) e g
Vex

-
bulunur.
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Fourier doniigiimiiniin Snemli bir Szelligi konvoliisyon teoremiyle
ortaya ¢itkmaktadir:

fr ¢ fr=hiam)= f fe—y) - fy)dy

ile tammlanan h(x) fonksiyonuna f; ve f, fonksiyonlarimin konvoliis-
yvonu adi verilir. h(x) in Fourier doniigmiigiinii bulmak i¢in ¢ = — ¢
vazederek (IX.2.13) den

ik <
T{f{w——y}}:ﬁ’(k) elky = ;}_: f f(x) et** do

yazilabilecegini g8z Oniinde tutarak

Hk)= \/L f dx e*x f File—y) foy) dy

2r

0 —

1 o0 &0
== f eik7 () dyf ek §() dav
¥:n

—e

= V2R F (k) - Fylk) (IX.2.19)

neticesine varihir; yani iki fonksiyonun konvolilsyonunun Fourier doniig-
milgli Fourier doniigmiiglerinin ¢arpimimmm /2% mislidir,

Baz bellibagh fonksiyonlarin Fourier doniigmiiglerinin cetveli aga-
Z1da verilmigtir. Fourier doniligiimii hakkinda gok daha tam cetvelleri
«A. ERDELYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER and F, TRICOMI:
Tables of Integral Transforms (2, cild), Me Graw Hill (1854)» de bul-
mak miimkiindiir,

> > > > —>
w==e; & ve k=e; k; olmak lizere, (4 ler lizerinden toplam var), f=jf{x)

gibi # bagimsz degigkene bagh bir fonksiyonun (i==1,...,#) Fourier
dOntigmiigli
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CETVEL: IX, 1
f(=) Flk)
1
1 5¢ 1
) ? V2w
2) 0<s<1 igin: |x["s gin (321_:_)
1 1
3 TaT i
’ 2] H
|z]|<a: (@)~ —
4 —
) l¢]>a: 0O \/2 Jo(ak)
1 k? T
. ” 1 ® =
5 gin (ax?) v gin (4a + 4)
1 2 ‘n:
2 ru.._._ Aty W, \——
6) cos (ax?) = cos(‘m 4)
1 K
7 e~ | Re(w) >0 e 4a
) (@) vor
ol {(k’+a2)“"+a}m
8 g , Rela >0
) p (@) T
L ERp
9) 1+$2 \/—5—6
= 1 n - - = 1X.2.90
Fik)= (-——-:) f ‘e f(x) etk * dr (I1X.,2.20)
\/21:
v e
T ot

n adet

—>» -
geklinde tammlamr. Fik)} ya f(k) in # boyutlu Fourier déniigmiigii ad:

verilir, Ters doniigiimiin de
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> 1 w £ P s
f(a:).—.:( _) f f Pl e—ik - * gt (IX.2.21)
V2w

> >
ile verilecegi ve kezd [i(x) ve f,(x) gibi aym sayida bagmmmz degigkeni

—
haiz iki fonksiyonun konvollisyonunun H(k) Fourier ddniigmiigti icin

H(35= (V2r)" F;(}?i . sz_k)) (IX.2.22)

bagntisinin gegerli oldugu gisterilir.

Tek boyutlu Fourier doniiglimii igin bulunan genel kurallar # bo-
yutlu Fourier ddniiglimii icin de tesis edilir, Ozellikle j=1,2,.-.,n ol-
mak fizere |a;]— o0 igin fl@)=Ff(owy, @2, +, %) >0 ise

oo | = (\/zn:)f f(ax,)‘ ¥ dit = — iy F@

oldugu ve kezd gene j=1,2,---,n olmak fizere |x;{—> o0 igin f(x) in,
flx) in a; ye gore ilk (m —1) tlirevinin sifir olmas1 hélinde

amf amf ;‘}:._’- -}‘....__‘,m P
fEH () [ [ (AT i v

oldugu tesbit edilir.

n =2 ve 8 e tekaabiil eden hiller pratik uygulamada Onem ar-
zetmektedir. Eger

K

32 32 aﬂ
=22 T oyt

2 2 =

vazedilecek olursa f ve tiirevleri igin yukarmdaki uygun simr gartlan
muvicehesinde

20 o0
% f (W ) G dy dy=—@E+1) FEn)  (1K.2.28)

— — T
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3 oo o0 o0
( \/12_1: ) f f f (v P G182 g gy do = — (B2 + 2+ ) F(E,0,0

—C  e—=0O

(1X.2.25)

oldugu kolayca hesaplanir. Buradaki F(E,n) ve F(§,n0) fonksiyonlar:
f(@,9) ve flx,9,2) fonksiyonlarina tekaabiil eden 2 ve 3 boyutlu Fourier
dénilglimlerini gostermektedir.

Simdi somut bir misille Fourier doniigiimii metodunu uygulamak
icin koordinat orijininde #=0 aninda T, giddetinde bir 11 kayna@ it-
hil edilen sonsuz li¢ boyutiu bir ortamdaki sieaklik dagibmim tesbit
etmek istiyoruz. Bu takdirde sicaklik dagilimim veren denklemin

1 aT(w,y.2,t)

VIT(,y,2:8) + T 8(2) 8(y) 8(2) 8(t)=-- s

(IX.2.26)

geklinde oldugu Teorik Fizikte gosterilir. T=T(x,y,2,) ile ortamda ye-
re ve zamana bagh sicakhk dagilim gésterilmektedir. Fiziksel aci-
dan, uzay degigkenlerinin sonsuzdaki degerleri igin gerek ¢ ve gerek-
se T nin birinci mertebeden kismi tiirevlerinin sifira gidecekleri &gi-
kirdir, Bu itibarla zemin Fourier donfigimiinfin uygulanmas igin uy-
gundur. Bu takdirde

o o = )
T, &, t)=(%)“ f f f T{w, 9, 2, 1) K& H1HD dp dy da

e ——Q) D

ile T nin 3-kath Fourier doniigmiigiinti gosterip (IX.2.26) nin 3 - kath
Fourier doniigmiigiinii alalim. Bu takdirde, (IX.2.25)% de gtz d&niinde
bulundurarak

- &Ct) 1 a*i; » T &y 8)
— 2 2 . =
E+0?4+8) TE 0. 4, D)+ To Ve % at
ya da
1 aT 1L 2 LI T =T, *“"8-@)—*
o +{E 2+ * (2P

bulunur ki bu &di diferansiyel denklem g¢oziildiigiinde
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TEn4 0= \;‘2_2;3 ¢~ EHTHE) 4 o

elde edilir. ¢ ile muayyen bir integrasyon sébitine igdret olunmakta-
dir, Simdi tersinim formiili araciifiyla T(x, y, 2, t) temel fonksiyonuna
dénecek dlursak

o o3 o
1 \3 ¥ To  _pprdrlrne
Ta‘:, ,z,t =|— e JC(E +Tl "l"'t;)te i(Ex'I‘T]y-I-tz)
wwa0=(7) [ [ [ ey

— —80 —

+ ¢ e~ iExtng+La) g dt dn dt

dir. Bu ise
3 2 ©
T(w’y’“’t’=('§;}") % 7T, f o ¥E — ikx) dt f g (¥t —ing) gose
-]
X f e (%M —1t%) qr 4 0 §(x) 8(y) 5(2)
demektir.
Slmdi

I= f exp [—- (xa’t—iaw)] dE=

2
e xp[ (E % oVt 3
yazilabilir. Eger
— i® du
*t — =u; dE=
: \/ 2 \ut : \/xt

degigken doniigiimii yapilirsa I, integrali
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. x? . x
dxt 4xt
€ 2 e S
I.= —_ e dy = ——ee—
T ut f Vit Ve
— 00

olur., Benzer gekilde I, ve I, integrallerini de benzer gekilde muamele-
ye tabi tutacak olursak neticede

Pr———

3 3 — (x2Fy2427)
T(@,y,2,t) = (2%) W %) xTpe ** +05(x) 8(y) 8(2)

% T eXp [—-—
(4mx )2

% +y? -+ 2?
4xt

+Cé(x) &(y) 8(=)
bulunur. Fakat
lim T(x,y,2,1)=0

xyz—+to

oldugundan C=0 oldugu anlagihr ve nihai sonug olarak da

% To.eXPp [-—

4t

T, y,2,t)=

ya da r=\/o? ¥+ ile gdz oniine alman (x,y,2) noktasimn orijine
uzakhgim goistererek

T(rt) = —g= 5 (IX.2.27)

elde edilir.

(IX.3) LAPLACE DUNUSOMU

Laplace dinligiimli tammim verrceden Once HEAVISIDE basamak
fonksiyonunun

0 eger z<<0 ise
Hix) = < %— efer x=0 ise (IX.3.1)
1 eger x>0 ise
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geklinde tanimlanmig bir fonksiyon oldugunu hatirlatalim. Diger ta-
raftan 8(z) DIRAC fonksiyonunu da g6z Oniinde tutarsak

0 eger %<0 ise
X
f S(E) dE= . % eger z=0 ise
—o
1 eger x>0 ise
oldugu bilinmektedir. Buna hinfien
dH (x)

oldugu &gikérdir. Diger taraftan H(x)in f(x) gibi bir fonksiyonla garpi-
m1 f(x) in biitiin z < 0 icin sfir olmasini saglayan bir ameliye olarak
kargimiza ¢itkmaktadir. Bu itibarla HEAVISIDE fonksiyonuna < 0 igin
fonksiyonlarin sifir olmalarim temin eden bir operator gozii ile baka-
biliriz.
Simdi
gE) =V2x f() e =% H(E)

ile F'(q) gibi bir fonksiyonun FOURIER déniigmiigiinit gosterelim. HEA-

VISIDE basamak fonksiyonunun yukarida hatirlatilan dzelliklerini goz
Onitinde bulundurarak (IX.2.9) Fourier tersinim formiili geregince

— 1 P —ink = 1 m[ g B ]
Fov=-o f L f VT H®) e~ S HE) | X

—_—r

Xe 8 qb= f f(E) e — e+t gg (IX.3.3)
0

olur, Diger taraftan ¥(y) nin FOURIER ddniigmiigh de
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o

gEY=V2T f(£) e~ °5 H(E)=—J%;— f F(n) ¢'&" dn

—

olacaktir, Bu son ifadeden

f8) Hl'é)=;—” f Fln) et 8 gy (IX.3.4)

elde edilir. Simdi
ds

t=x, c+in=s, rl'qz—;;w

vazedelim, Bu deZigken dénliglimline gre (IX.3.4) deki integralin Hmit-
leri c—ico ve ¢+ic olacakiir; gu hilde (IX.3.3) ve (IX.3.4) ifadeleri de

elf@}=For = [ fere—xas 1X.3.5)
0
1 c-tico
ero=i@aw =55 [ Faerds  @xa
c~—ico

gekline girer. F(s) ye f(») fonksiyonunun LAPLACE doniigmiigii ad
verilir, (1X.3.,5) iffidesi LAPLACE déniigimiinlin tfanimi olup (1X.3.6)
ifidesi de bu dontiglime tekaabill eden ters diéniisimli tanimlamak-
tadir. Bu sonuncu formillde H(x) in varhgs dolayisiyla LAPLACE d6-
nfiglimfinlin sadece >0 igin tanimlanmig fonksiyonlar igin gecerli ol-
dugu anlagimaktadir. Dolayisiyle aksi sfylenmedikge bu boliimnde f(x)
gibi bir fonksiyonun daimé yalniz x>0 igin tammianmg oldugunu
kahul edecek ve bu itibaria da LAPLACE donfigiimiiniin terginim for-
miili igin sfidece

ctico
e-Fe))=fw)= % f F(s)e™ ds IX.3.7

c—ico

yvazacagiz., Buna gire LAPLACE donliglimiiniin tersini almak igin Se-
kil: IX.1 deki gibi bir gevre fizerinden integral aimak HMzmdir.

F. 22
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S.duzlemi

Re(5)

Sekil : IX.1.

MISAL: f(x)=2.in LAPLACE dinligmistint hesaplaymus :
[-=)

o0
Fis) = f fl®) e *¥dx = f e dy = ._:L;
0 0

LAPLACE doniigiimiiniln tersinim formiiliinden faydalanarak bu so-
nucu gercekleyelim.

>0 olmak iizere

| grie . cie

_ 0% Form er

@) =~ f Fls)et*ds= f - ds
c—iw c—fod

integralini Sekil: I1X.1 deki bir gevre ilzerinden aldsgymizde
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bulunur.

fley=1

LAPLACE déniiglimiiniin bellibagl &zelliklerini dogrudan degruya
(IX.3.5) ve (IX.3.7) tamm bagintilarindan hareketle tesbit etmek miim-
kiindiir. Bunlarmn ayrintith hesaplarini bir ahgtirma olmak iizere okuyu-
cuya birakarak sfdece §zelliklerini sirslamakia yetiniyoruz.

1)

2

8)

4)

5)

6)

fi{x)

Bj Z e f;(a:)% = Z e Q} f;(m}g

B%f(m:)% = %-F‘(—E—) (@ >0)

QEﬂw'l'ﬂ)i =e“ F(s), (>0

fix+a)

Y

N

X %0_’4

Sek. IX.2

(1X.3.8)

(IX.3.9)

(1X.3.10)
(1X.3.11)

(IX.3.12)

(IX.3.13)

fix-a)

A
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NOT: Bu son formiilii uygularken, koydirma doloywswla f(x)
in x<0 kismina gececek parcasinwm, LAPLACE doniisiimii ancak
x>0 igin tanvmlandsgandan, kesilip atilmass ldzwm geldigine igdrel
olunmalwdsr. (Bk. Bekil: [X.2),

7 Q§ dé‘:’ g=s Q} f(w){—-f(w) (X.3.14)

E} f’(m)z = f fx) e **da= [f(m) s”‘]o +s f flx) e ™% dx
0 0

s ezf(xjg—-—fwo)

Bg d;i?’) g= i B?f(m}g — & f(+ 035" f(+0) - -
e o= f1(40). (IX.3.15)
o o} [ feoal=1-elre! (1X.3.16)

e} f flE)dEi = f [ f fmaa] e du
4 L 0
([ et o
1]
9) 2 f f £5) ag" %xg‘— 3 s,)% (IX.3.17)

10) ERonvoliisyon Ozelligi:

%f* yg g f fy) gly—=) rﬂ% g{w)i 2 (w)% (1X.3.18)
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CETVEL : IX.2

@) B(8)
a" e—ax I'n+1)(s+a)—n—1 Re(s) > Rela)
co8 ax a'*’-ia’ Re(s) > Im (@)
a
sin ax —m— Re(s) > Im (a)
8% — a?
* COS8 O% m Rel(s} > Imia)
x sin ax (&*3?_—*_‘!4—;)2 Re(8) > Im{a)
1 1 —=
7 o8 (2ay ) 5 € Re(s) > 0
a?
sin2aV 7 ) z e * Re(8) >0
o = Re(s)>0
gax — Re(s) > Re(a)
cosh ax - : p elg) > Rela)
sinh o pe :—a’ Re(s) > Relu)
1 e
ﬁ 6—“"3 [ﬁfg al < % v"’;i' 6m2m ’ ]B&‘g 3!‘(‘%
1 a n
I, Bom>0 | e (e |, Rete)> I
1 1 a n
, B 0 e , Re ]
-;;J.{aa) e(n)> " ( s \/W) (#) > Im(a)
o Ju(aa) , Rew)>— |- (- |0, Relo)> Imia)
Ve (s* + ot T3
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Bu &zellikler arasinda, bilhassa, bir fonksiyonun tiirevlerinin LA-
PLACE dénilgmiigleri ¢gok ilgi cekicidir; clinkii fonksiyonun ve LAPLA-
CE doniigmiigli slinan tlirevden bir mertebe daha diiglik olan tiirev-
lerimin x=+40 daki degerlerleri de, yani fonksiyonun baglangi¢ deger-
leri de, kendiliklerinden ortaya c¢ikmsktadirlar. Bu itibarla LAPLACE
dongiimiiniia bilhassa baglangic dégerlerinin gbz Online alindiga prob-
lemlere uygulanacagt anlagilmaktadir. Meseld mekanik, elektrik vs...
gibi ancak bir {=0 dmndan itibdren varhklarimi belirten degigken bii-
yiikliiklerin bahis konusu oldugu yerlerde ¢ zaman degigkenine goére
LAPLACE diniiglimli yapmak daimi faydali bir ushldir.

Cetvel: IX.2 de mk stk kullamlan bazi fonksiyonlarin LAPLA-
CE dintismiigleri verilmig bulunmaktadir.

LAPLACE doniigiimiiniin diferansiyvel denklemlere uygulanmas il-
gi gekicidir.
MISAL: 1. 2(H)+cyx)=f() denklemini giziiniiz.
Her iki tarafin LAPLACE dowiisiimiini alarak
8 X(8)—a(+ ) +cy X(s)=F(s)

ve buraden do

X(s)=—) 4 240

s+ ¢ s$+¢ (1X.3.19)

bulunur. Bu ifddeden hareketle, x(t) fonksiyonunu bulmak igin tersi-
nim formiiliinden foydalaonarak ters LAPLACE dbwniighimii yapilir.
Bunu dogrudan dogruye yapmaktansa CETVEL: IX. 2den faydalen-
mak daha koloydsr.

Ancak (IX.3.18) konvolitsyon O&zelligine ve CETVEL: IX.2 nin
de 9. satiring binden (I1X.3.19) un yarandaki Ik terim

F(s) -

s+ ¢y

- Q% ) % e 3@”“’“‘% = Q% f #) e““""“"’d-c%
0,

yazlabileceginden z(t) yi bulmak icin (IV.3.19) o ters LAPLACE d4-
nitgitmil uygulondsgrnda
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1 gF(s) .

&
e o Cot — coT

olur. Buna binden netice olarak
4

2(t)=g oot f ) e T dv+a(+0) g cof
0

bulunmug olur.

Gorilliyor ki bir diferansiyel denkleme LAPLACE ddniiglimiiniin
uygulanmast onu cebirsel bir denkleme d6nligtiirmektedir. Bu ara-
da, diferangiyel denklemi gergekleyen fonksiyonun baglangic gavtlan
da kendiliginden g6z O6niine alinmig olmaktadir., Bu cebirgsel denk-
lem, aranan fonksiyonun LAPLACE diniigmiigii gikarnldiktan sonra
tersinim formiili ya da, degrudan dogruya LAPLACE dénligiim cet-
velleri araciligiyla, temel fonksiyon tAyin olunur. Netice, evvelce bag-
langic sgartiari ziten uygulanmig bulundugundan, hi¢ bir integrasyon
parametresi ihtivd etmesz.

Eger verilen diferansiyel denklemi gergekleyen fonksiyonun ait
oldugu uzaya temel fonksiyon uzays ve LAPLACE dbniigimiiniin ait
oldugu uzaya da tasvir uzays diyecek olursak LAPLACE doniigiimi
araciligryla diferansiyel denklemler cozme metodunu gu gekilde gema-
landrrabiliriz:

TEMEL UZAY: (Diferansiye! denklem--Baglangig Sartlary) Cézitm
¥ 4
£ Dénbghmii 2! Dénfiglimi
¥ 4
TASVIR UZAYI: Cebrik Denklem —ip Cozlim.

MISAL: 2. x(0)=40 ve x'(0)=2 baslangic sartlarr altmda

—‘3—2"4‘1—:-?-- +10 28 L 4 (t) =28 sin 4t

dt
denklemini ¢iziinkiz.
Denklemin LAPLACE dondlgiimiinit alacak olursak

112

8 X(x)—s 2()—x"(0)+ 10[8 X(8)—(0}1+ T X(8) =75

veyd buglangre sartlarv gbz oniinde tutarak
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112
2 p—— e Sy
8’ X(s)—2+10s X(8)+ 74 X(s)=—(3 75
vayd
112 2
X(s)‘—(sg_}_zs) (82+103+74) + 82+103+74

bulunur. Buradaki kesirleri kiwsmi kesirlere parcalayalim ;

1 _ A + B
s2410s+714 =~ s+65—1 s+5+7

olsun. Buradan kolaylikle

1 1
A=g7 B=— 3
oldugu bulunur. Dijer taraftan
112 - C L, _D B + F
(8*+ 1618+ 10s+7%) =~ (s+4d) (s-+48) 8-+5—1i 845474
yoazmak stretiyle
C=— 7 e (20 4-20%) D=- - (20-—294)
1241 1241
B= @5+44) F = ——-—(35--—4s)
1241 T 1241

oldugu tesbit edilir. Buna gire

7 204294 T 20-20i 4 35444
1241 s—4i 1241 s+4i @ 1241 s+GB—14)

X(s) =

4 35—44 1 1 1 1

Y24 s+ G+7) T 140 s+ B—TH 141 s+ BT

olacakisr. LAPLACE dindlgiim cetvellerine gbre ters diniigiime te-
kaabiil eden fonksiyonlar: tesbit ederek:
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w(t)=—-i-2—11-— (20429 4) et — ——— (20—204) e 4t

1241

+ 1—243-1- 36+4§)eG—Tt 4 g (85—49 g— B+t

1 e 1 _54Tin
+ 144 ¢ 144 €

1241 [20{64“ + 3-—4#) +29 5(64"— e—«m ) ]

+ 12‘; , [35(97“ + e—TH) 4 4j (eTit— w)] o— 5t
A § e —mit] —5¢
T [ A
= ——}E—— (20 cos 4£—29 gin 4%) + - (35 cos TEt—
1241 124:1

—4gin TH) e 4 %.—- (sin Tt)e— 5t
bulunur.

MISAL: 8. x(0)=x(0)=.,..=x0"1(0)=0 baglangic sartlam al-
tinda

a4 x(t) a1 x(¢ dx(t
R Tra “_d?“d_)+ R L) x( ) ——+ ¢ x()) =%(8)
geklindeki sibit katsayih diferansiyel denklemi gSztintiz.

Her iki tarafin do LAPLACE déniigitmiinii alalim ve baglangig
gartlarme uygulayahm. By {takdirde

3° X(8) + Co—y 8* L X(8)+ - » - +0, 8 X(3)+ 09 X(8)==F(8)

olur. Kisacw

I
Q(s)

vazedecek olursak bir evvelki denklemden

=P(8)=8"+Cpy 8+ + + + J0r 840
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=1 — )
X{s)= P F(s)=Q(s) - F(s)
olur. Eger (21 EQ(S)i tesbit edilebilirse konvoliisyon teoremi geregin-
ce derhdl

T
2(E)=q(t) * f(B)= f 47) flv—t) dv
0
oldugu goriiliir,

Ozel bir hdl olarak P(s)=0 denkleminin biitin koklerinin biri-
birlerinden farklh olduklarwn: varsayalim. Bu takdirde

P(s)=(3—a)) (3—ay) * - - (8—a,)
yazlabilecel ve dolayssiyle do

! b, by, b

Qe)= P(s) = S—a; 88— 3—0,

geklinde bir basit kesirlere pergalama miimkiln olabilecektir.- Bura-
daki b, kaisayslarims. hesaplayabilmek dcin biltiin ifddeyi 1=5vEn ol-
mok idzere s—a, ile carpglim, ve sonra da 3 > a, limilini alalm.
Bu takdirde safdali kssmi kesirler toplaminde v-niinciiséh hdri¢ di-
ger biitiin terimler sifar olurlar. v-adincil terim de

b o
L L D
s->a,, 8=y

gekline biiriniir. 8u hdlde P(a,)=0 oldujunu da gbz Oniinde tutarak

= lim = I 1 S
= e TP e PE=Py) | Ple,)
3—a,

olacakiyr. Buna binden
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n

1 1
Qs)= Z Play)  o—ay

v=l
veyd
n
—_ ' z . oyt
M=
ve dolayiswyla
t n
1
wit)= f Z Fas)” " fa—t) dv
0 v=l
n t
—_ 1 . ayT dt
= Z o) f fz—1t) e%v
v=] H

bulunur.

MISAL: 4. Sek: IX.8 de gisterildigi gibi kuple iki sarkag veril-
mektedir. Bu takdirde her iki sarkacin genliklerinini zamanm fonksi-

yonu olarak x,0)=x,(0)=0 x,(0)=v, x,(0)==0 baslangig sartiar1 al-
tinda belirleyiniz.

LSS St b S S LI AT L

k
m T TTT o m
B el -
l_l K2
Sek. IX 3

g ile yercekimi ivmesini gistererek NEWTON hareket denklem~
leri

2
O MG ok a,— )

L T
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d’w
m“-a?z?— = e— zg a:,-l-k(wr“'mg)

seklindedirler. Her iki denklemin LAPLACE dbniigiimiinii alirsok

- . 1 1
m 32 X](S)‘_wl(O)"'w!(O) —_—— ﬂ:"_g‘ X](S) + k [Xz(s) — Xl(s)

m | 8% X,(8)—82,(0)—2,(0)

;
L __mg X3) + k& lX,(s) — X,(3)

ve symr gartlarmin uygulanmasiyla

m {31 X;(s)—-—fv] = — ”—;ﬂl X,(8) + k | Xy(s) — Xi(s)
L J

ma? Xo(8) = -4;";51 X,(8) + k| X,(8) — Xo(3)

olur. Bu, X, ve X, bilinmeyenleri cinsindan adi bir cebirsel denklem

sistemédir. Buradan her iki bilinmeyen de kolaylkle ¢tkarisdip lers
LAPLACRE donilgiimii yapslacak olursa x,(t) ve wq{t) elde edilir. Meseld

1, 8 , K
”(8+2+m) v 1 1
L 9y 2|00 gk i 9

2y 4 il - R v =
(s+z+2m)(32+l) s+d 2l +

elde edilir ve buradan da

( V—g—+ ¢ sin\/-—-t
mlt) = 5- V__,..+____ \/,__

bulunur. a,(t) de benzer sekilde belirlenir.

X(8) =
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X. Boliim
GREEN FONKSIYONU

(X.1) GENEL TANIM,

- ->
D ile r = %, 6, vektirlinlin x, bilegenlerine tesir eden lineer bir
diferansiyel operatrii gdsterelim. Bu takdirde

,+
D=0 (X.1.1)

homogen bir diferansiyel denklemi ve
> >
D ¢ r) = f(r) X.1.2)

de sag-yanh bir diferansiyel denklemi temsil eder, Bu denklemleri ger-
geldeyen fonkeiyonlar uygun smmir gartlarna tdbi kikmscaklardwr, Seg-

vaoh denklemin 8ag yant f(r) = 8(r— 79 oldugu takdirde (X.1.2) min
¢iztimii meveild ve tek degerli ise bu cizlimiip, vaz edilen simr garé-
larina uyan gekline GREEN fonksiyonu adi verilir. Su hilde bu fonk-
gtyon vazedilmig simir gartlart altinda

- = e
DGl ,r)= dlr—7r) X139

S
denklemini gercekleyecektir., Bu denklemin sag yani r ve v ye bagl
oldugundan ¢Safimtin de ayni degigkenlere bagli olmas tAbiidir. Bunun
fgindir ki

> >
G=0Gfr,r) X.1.49

yazilmig bulunmaktadir,
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—> -
Simdi (X.1,3) ifidesinin her iki yanim da f{r’) ile ¢arpip +* niin
degigim bdlgesi olan B boilgesi iizerinden integre edelim:

~—n e e e o > = > =
f &) Dr,r") dr' = f Sr—7’) f(r') dr.
B B

—,-
Bu ifddenin sol yanminda, I nin yalmz r nin bilegenlerine tesir etmesi
dolayimiyla D -integral digina alinabilir; ifddenin sa§ yam ise DIRAC
fonksiyonunun 8zelligi goz Oniinde tutularak yeniden yazilirsa

> > > > —>
D[ f air, 1) fa) dr ]: i X.15)
B

ifadesi bulunur. (X.1.5)in (X.1.2) ile kargilagtirilmas1 (X.1.2) nin goz

-+
Ontine alinan sinir gartlarina uygun ¢oziimii olan {(r) nin

e T
Y(r)= f G(r,r)f(r)dr (X.l.ﬁ!
B

ile verildigini gbstermektedir., Buna gore eger (X.1.2) gibi bir dife-
ransiyel denklemi belirli bir B bdigesinin simrindg gecerli olan bawt
gintr- gartlan altinda ¢Bzmek istersek (X.1.3) . denklemini gergekleyen
GREEN fonksiyonu yardimiyla (X.1.6) ifddesini tegkil etmemiz kafidir,

{X.2) EK BINIR - DEGEER PROBLEMI

Teorik Fimikte kargimiza e¢ikan D diferansiyel operattrieri daha
giyide ikinci mertebeden diferansiyel operatorlerdir. Bu itibarla biz de

b &
bundan sonra D yi ikinci mertebtden addedecefiz. Bu takdirde u(r) ve

+
v(r) iki keyfi fonksiyonu gostermek ve Py(u,v) de u ile ¢ ye ve bir
de bunlarin en fazla birinei mertebeden kismi threvievina bagh hir
fonksiyon olmak iizere

n
uDw —-vnuuz
=}

Pl v) x.20)

d
O
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ifadesiyle belirlenen D operatiiriine D ye ek - operatdr adi verilir.
Bu tanim iffidesinin sag yani # boyutlu bir uzayda kartezyen
bir koordinat sisteminde

—> —y >
P(y,v) = e Py(u, v)
k=1
gibi bir vekiGriin diverjans: geklindedir. Buna binden X.2.1) ifidesi-
nin kapall bir B bilgesi izerinden integrali alinirsa GAUBS formili
geregince bu ifddenin safim bir ylizey integraline doniigttirmek mtim-

klindlir. dS ile ylizey elemamm ve N, ile de d8 ye tekaabiil birim
norm#l vekiSriiniin bilegenlerini gistermek fizere (X.1.7) den

. PN - -
f Do — uDw)dr = f 2 Ny Pulu;0)d8 (X.2.2)
5 k=1
olscaktir.
Bu gon ifAdenin ¢ok dzel, fakat o nishette de kullamigli bir hi-

>
ok elde etmek igin A gibi bir vektidre GAUSS integral formiillinit uy-
gulayalim :

— e g e -
fdivAdr::fA-NdSmf ZNkAkas=ands_ (X.2.9)
B s § k=1 $

A 3
Burada Ay ile, kolayca anlaglacagh vechile A vektériinlin N bi-

_.*.
rim normél vektdrii tizerine izdiiglimil ghsterilmektedir, A vektdrlinfin ¢
gibi skaler bir fonksiyonun gradyenti ile¢'? gibi skaler bir fonksiyonun
carpim geklinde ifde edilebilmesi hélinde, yani

Toogmap=e Yo
k=1

igin



olmas: hasebiyle (X.1.9) dan
. — -> av
fdw(q: grad §) dr = f¢——d8
oN
S

veyl
f (grad ) (grad ¢) dr + f Qv dr = f Y 43 x24)

bulunur., Bu formiilde ¢ ile ¢ yi degis tokug ederek ve b3ylece elde
edilen ifddeyi de (X.2.4) den gikartarak

3[ (PYU— VI dr = Sf (9—%— ) %) a8 (X.2.5)

ifddesi elde edilir. Bu ifdde (X.1.8)in &zel bir hili olarak gdziikmek-

te ve bu bl igin D=D=v? oldugu anlegimaktadrr, (X.2.4) formtilliatin
birinct GREBEN teoreminin ve (X.25) formilliintin de ikinct GREEN
teoreminin temelini tegkil ettigi sGylenir,

Kapalt bir mnir igin, ya da kapal bir stmvin slirekli deformas-
yonuyla sensuzd kadar uzatilmg bir simr igin gegerli olan simr gark-
larna gemk sz gartlars adi verilir, kinei hAl bahia konwen oldu-
gunds bu, ghs Suline siinan ¢bstimiin agimtotik davranygnn nceden

Boylece

BYin=10 %.2.6)
gibi bir diferansiyel denklomin gergcek mmr gartisriw
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2 NiPu(l, =0 (X.2.8)
k=1

geklindeki ek simir gartlars tekaabiil ettirilir. Bk simir gartlarina bins-
en (X.2.2) ifadesi mifir olacaktir:

f GDT—~TDY dr=0 (X.2.9)
B

Ek GREEN fonksiyonu ek sinir gartiarina t3bi olarak

P -
D&er,r)=8r—1r) (X.2.10)
denkleminin ¢6zlimii geklinde tanimlanir.

R e
Eger (X.2,9) da ¢ = G(r,r") vazedilirse (X.2.6) ve (X..10) un 1-
g1 altinda

-
g ==

T

T — N S
f WD T~T DY) dre= f(¢naman¢)
B B

{ = > > > > ) >
= f 3*11(1') r—r)—Gr,r) f(r}i dr=0
B
ve dolayimiyla
- — > =
)= f Gir, ) ) dr
B
bulunur. Bonu (X.1.6) ile karailaghinirsak

. > e T
!!n'(r)=f G(r,7) f(r} dr
B
“‘} -
olmast dolayisiyla keyfi bir f(r) icin

— e i o
Gr, =G , 1) (X.2.11)

oldugu sonucu elde edilir, Bu GREEN fonksiyonunun gok Onemli bir
Ozelligini tegkil etmektedir.
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Eger meseld LAPLACE operatérii i¢in gordiigiimiiz vechile D=D
ise D nin kendi kendine ek bir diferansiyel operatdr oldugu sylenir.

Bu takdirde G=G olacagindan (X.2.11) vasitasiyla, kendi kendi-
ne ek bir diferansivel denkiem igin GREEN fonksiyonunun simetrik
bir fonksiyon oldugu gériilmektedir:

- _—
G(r,r)=G{" ,1) (X.2.12)

(X.2.9) bagintis1 yardimyla bir bagka Onemli sonu¢ daha elde edi-
lebilir :

D{=0 (X.2.13)

ek homogen denklemi ek sinir gartlarmmi gergekleyen ve Gzdeg olarak

sifir olmayan bir \-j; cozitmiinit haiz ise (X.2.8) diferansiyel denklemi,
(X.2.8) ve (X.2.12) bagiotilari hasebiyle

- — - >
f ID Y dr= f 3 dr=0 (X.2.14)
B B

olmasindan o&tiirti, f ancakvtf; ya dik ise ¢oztimil haiz olacaktir,
Eger kendi kendine ek bir diferansiyel denklem gz dniine ahm-

—>
yorsa (X.1.2) sag yanli denkleminin ¢Oziimii olabilmesi igin f(r) nin,
(X,1.1) homogen denkleminin sinir gartlarim gergekleyen her gbziimil-

-
ne dik olmasy gerekir, Aksi hélde higbir {(r) ¢oziimii meveid olamaz.
EMX.?&:-}) ek homogen diferansiyel denklemi vaz edilen sir

N
gartlarma uyan ¢,(r) gibi ¢Ozlimleri haiz ise bunlarin lineer bir kom-
binezonu da geme (X.2,13) ek homogen diferansiyel denkleminin bir

———
¢oziimil olacaktir. Eger {,(r) fonksiyonlari ortonormél fonksiyonlarsa
bu takdirde

—-> > > - R -
gir » PY=8(r—7") = Z TP lr)
v

- >
ifadesi (X.2,13) {in herhangi bir ¢bziimiine dik olur. Filhakika {,(r’)
hoyle bir ¢bziim oldugu takdirde
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B
=) — Z 5 0) f o0 G () dr= p,m— Tl By
N M B
= i, (r") — (") =0
olur. Binfenaleyh g=f vazedilirse (X.2,14) dolayisiyla

> > > - X~ R
D Gir, 7)=8(r—1) — Z T ) (X.2.15)

> >
denklemi bir ¢Oziimii haiz olacaktir. Bu denklemi gercekleyen G{r,r")
fonksiyonuna genellegtirilmiy GREEN fonksiyonu ad: verilmektedir.

Ek homogen
e
D Yir)=0

- >
diferansiyel denkleminin ,(r) gbziimlerinin
> -
D Y(r)=f(r)

—

denkleminin sag yanndaki f(r) ye dik olduklarimi gbrdiiktii. Buna bi-
—

nfien, (X.2,15) iffidesini f(r') ile carpip integre edelim:

> - > A e s 5 —> > > >
f YD Glr, ') dr'= f () 8tr—r") dr'— f 2 P (7)) Uy(r) fir) dr
B B v
> > e
=Df Qe , ) f) & =)
olur. Bu ise sag-yanh denklemin ¢8ziimiiniin gene
vt b - -
Y= f Gir, 1) f0) dr (X.2.16)

geklinde oldufunu gdstermektedir,



368 Fizikte Matematik Metotlar

Kompleks bir fonksiyon uzayr géz Oniine alindifinda eger aym

- -
stnir gartlarini tahkik eden keyfi iki u(r) ve vir) fonksiyonu igin

f [u{l) V)* —u*D 'u] dr=0 (X.2.17)

ise D operatoriine hermitscl denildigini Onceden goérmiigtiik. Bu gart-
lar altinda

> > > >
G¥r,r)=Q",r) (X.2.18)
oldugu ve (X.2,14) yerine
-_—
f $*f dr=0, (X.2,19)
(X.2.15) yerine de
> > > > o~ >
D Gr , #)=8(r—r") — 2 3.6 9, @ (X.2.20)
Y

yazmak gerektigi kolayhkla tahkik olunur.

(X.3) DIK SERILERE ACILIMLAR.
Simdi L ile hermitsel bir diferansiyel operatir gisterelim ve

- - -
L y(r) —Mi(r)=f(r) (X.3.1)

sag - yanli denklemini nazar -1 itibara alalim. L operatdriine tekaabiil
eden Gzdeger problemi de

> >
L ®.(r)= Ay Pu(7) (X.3.2)

.—}
olsun. @,(r) dzfonksiyonlarimn tamm boigesinin, (X.3.1) i tahkik eden
—*
J(r) fonksiyonunun tamm bblgesinin ayn: oldugu ve aym simr gartla-
—_ —_
rim gerceklediklerini kabul edersek gerek {(r) ve gerekse fir) yi dik

_)
Etpn(r)g fonksiyonlar: cinsinden seriye agmak miimkiin olur.

e
%Cpn(r)s ler normalize edilmemiglerse, v normalizasyon carpant

olmalk lizere
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N
f Pulr) Ou(r) dr="r8ps (X.8.3)
yazllacaktir. B
Su hélde
> ~>
Y(r)== 2 a, (7} (X.3.4)
n
—> >
fir= z fn Pu(r) (X.3.5)
yazilabilecek ve buradaki f, katsayiar: da
> > >
fnZ%“ f P.¥r) f(r) dr= %- (@, f) (X.3.6)
B

bagintilariyla belirlenecektir. (X.3.4) ve (X.3.5) i (X.3.1) e yerlegtirmek

stiretiyle
Z Co(M~—A) q’ni—;}: z fa cpn(:)

"
ve buradan da

> -
fo. _lo0), 1600 1 f > =y >
kT 10 e J MO ar 3D

cn=

.—-}
bulunur. Su hélde (X.3.1) in ¢Oztimii olan J(r} fonksiyonu (X.3.4) ve
(L.8.7) ye gore

¥ > P.r) ® ,;(".} fa'} d““: (X.3.8)
= Z YN i ’ o
2 B
veya
> > 047 O
Gir )= Z o (X.3.9)
vazederek i
- e - s
J{r)= f Gir,r') (') dr’ (X.3.10)

B

olur. Boylece goz Ontine aldifimiz héle tekaabiill GREEN fonksiyonunu
tesbit etmig olmaktayiz.
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