DIFERANSIYEL DENKLEMLER
2008-2009 Giiz Donemi
Diferansiyel Denklemlerin Simiflandirilmasi

Bir¢ok miihendislik, fizik ve sosyal kokenli problemler matematik terimleri ile ifade
edildigi zaman bu problemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya daha yiiksek
mertebeden tlirevlerini iceren bir denklemi saglayan fonksiyonun bulunmasi problemine
doniisiir. Bu mantikla olusturulmus denklemlere ‘Diferansiyel Denklemler’ denir. Buna
ornek olarak F= ma newton kanunu verilebilir.

Eger u(t), F kuvveti altinda m kiitleli bir par¢acigin t anindaki konumu veren bir
fonksiyon ise

2
md zl =F{t,u,d—u}
dt dt

Burada F kuvveti t,u,du/dt hizinin bir fonksiyonudur.
Adi ve Kismi Diferansiyel Denklemler

t bagimsiz degiskeni, bilinmeyen y=f(t) fonksiyonu ve bu.fonksiyonun y", y" ......... y
tiirevleri arasindaki bir bagintiya ‘diferansiyel denklem denir. Bu denklem

F(t, ¥, s V" eereenns y™)=0
seklinde gosterilir.
y=f(t) fonksiyonu tek degiskenli bir fonksiyon ise denkleme ‘adi diferansiyel’ denklem
ismi verilir. Bilinmeyen y=f(t) fonksiyonu birden fazla degiskene bagl ise tiirevlerine

kismi tiirev , denkleme ise kismi diferansiyel denklem ya da kismi tiirevli denklem
denir.

dy .

——y=sInx 1
dx Y

T2 P = 0x.y) 2
Ox0y Y ox Y

denklemlerinden 1 nolu denklem adi dif. Denklem, 2 nolu denklem ise kismi
diferansiyel denkleme 6rnek olarak verilebilir. Adi diferansiyel denklemlere kisaca
diferansiyel denklem denir.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 1



Diferansiyel denklemin mertebesi ve derecesi

Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde var olan yiiksek mertebeli tiirevin
mertebesidir. En yiiksek mertebeli tlirevin iissii denklemin derecesidir.

2y"-4y"-6y=0 ikinci mertebeden
y'-6y=0 birinci mertebeden diferansiyel denklemlerdir.

Genel halde F[t,u(t), u (t),u (¢),.......u"(t)]=0 denklemi n. mertebeden adi diferansiyel
denklemdir. u(t) yerine y koyarsak

F(t,y, 'y} eveeenne y™)=0
olur.

Ornegin
ym +26ty" +yyl :t4 (1)

diferansiyel denklemi y=u(t) i¢in 3. mertebeden bir diferansiyel denklemdir. Verilen bir
adi diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in en yiiksek mertebeli tiirevden yararlanilir.

V=1ty, ', Ve y ) ?2)
Coziim:
(2) nolu adi diferansiyel denklemin a<t<f.araligindaki ¢oziimii ¢ dir ve tiirevleri ¢ ,
¢ ... & @ vardir

¢ V(O=£It, 90, F(D)eennnn. $" (D] (3)
(3) lin a<t<P araligindaki her t icin saglandig1 kabul edilmektedir.

Dogrudan yerine koyma. metodu ile y,(t)=cost ve y,(t)=sint fonksiyonlar1 y" +y=0

diferansiyel denkleminin ¢6zlimleridir(¢oziimlerin tlirevleri alinip dif. denklemde
yerlerine’kondugunda diferansiyel denklemi saglamalar1 gerekir.)

y1=(C0st’)’=-sint (sint’)’Z-cost cost-cost=0
y>=(sint) =cost cost =-sint -sint+sint=0

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri

Bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan her y=f{(t) fonksiyonuna diferansiyel
denklemin ¢éziimii veya integrali denir. Bir diferansiyel denklemi ¢6zmek demek,
tiirevleri ile birlikte verilen diferansiyel denklemde yerlerine konuldugu zaman,
denklemi 6zdes olarak saglayan biitiin fonksiyonlar1 bulmak demektir. Diferansiyel
denklemlerin ¢6zlimii genel, 6zel ve tekil olmak iizere ii¢ tiirdiir.

n. mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, sayica daha asagi
diisiiriilemeyen n tane keyfi sabiti igerir. Ozel ¢oziimler, genel ¢oziimlerden sozii edilen
sabitlere 6zel degerler vermek suretiyle elde edilir. Bunlardan baska bazi diferansiyel
enklemlerin, bu denklemi saglayan, fakat genel ¢6ziimlerden bulunamayan bir veya
birkag ¢oziimii olabilir ki bu ¢oziimlere tekil ¢éziimler denir.
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Lineer ve Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemler

Diferansiyel denklemlerin bir diger siniflandirmasi lineer ve lineer olmamalarina gore
yapilabilir. Eger F(t, ¥,y V" ceveeeees y™)=0 adi diferansiyel denkleminde F fonksiyonu

Y, V' Y y™ degiskenlerinin lineer bir fonksiyonu ise F(t, ¥, 3, )" ceereerne y™M)=0

denklemine lineerdir denir. Boylece n. mertebeden en genel lineer adi diferansiyel
denklem ag(t)# 0 kosulu ile

ao()y a1 ()y " e, +an(t)y=g(t) 4

dir. (4) formunda olmayan denkleme ise ‘lineer olmayan diferansiyel denklem’ denir.
(Ornek: (1) nolu denklem). (1) de non- lineerliligi y " terimi yapar.

ao(t)(y™)> 5 varsa non-lineer yalnizca 1 varsa lineerdir.

Dogrultu Alam

Diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin geometrik olarak yorumlanmasina
y'=dy/dt= f(t,y) 5

seklindeki 1. mertebeden diferansiyel denklem yardimer olur. Bu denklemin ¢oziimii
y= ¢(t) seklinde oldugundan , ¢6ziimiin geometrik yorumu ,bu fonksiyonun grafigi ile
olur. Geometrik olarak (5) denklemi, keyfi bir(t,y) noktasinda ,¢coziimiin dy/dt egimi
f(t,y) ile verildigini ifade eder. Bunu (t,y) noktasindan gecen egimi f(t,y) olacak sekilde
kisa bir dogru parcasi ¢izerek gosterebiliriz. Bu sekilde ¢izilmis tiim dogru pargalarina
(5) denkleminin dogrultu alam denir.

Dogrultu alani kisaca t-y diizleminde ele-alinan noktalarda ¢izilen dogru pargalarinin
toplulugundan olusur.

Ornek

y'=dy/dt=(3-y)/2" denkleminin dogrultu alanini gosteriniz
Burada f(t,y) sadece y ye baghdir y’= f(t,y)=f(y) (t=0)

y<3 i¢in dy/dt>0 dy/dt (+) egim artar, tiirev yukar1 dogru

y>3 i¢in dy/dt<0 dy/dt (-) egim azalr, tiirev asag1 dogrudur
y=3 i¢in, dy/dt=0
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BOLUM 2
1. Mertebeden Diferansiyel Denklemler
Birinci mertebeden her diferansiyel denklem
F(t,y, y')=0
veya
M(t,y)dt + N(t,y)dy =0

seklindedir. Bu denklem y tiirevine gore ¢oziilebilirse
dy
i (t.y)

sekline girer. Burada f fonksiyonu iki degiskene baglhdir. Eger (1) deki/1.fonksiyonun y
degiskeni lineer olarak bulunabiliyorsa verilen denklem

d

o pny =) 2
seklinde yazilabilir. Bu denkleme ‘1.mertebeden lineer diferansiyel denklem’ denir
Diferansiyel denklemi saglayan ve c keyfi sabitine bagh

y=@(t,c)

seklindeki bir fonksiyona birinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii denir.
y=0(t,c) genel ¢dziimiinde c=c, konursa elde edilecek her

¥y= o(t,co)
fonksiyonuna/ozel ¢6ziim denir.
Ornek

y'=dy/dt=-(y-3)/2 denkleminin ¢dziimiinii bulunuz. Ayrica bu ¢6ziimlerden (0,2)
noktasindan gecenini grafikle belirtiniz.

dy/(y-3)=-1/2dt (u=y-3 du=dy [du/u=In[ul=In|y-3| )
[ dy/(y-3)=-] 1/2dt
Lal (y-3) ==(1/2)t+Inc (y-3)/c=e" 12" y=3+ ce "

(0,2) noktasindan gecen ¢dziim eksenini bulmak i¢in t=0ve y=2 (y=3+ ce""®") de yerine
konursa c=-1 bulunur.

y=3-¢"? ¢6ziimii (0,2) noktasindan gegen egridir.
(t=0 i¢in y=2; t=11i¢in y=2.4; t=-1icin y=1.4 t—o0 i¢in y=3)

c=1 i¢in y=3+e't/ (=0 i¢in y=4; t=11i¢in y=3.6; t=-1igin y=4.6 t—c0 icin y=3)

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 4



t—o0 igin tiim ¢ozlimler y= 3 ¢ yaklagir.
Integral Carpam
Burada amag )’ +p(t)y=g(t) diferansiyel denklemini uygun bir integrasyon ¢arpant i(t) ile

carpmak sureti ile integrali alinabilir duruma getirmektir. p(t) belli degil, p(t) ile denklemin her
iki tarafi ¢arpilirsa;

w(t) ¥ FrOp(ty=p(Hg(t) 3
(3) nolu denklemin sol yanim bir fonksiyonun tiirevi olarak tanimlamak istersek, p(t)
M (O=p(t) p(t) 4

kosulunu saglamak zorundadir. p(t)’nin«(+) oldugunu kabul edersek (4) ten
, d
# () p®=p(t) veya ELnﬂ(t) = p(1)

olur. Her iki tarafin integrali alinarak
Inp(ty=lp(t)dt-+k
keyfi sabit k=0 segilirse Integrasyon garpani
iey= e/ 5

yardimiyla hesaplanir. Bulunan p(t) , ' (t)=p(t) u(t) kosulunu sagladigindan (3) denklemi

[ty 1=p(0)g(t) 6

olur. (6) nolu esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

wOy=/uog(t)dt+ec.

Genel ¢6ziim ise

_ Juwgwyr +c .
ygenel ,u(t)
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esitligi yardimiyla bulunur. (7) denkleminde c keyfi bir sabit oldugundan bu ifade egrilerin
sonsuz bir ailesine kars1 gelir. Bunlara genelde integral egrileri olarak isimlendirilir.

Diferansiyel denklemin ¢dziimii olan ve Integral egrileri olarak isimlendirilen egriler dogrultu
alanmin dogrularma tegettir.( Kisaca y'=f(t,y) denkleminin F(t,y)=c formunda ifade

edebilecegimiz integral egrileri, dogrultu alaninin dogrularina teget olacaktir.)

Eger bu egrilerden birini yani bir (t,yo) noktasindan gecenini ararsak, y(ty)=y, baslangi¢ kosulu
verilmelidir. ' +p(t)y=g(t) seklinde verilmis 1. Mertebeden diferansiyel denklemle y(to)=yo
baslangic¢ kosulu da verilirse bu probleme ‘baslangi¢ deger problemi ‘denir

Ornek

y' -y/2=¢" y(0)=-1 baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinii bulunuz.

¥ +p(t)y=g(t) seklinde p(t)=-1/2 g(t)=¢"
integrasyon ¢arpani

[p(tydt

wty=e den u(t)=ef(-l/2)dt=e-t/2

(O ] =n(t)g(®) (O @"y) ="
integral alinarak
ety =273 ¢3¢

Yeene= -2/3 €'+c e

c=0 ise y=-2/3 ¢, (x=0—>y=-2/3; x=1->y=-1/4; x—> i¢in y=0)
c=1 ise y=-2/3 e*+e 7 (x=0—y=1/3; x=1—>y~-1.4; x—00 i¢in y=0)
c=-1ise =2/3e"-e" (x=0—y=-5/3; x—>0 i¢in y=-o0)

ile integral egrileti ¢izilir.

Diferansiyel'denklemin ¢oziimii olan ve Integral egrileri olarak isimlendirilen egriler
dogrultu alaninin dogrularina tegettir.

y(0)=-1 t=0,y=-1 i¢in -1=-2/3+c c¢=-1/3 bulunur. verilen baslangi¢ deger
probleminin ¢6ziimii

y=-2/3 ¢'-1/3 "

olur. y'-y/2=e¢™ nin ¢oziimii sekilde kalim ¢izgi ile ¢izilmistir.
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C

1
-1/3
-2/3
(0,-1) -1
_5/3‘\ y’-y/2=¢" nin ¢dziimii
Odev: \
' < I 1 p
1) y'+2ty=t, y(0)=0 baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz (yZE —Ee )

;2
2) y'H2y= te! y(1)=0 baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimiinii bulunuz (y=5e_2t +e )

Teorem 2.2.1

y' +p(t)y=g(t) diferansiyel denkleminde p(t) ve g(t) fonksiyonlart t=t, noktasini igeren
iceren bir I: o<t<P ag¢ik aralig1 lizerinde siirekli ise bu takdirde bir t & I igin y(to)=yo
baslangi¢ kosulunu ve y'+p(t)y=g(t) diferansiyel denklemini saglayan bir y=¢(t)
fonksiyonu vardir.

Ornek:
ty' +2y=4t>- y(1)=2 baslangi¢ degerproblemini ¢oziiniiz.( pt)=t y=t’+c/t’)
y(1)=2 i¢in c=1 y=t’+1/t* t>0

DEGISKENLERE AYRILABILIRIIPFE DIFERANSIYEL DENKLEMLER
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0

(t=x degiskeni icin M(t,y)dt+N(t,y)dy=0)

seklindeki bir diferansiyel denklem

f(x)dx +o(y) dy=0

sekline doniistiirtilebiliyorsa ‘degiskenlere ayrilabilir tipte diferansiyel denklem’ adin1 alir.
f(x)dx +@(y) dy=0 denkleminin her terimi yalmz bir degisken ve bu degiskenin
diferansiyelini icerdiginden terim terim integral alinabilir. Bu durumda

[ £Godx+ [p()dy =c

F(x) + ¢(y)=c
¢oziimii elde edilir.
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ORNEK 1:

y'=y*? diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz. ¢=0 icin 6zel ¢oziimii
bulunuz.

COzZUM:
dy/dx=y**
dy/ y** =dx

) dy/ yZ/ 3=[dx

y ¥ (-2/3+1)= x 3y =x+e;
Boylece genel ¢coziim y'?=1/3(x+c;) olarak elde edilir.

Ozel ¢oziim ¢,;=0 konularak y"*=x/3 olur.
ORNEK 2:

2) y'+ycosx= 0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:

Verilen diferansiyel denklemin her iki tarafin1 'dx ile carpip y ye bolersek
dy/y +cosxdx=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin integrali alinarak istenen genel ¢6ziime

ulasilir.

Lny +sinx = Inc Lny-Lnc = -sinx
Ln(y/c) =-sinx y/e =¢*™
y=c e-sinx
elde edilir.
Odev: I- dy/dx =(x-1)/y =0 y=+x* =2x+2c
2-dy+ytanxdx=0 y=C COSX

HOMIOJEN/TIPTE DIFERANSIYEL DENKLEMLER

M(x,y) i¢in a skaler olmak iizere M(ax,ay)=a" M(x,y) bu fonksiyona “‘r inci dereceden
homojen bir fonksiyondur’’ denir.

Eger M(x,y) ile N(x,y) ayn1t mertebeden homojen fonksiyonlarsa buna ‘‘homojen 1.
mertebeden diferansiyel denklem ’’denir. y=vx doniisiimii bu denklemi degiskenlere
ayrilabilir hale getirir.

Eger dy/dx=y'=f(x,y) seklindeki bir diferansiyel denklemde f fonksiyonu sadece x’e

veya sadece y’e degil de, onlarin x/y veya y/x oranlarina bagli ise bu diferansiyel
denklem homojendir denir ve
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dy _ oy
L ~FE) (1)

seklinde tammmlanir. Asagidaki ornekleri incelersek:

2
2
Y _y 2y +2 Vo222 homojen
dx X X X

)

2)Q=lnx Iny+ +y=lnl+m homojen
dx xX—=y Yy o 1-(y/x)
X
3
3)Q = Lﬁ”:y(l)z +22 homojen degil
dx X X X
NOT:

Verilen diferansiyel denklemin homojen olup olmadigi asagidaki gibi bir yolla da
arastirilabilir (y=tx yazilarak)

d
A o) = £ (1,0)
dx
Bunu
dy y +2xy . . , .
o = = diferansiyel denklemine uygularsak yani (y=tx yazalim)

fx t)_(tx) —;2x(tx) t°x +22xt:x (t 2+21‘) t? +2t—f(1 )

X X

oldugundan homojendir.

—=Inx-Iny+—— Xty lni + 1+ /x) =In(1/t)+(1+t)/(1-t)=f(1,t)
dx xX—y Yy 1-(y/x)

X
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Ornek:

(x2-3y2)dx + 2xydy=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:
y=VX dy=vdx+xdv verilen denklemde yerlerine konularak
(X2-3V2X2)dX+2X vx( vdx+xdv)=0 X2(1-3V2)dX+2V2 Xdx+2x’vdv 1/x* ile ¢arp
dx[(1-3v?)+2v*]+dv2xv=0 dx(1-v)+2vxdv=0 dx(1-v’)=-2vxdv

dx 2v 2

—= —I ——dv  u=1-v" du=-2vdv dv=-du/2v

X I-v
Inx=In(1-v*)+c v=y/x konursa

Inx=In(1-(y*/x}))+c
Inx-In(1-(y*/x%))=c e=In(x*/( x’- y%)

eC= X3/( XZ_ yZ)

Ornek 2:

2xy+3y*  dy @ "

== y(1)=1"i¢in 6zel ¢éziimii bulunuz.
2xy+x dx

( c=In(x’/(xy+y?)), e=x/(xyty?) c=In(1/2))
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1.MERTEBEDEN LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

(Homojen ¢6ziim, ikinci tarafli denklemin ¢oziimii)

y' +p(x)y=g(x)

seklindeki denkleme ‘birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem’ denir. g(x)=0 ise
lineer 1.mertebeden homojen denklem denir. Bu takdirde denklem degiskenlere
ayrilabilir tipte olur. Once

dy/dx+p(x)y=0  homojen ¢6ziim bulunur.

[dy/y=- Ip(x)dx

lny = .[p(X)dX—i_lnC y=ce 'Ip(X)dX

bulunur. Bu ifadenin ikinci tarafli denklemin ¢éziimii olabilmesi igin, ¢ nin nasil bir u(x)
fonksiyonu olmasi gerektigini aragtiralim. Bunun i¢in de ¢=0(X) olduguna gore

y= u(x) e TP 5 ikinci taraflt denklemi saglama sartin1 yazalim Buradan
y'=p(x) u(x) e Toodx 1 o 0 gy /ax elde edili

¥y +p(x)y=g(x) de y ve ' yerlerine konularak genel ¢oziim elde edilir.

P(x) }(xfe AR du/dx+p(9/c(x)e Tb=g(x)
du/dx = g(x) e Jpeax
u=/ g(x) e P gy te,

u nun bu'degeri.. y=ue Toeodx g yerine konursa ikinci tarafli denklemin

genel ¢coziimii olarak
y= e PON[ g(x) e PN gyt

elde edilir. (Bkz: Boliim 2 (7) no lu esitlikle aynidir.)
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ORNEK
y' +y=3 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz
Coztim:
Once y'+y=0 ile homojen ¢dziim elde edilir, yani
y'+y=0 esitlenerek
dy/dx=-y dy/y=-dx

Iny=-x+c

Iny-Inc=-x

In(y/c)= -x y/c =e™
y=ce™

ile homojen ¢dziim elde edilir. Ozel ¢6ziim i¢in c=u(x) ile verilen denkleme bagli olarak

tiirev alinarak yerlerine konur, yani

y'=u'(x) e -ux)e™ ve y=u(x) e™ ifadeleri verilen /y’+y=3 esitliginde yerlerine

konularak
' (x) ™ - Wk)e™ %) e*=3 i (x) e =3 elde edilir
u’(x)=du/dx fle
du/dx e™ =3 yazilarak
du/dx =3 e*
du=3 e dx
u=3 e*+¢;

elde edilir, bulunan bu deger (u) homojen ¢6ziim sonucu bulunan y=u e™ esitliginde

yerine konularak ikinci tarafli denklemin genel ¢6ziimii elde edilir.
genel ¢oziim:

y=(3.e"+¢;)* e™ y=3+c1 e olur
odev:

ds/d6=3s+7  s(0)=15 6zel ¢ozlimii bulunuz.
sonu¢=s=[c; ¢’*-7/3]
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X’Inx y +xy=1 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
coztim.
Denklem

dy y 1
—+ = 1
dx xInx x*lnx @

seklinde yazilirsa lineer ve ikinci tarafl bir denklem haline gelir. Once homojen ¢oziim

yapilir, yani

Q + L — O
dx xInx
L4 + dx =0 hatirlatma: J. = In(In ax)
y  xlnx xInax
Iny+in(Inx)=Inc
In(ylnx)=Inc yinx=c y=c/lnx

homojen ¢éziim bulunur. Ikinci tarafli denklemiin ¢oziimii icin y=c(x)/Inx den ¢ ve x e

gore tiirev alinarak y ve y’ niin karsiliklar

y=c/Inx
y’=c () Inx-¢(x)/x(In’x) (1) de yerlerine konulursa,
c’(x)/lnx—c(x)?c(lgzx)+c(x) (In°x)=1/x"Inx

elde edilir.

c)/Inx=1/Inx. ¢’(x)=1/x’ de/dx=1/x" ile
de=(1/x")dx

Sde =f1/x")dx c=-1/x+c;

elde edilir ¢ nin bu degeri homojen ¢oziim sonunda bulunan( y=c/Inx) de yerine

konularak ikinci tarafli denklemin ¢oziimiine ulagilir

y=(-1/x+cy)lnx

fin(inx)dx

veya (Integral carpam p(x)=e =Inx yardimiyla da coziiliir)
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(a;x+b,y+c¢;)dx+(ax+b,y+¢,)dy=0 tipindeki diferansiyel denklemler

c1= ¢,=0 ise denklem homogen tipde bir denklem olur. c¢;ve c; nin her ikisinin de sifir
olmadiklarimi kabul edelim. Bu durumda denklemde

x=x;+th, y=y,tk
doniistiirmelerini yapalim. Bu halde
dx=dx, dy=dy;
olarak denklem
(a;xy+byys+ ajh+b;k+c¢q)dx;+H(axy+b,y; + ah+b; k +¢,)dy,=0
seklini alir. Simdi de h ve k y1
a;h+bk+c,=0

a2h+b2 k+02=0
segersek,denklem

(alx1+b1y1)dx1+(azx1+b2y1)dy1=0
seklini alir ki bu da homogen tipte bir denklemdir.

Not: Eger ab,-a,b;=0 ise x=x;+h , y=y;+k doniistiirmesini yapamayiz.
Bu durumda

a,b,=a,b; a,/a; =b,/b;=m ve a,=m a;, b,=mb, olarak diferansiyel
denklem

[(aix+byy)+e Jdx+[m(a;x+byy )+c;]dy=0

seklini alir. Burada a;x+b;y =u doniisiimii yapilirsa denklem,
degiskenlere ayrilabilen tipte bir denklem haline gelir.

ORNEK
1) dy/dx= (x-y+1)/ (x+y-3) denklemini ¢6ziiniiz.
x=x;+h dx=dx; (a;b;-a,b1#0, 1*1-(-1)1=220)

y=y;+k dy=dy; (xq +h- y;-k+1)dx;-( x; +h+ y;+k-3)dy;=0

h-k+1=0
-h-k+3=0 -2k=-4, k=2, h=1,
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h=x-x; x=x;+1
k=y-y1 y=yi1t2

(x1-y1)dx;-(x1+y;)dy;=0 homojen tipte diferansiyel denklem
YI=VXg dy=vdx;+x;dv

(x1- vXp)dx-(X1+vXy)(vdx;+x;dv)=0

dx[( xi- vxi- vxg-vix) [+ V] (- x4 2-vx,?)]=0

xdx;[( 1-v- v-v?)]+x,2dV[(- 1-v)]=0 /1/x,’ ile ¢carpalim

%_'_ av(-1-v)

. = u=-v>-2v+1 du=-2v-2 dv
X (=" =2v+])

dv=du/2(-1-v)

lnxl+%ln(—v2 —2v+1l)=c=Inc

v=y,/xq idi v=(y-2)/(x-1) idi

2 =2 2(y-2)
R A I

+1)=c’

2) (x-y-1)dx +(x+4y-1)dy=0 denklemini ¢o6ziiniiz.

3) (2y-4x-1)dx-(y-2x+1)dy=0 denklemini ¢oziiniiz
(a1b2=4, a2b1=4, az/al=b2/b1=—1/2 211:-2212 . b1:-2b2 )
(2(-2x+y)-1)dx~(-2x+y+1)dy=0

dy _du_ dy_du

-2x+y=u doniigiimii ile ve -2+ =
dx dx dx dx

Qu-Ddxs@@)dy=0  (2u-1)dx=(u+1)dy % Jdu 2]
X

dx u+l1

a’u=2u—1_2 du 3

Jw+tDdu=-3Jdx  u*/2+u=-3x+c

E u+1 ’ E B u+1
u’ +2u 2 _

5= 3x+c u+2u=-6x+2¢
u=-2x+y idi

(-2x+y) +2(-2x+y)=-6x+2¢
Vo-4xy+H4x>+2y-4x+6x=2c¢ VP-Axy+H4x>+2y+2x=2c
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BERNOULLI DIFERANSIYEL DENKLEMI
p(x), g(x) x in siirekli fonksiyonlar1 ve n#0 , n#1 olarak
y'+ pX)y = gx)y"
seklindeki denkleme ‘Bernoulli diferansiyel denklemi’ denir. Bu denklemi

¢ozmek icin u=y'™ degisken doniistiirmesi yapilarak u yu bilinmeyen kabul
eden bir lineer diferansiyel denkleme ulagilir.

Ornek:

1- y+y=y’"  bernoulli diferansiyel denklemini ¢oziiniiz:

u=y'™ degisken déniistiirmesi ile u=y'’=y’'=1/y olur

du__ -
dx 4 dx
olarak dy/dx ¢ekilerek
. dy > du . . . .
y ==y verilen diferansiyel denklemde yerlerine konursa
X X

_2%4_ _ Zex
ydx Y=y

olur. Burada esitligin her ikitarafini (-1/y?) ile garparsak yani
A= 2y 2y
dx

du_1_ o u=1/y idi
dx y

du _ u=—¢" lineer diferansiyel denklem elde edilir

once u-u=0 homojen ¢6ziim elde edilir,

@:u @=Idx
dx u

Inu=x+Inc¢ , Inu-lnc=x In(u/c)=x

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 16



X

u/c=e* u=ce

homojen ¢6ziim elde edilir. (u=c(x)e") ile verilen denkleme bagli olarak

du u = —e*) turev alinarak verlerine konur
dx Y

u=c(x)e’
u= ¢(x)e"+c (x)e*

c}/()e"+c’ (x)e*- c(}(fex=-ex ¢ (x)=-1 dc/dx=-1 dc=-dx
C=-X1¢C4

bulunan sabitin (¢ nin) degeri homojen ¢6ziim sonucunda elde edilen

esitlikte (u=ce”) yerine konularak ikinci tarafli denklemin genel ¢oziimii

(u=1/y konularak ) y ye bagl olarak elde edilir.

u=(-x+c;)e" u=-xe*tc;e" 1/y=-xe*+cje"

ODEV

Asagida verilen bernoulli dif denklemlerini ¢oziiniiz.
1- y'-y=xy’ (1/y=1-x+¢;e™)

2- xdy+ydx=x"y’dx (1/y=-5%"12+¢,x°)

3- yy'-xp'tx=0 (V=1+cie™)

4- (2xy°-y)dx+2xdy=0 (3x’=(4x’+c;)y?)

5- 4y +ysinx=y sinx (y=1+ce*)"

2

xy-dy/dx=y’ e - diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
V' +p(x)y=g(x)y" bernoulli  (nz0n=l)
Coziim:

u=y"" degisken diniisiimii ile u=y” olur.
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du s d d 1 du
— =2y 34y @ _ y3—
dx dx dx 27 dx

yerine konur.

1 2 - .
xp+— y3@= yle™ / -2y3 ile carpalim
27 dx
-2x du 2 1
———=-2 —>—=u
yooodx y

2xu + % =2¢" (1) 1.mertebeden lineer dif. denklem elde edilir.
X

Once

2xu + Z—” =0 ile homojen ¢oziim bulunur.
X

du =—2xu
dx

-2xdx=du/u -2 fedx=/du/u
-xX*+Inc=Inu
Inu-Inc=-x’

2

In(u/c)=-x" wle=¢"

XZ

u=c¢ (2)
bulunur.
Ikinci tarafli denklemin ¢oziimii icin ¢ nin nasil bir c¢(x) fonksiyonu
olmasi gerektigini arastiralim.( yani c=c(x) koyalim). Bu durumda
homojen ¢oziim sonucu bulunan ifadede ( u=c(x) e ) tiirevler alinarak

(1) de yerlerine konur.

2

u=c(x)¢
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! dc 2 _x2
du/dx= " :ae —2xc(x)e

ﬁe_’“2 - 2xc(/x)/e_x2 + 2}//(x)e_’62 =2e™"
dx

dc —x? _2 -Xx
Ee =€ dc=2dx

c=2x+c; 3)
(3) nolu ifade (2) de yerine konulursa
u=(2x+cy) e
elde edilir. y ye bagl ¢oziim icin u=y” idi

1’=(2x+cy) €

elde edilir.

ny

yy+ p(x) = g(x)e (n=0) tipindeki diferansiyel denklemler

Diferansiyel denklemin her iki tarafi €™ carpilir, denklem
¢™y+e™ p(x) = g(x) *
formunu alir: Burada u= e degisken doniisiimii yapilir ve

u =—ne "V

y' oldugu gozoniine almip (**) da yerine konursa

L pu=g(x) veya u —np(x)u=-ng(x) bulunur. u ya gore
—n

1.mertebeden diferansiyel denklem elde edilir.
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Ornek:

1 2y qs . c e e e
y'=—=1xe” diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
X

y+p(x) =g(x)e™  tipi (n=0) verilen diferansiyel denklemi e *¥=¢®

ile carpalim

eZyy,_eZyl:x *
X
olur. Burada u= ¢* degisken doniisiimii yapilarak tiirev alir

2 .
uw’=2 ey’ ve (*)da yerine konursa

u' 1
——u—=x
2 X
veya
2 ek
u —=u=2x bulunur
X

(w+p(x)u=g(x)) tipi 1.mert. lineer dif. denklem)

Integrasyon carpam

=

-2
u(x)=e Jpax = = o I =y 2y

bulunur. [pxul=u(x)g(x) de yerine konur ve integral alinarak
[ x2u 1= 2x!

x?u= 2Inx+c u=2x’Inx+ex>

u=e” idi  genel ¢oziim

e2=2x’Inx+cx’
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TAM DIFERANSIYEL DENKLEMLER
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1

M _av
dy  Ox

bagitisini sagliyorsa bu denkleme ‘tam diferansiyel denklem’ denir.

M(x,y) nin x e gore integrali alimir
N(x,y) nin y e gore integrali alimir ve F’e esitlenir yani

oF oF
—=M(x,y) —=N(x,y)
ox oy

dF= or dx + or dy
ox oY

dF=0 F=c ile bulunan sonuglar ,ortak ifadeler bir kez ve ortak olmayanlar

alinarak c’ye esitlenir.
Ornek 1:
3x’dx +2xydx+x’dy=0 diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.

(3x*+2xy)dx+ x*dy=0

M(x,y)= (3x*+2xy) N(x,y)= x’
M _ON  ox=0x Tam Diferansiyel
oy Ox
oF _ _a2 — 312 oo e
Pl M(x,y)=3x"+2xy F=x"+x"y+g(¥) x’e gore integral
X
0
oF 2 2 o e .
5 =N(x,y)=x F=x"y+m(x) y’e gore integral
Y
m(x)= X e esit olmahdir
— 32 _ - W32
F=x+xy dF=0 Genel ¢oziim: ¢c=X"+Xy
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Odev:
1) (x*+y’+x)dx+2xydy=0 diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

Sonuc: c=xy2+(x2/2)+(x3/3)

2) (1+e**)dp+2p ¢*°d0=0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

genel ¢oziim c=p e29+p

TAM DIFERANSIYEL VE INTEGRASYON CARPANLART
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0
denklemindeki M(x,y), N(x,y) fonksiyonlar1

M, oN
gy  Ox
ise verilen diferansiyel denklem tam difetansiyel denklem degildir
Tam diferansiyel olmayan birddenklemi integrasyon carpani p(x,y)
kullanarak ¢ozebiliriz.(belirlenen integrasyon garpani ile verilen
diferansiyel denklem carpilarak tam diferansiyel denklem bi¢imine getirilir
ve denklem ¢oziiliir.)

R(XY) M(%y)dx+(X,y) N(x,y)dy=0

o, M) _ 0(u,N)
oy ox
x’e baglrintegrasyon carpani (l(x)):

J. M,~N,

811’1“/8)( :( My- NX) /N(X,Y) Veya ,U(X) —e (N(x,y) )dx

y’e bagli integrasyon ¢arpani(u(y)):

dnyoy ~(Ny - M)/ M(xy) veya u(=¢ "

esitlikleri yardimiyla bulunabilir.

(N, —M ) /(xM(x,y)—yN(x,y)) = R,
(M, =N )/(yN(x,y)—xM(x,y)) =R,

xy ye bagli integrasyon ¢arpanlari(u(x,y))
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ORNEK 1:

(y+xy?)dx- xdy=0 denklemini ¢oziiniiz.

M(x,y)= (y+xy’)

N (x,y)= - X olup
oM =1+2xy, N =-1
oy ox
M LN tam dif.degil.
oy  Ox

y’e bagl integrasyon ¢arpant:

olnp/0y =( N - My) /'M

yardimiyla
Olnp/oy = -1-1-2xy / y(1+xy) =-2/y elde edilir
ile integral alinarak
Jdinu=J-2/y dy Inp=-2lny p=y~

integrasyon garpani = 1/y elde edilir, verilen dif denklemle ¢arpilarak

QW M(x,y)dx+p N(x,y)dy=0

tam diferansiyel denklem sekline doniisiir.

(l%rxjdx—izdy =0
y Y

a(ﬂaM) — 8(IuaN) :_1/y2
oy ox
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oF _ M(x,y)= (1 - xJ F=x/y +x°/2+g(y) x’e gore integral
ox y A

0
oF 2 e
5 = N(x,y)=-xly F= x/y+m(x) y’ye gore integral
m(x)= x°/2 olmalidir
F=x/y +x°/2 dF=0 Genel ¢oziim: _c= x/y +x°/2

Ornek 2:

2
Bx+ g)a’x + (x_ + 3Z)dy =0 xy’ e bagh integrasyon ¢arpani kullanarak ¢o6ziiniiz.
y y X

M(xy)= Gx+2)
y

2

N (xy)= (—+3%) olup
y X
oM __ 6 ON_2x 3y
oy ¥ ox yox
M N tam dif.degil.
oy~ Ox

xy’e baglh integrasyon carpani:

(M, ~N)/(yN(x,y)-xM(x,y)) =R, = RS ile xy=u ile
xy

M,-N,

TeETew N P
ulx,y)=e INCa) =M () — plu nu

=e =Xy

2
xy(Gr+ Ode+ C=+32)dy=0)  Tam diferansiyel denklem (3x°=3x)
y y o x

Xy+3x*+y =c
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M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 denklem homojen ise

1
p= seklinde bir integrasyon ¢arpani olup olmadigina bakalim. ve denklemi p
XM (x,y)+ yN(x, y)
ile ¢arpalim.
M N
dx + dy =0 tam diferansiyel olma sarti

xM + yN xM + yN

N

—(——) = ———) d.
oy xM+yN"  0Ox xM +yN

gerekli diizenlemeler yapilarsa

oM oM ON
N(x—+y—) M(x—x y—)

olur. Ote yandan homojenlikten Euler teoremine gore

xM, +yM, =mM(x,y)
xN,+yN, =mN(x,y)

olacagindan yukaridaki esitlik kendiliginden gergeklesir.Dolayisiyla homojen denklemler icin

|
xM (x,y)+ yN(x,y)

daima bir integrasyon ¢arpanidir.

vdy-(2y-x)dx=0 homojen oldugundan

1 , 1 1

= ile =
MG NG y) L 2 4y (x— )

1 1
dy — 2y—x)dx=0

Y s 7 (2y=x)
6F 1 oF

SQy-x) L
o (x-y) &y (x=y)
F= ln|x y| +g(»y) c=ln|x—y|+

-y xX=Yy
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CLAIRAUT DIFERANSIYEL DENKLEMI

__dy dy)
g _— + —_—
X dx (o( dx

seklindeki denkleme ‘clairaut denklemi’ denir. Clairaut denkleminin genel
¢Oziimii bu denklemdeki y'=dy/dx ler yerine bir ¢ keyfi sabiti koymak

suretiyle elde edilir. Yani genel ¢oziim:

Y gene= XCHQ(C)
dir.
ORNEK
y=xy +y-y? clairaut dif denklemini ¢oziiniiz.
¢oziim:genel ¢oziim
yge,,e1=xc+c-c2

dir. Tekil ¢oziim ise, genel ¢oziimiin c ye gore titrevini almak suretiyle elde edilecek
denklemde c yi ¢ekip yqener de yerine konmastyla elde edilir. c ye gore tiirev:

x+1-2¢=0 ile c=1/2(x+1)
y=x(/2x+1)+ 1/2(x+1)-( 1/2(x+1))’
y=1/4 (x+1)°

elde edilir.
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2.11 Varlik ve Teklik Teoremi

Ardisik Yaklasimlar Yontemi (Picard Yontemi)

y'= dy/dx=f(x,y) yo=Yy(xo) (1)

diferansiyel denkleminin x=X i¢in y=yjy , bir baska deyisle yo=y(x¢) baslangi¢ kosulunu
gergekleyen ¢oziimiinii bulmak i¢in baslangi¢ kosulunu da dikkate alarak(1) i xo dan x e
integre edelim:

[dy=[ F(x)dr = y=yo+ [ f(xp)dx @
Jar=] J

Amacimiz: X=X, 1i¢in y=y, baslangi¢ kosulunu ve (1) gercekleyen y fonksiyonunu
bulmaktir.

y=yo 1 olusturmaya ¢alisti§imiz ¢6ziim i¢in baslangi¢ noktasi olarak ele alalim ve bunu
(2) de yerine koyarak yaklagimin birinci adimini olusturalim:

Y=o+ [ S p,)d (3)

Buradan elde edilen y; degerini (2) de yerine koyarak yaklagimin ikinci adimin
olusturalim

Y=o + [/ (x,,)dx
devam ederek

Vs =Y+ [ fr,p;)dx

R

Yo=Y+ [ f(5,p,,)dx

X0

elde edilir ve ““Picard Yontemi’’ olarak bilinir.(Cevdet Cerit 1997)

Varlik ve teklik Teoremi:
f(x,y) ve fy(x,y) fonksiyonlar1 fy=df/dy

I:x-a <x<x,+a,y,-b<y<y,+b 4
ile belirlenen kapali bir I bolgesinde siirekli, dolayisiyla sinirli olsunlar, bir bagka

deyisle
x| <M 5
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£,y <N 6

esitsizliklerini ger¢ekleyen pozitif M ve N sayilar1 var olsun.
/= min(a,ij 7
M

Xo—1(x (x,+! 8

olmak tuzere

ile belirlenen bir aralikta

. d
== r(xy) 9
dx

diferansiyel denkleminin yo=y(Xo) baslangi¢ kosulunu gercekleyen bir ve yalniz bir
¢Oziimii vardir. Bu ¢6ziim Picard iterasyonu (yaklagimi) ile bulunur.

yn =y0 + J.f(xﬂyn—l)dx

X0

V0,Y15Y2eeeneeee yn fonksiyonlar dizisi olusturulur. Bu dizinin her terimi baslangi¢c kosulunu
saglar. Fakat bunlar diferansiyel denklemi saglamazlar.Belli bir iterasyondan sonra
ornegin n=k

Ynt1=Y n Oluyorsa y, =y, + j f(x,y,_)dx adenklemin bir ¢6ziimiidiir denir.

Ornek

f(x,y)= (1+y)/(l+x2+y2) ve I |x| <2,

y| <4 olmak lizere

y'=1(x,y), y(0)=0 baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢6ziime sahip oldugunu
gosteriniz. Ayrica ¢ézliimiin tanimli oldugu xo= 0 merkezli bir aralik bulunuz.

Coziim
Varlik ve teklik teoreminden I bolgesi i¢indeki her t i¢in | f(x, y)| <M ve
o
d

‘ S (x, y)‘ < N veya (|=| < N) oldugu gosterilirse diferansiyel denklemin |x - x0| <l

araliginda tek ¢coziimii vardir.

|f(x,y)|s| L ool b o 1k 5y,

v |
|1+x2+y2|_‘1+xz+y2‘_1+x2+y2 1402 40> 1
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(paya x ve y nin alabilecegi en biiylik degerler, paydaya ise alabilecekleri en kiiciik
degerler konursa kesir en biiyiik degerini alir) Burada a=2 , b=4 tiir.

/= min(a,%j = min(2,4/5) Ayrica

|/, ()| < N=

1+ _(uq%+y%—a+ypy<k“ﬂ*+y5hkﬁﬂwpﬂ<§1_N
1+x>+y* (+x>+y?)? (1+x> +y%)? B ‘(l+x2+y2)2‘ 1

oldugundan I i¢indeki her noktada sinirhidir. Baslangic deger problemi | X | <4/5

v
aralig1 icindeki her x icin bir tek y(x) ¢ozlimiine sahiptir.
Ornek!:

1) y'=x’-y diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii y(xg)=y(1)=2 baglangic kosulu
altinda Picard yontemi ile ikinci yaklagima kadar ¢6ziiniiz.

y=fxy)=x-y  yi=2, xo=1 f(x,y0)=x"-yo= x’-2 dir

t t X 11
P = v+ [ £ p)de=2+ [ O3 =2)dx 2= 2+

X 1
bulunan ifade verilen dif. denklemde (f(x,y1)= x°-y;) olarak y yerine konularak;
[ ( ; 11 x xt 11 53
X)=y,+ X, p,(x)Jdx =2+ P LY R S L LS
¥2(0) =y + [ £10nyy (=2t [ (= D = s

X 1

Ornek 2

1) y'=-y#x+1 diferansiyel denkleminin ¢dziimiinii yy(xg)=y(0)=1 baslangi¢ kosulu
altinda Picard yontemi ile ¢oziiniiz.

y’=t(x,y)= -y+x+1 yo=1, x,=0 f(x,y0)=-yotx+1=x dir

2
X

Y (x) =y, + If(x,yo)dx=1+jxdx =1+ 5

X 0

f(x,y1)=-y1+x+1

2 3
X

Y, (X) =y, + If[(x,yl(x)]dx=1+j(—l—§+x+1)dx=1+x7_?

X 0

f(x,y2)=-yo+x+1
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2 3 2 3 4
X X

dx =1+ 1—— - Nd 1+___ s
1o = 3y + [ 717 (e = j( e D= -

Xo

Vo (X)) = YO+If(x Y- 2(x)]dx 1+I( 1_72+?3+x+1)dx_

Xo

x> x X x"
= |+ 4+ -1
Y, (x) = y0+jf(x y,,(0)Jdx=1 TR o
oldugunu varsayalim ve
x2 x3 x4 xn+l
X)=l+———+—+........ + (- —— 1
¥ () 2 6 24 =D (n+1)! M

oldugunu gosterelim

¥, (x) = y0+jf[(xynl(x)dx—1+j (1+7—?+ ...... +(—1)"’;'

X0

= 1-x-x/6+x*24+........400 DX (n+H 1) 1 24x
2 3 4 n+l
I A ) L [
2 6 24 (n+1)!
2 n+l
=1 x+x——x—3+x—+ ........ +(-1)" x—]+x )
2 6 24 (n+1)!

bulunur ve 1 nolu ifade ger¢eklenmis olur. (2) nolu ifadeden n—oo i¢in limit alinirsa
koseli parantez i¢indeki sonlu ifade her x igin ™ e yakinsayacagindan

lim,_,,.y,= e’ +x olur
Ornek 3

y(1)=1 ve y'=4+x’y dir. Picard yontemi ile y,(1/2) yi bulunuz.

y=fy)=4+x"y yoi=1, x=1 f(x,y0)= 4+x’yo =4+x" dir
3 x 3
»i(x) = yO+If(x Vo )dx = 1+I(4+x )dx = 4x+? =4x+%—?

o 1

3 6 10x3

V,(x)= y0+jf(x y, (%) |dx= 1+I4+x (4x+?——)dx Ax+xt 4oL 22

; 18 9

y2(1/2)=-1.019965
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Odev

1) y'=2xy-2x diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii yy=)(0)=2 baslangi¢ kosulu
altinda Picard yontemi ile ¢oziiniiz.

v =f(x,y)= 2xy-2x y9=2, X¢=0 f(x,y0)= 2xyo-2x =2x(2)-2x dir

Y (x) =y, + If(x, Vo )dx =2+]£(2x(2) -2X )dx =2+ x?

X 0

x x 4
V,(x)=y, + _[f[(x,yl (x)]dx=2+j(2x(2 +x2)-2x )dx=2+x" +x7

Xo 0

X X 5 x4 5 x4 xﬁ
y;(x) =y, + J.f[(x,yz(x)]dx=1+j.(2x(2+x +?)—2x)dx =2 x +7+?

X 0

4 6 2(n-1)
yar=2 4+  + X (1)
2 6 (n=1)!
oldugunu kabul edelim.
4 6 2n
=2+ e + 2
y 276 ! @

oldugunu gosterecegiz.
2, () = yo + [ Fl0e v i@l = = vy + [, —2xJdx =

X 0
yn(X)=

X 4 6 2(n-1) 4 6 2n
2+ [| @2t X FE S+ ) 2x (v = 24 S =
0 276 (n—1)! 2 6 n!

4 6 2n
el + e + 2

2 6 n!

bulunur ve 1 nolu ifade gerceklenmis olur. (2) nolu ifadeden n—oo i¢in limit alinirsa

koseli parantez i¢indeki ifade her x i¢in e e yakinsayacagindan

lim, ,0y,= 1+ e* olur

Eger belli bir adimdan sonra y, ;=y,=yn+1 olursa bu durumda y, e (2) denkleminin
¢Ozlimiidiir denir. Ayn1 zamanda y, (1) baslangi¢ deger probleminin de ¢oziimiidiir ve
dizi bu noktada biter.
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RiCCATI DIFERANSIYEL DENKLEMIi

p(x), r(x) ve g(x) integre edilebilir fonksiyonlar ve r(x)#0 olmak iizere
- 2
Y =p(X)ytr(x)y+g(x)
tipindeki diferansiyel denkleme ‘Riccati Diferansiyel Denklemi’ denir.

Eger 1(X)=0 ise lineer diferansiyel denklem,
g(x)=0 1se bernoulli diferansiyel denklemi seklini alir.

Bu iki halin disinda denklemin genel halde ¢oziilemeyecegi Bernoulli
tarafindan gosterilmistir. Ancak denklemin bir 6zel ¢6ziimii biliniyorsa

denklemin genel ¢oziimiine ulasilir. Denklemin bir 6zel ¢6ziimii y; olsun
Bu halde Riccati Diferansiyel Denkleminin genel ¢oziimii olarak y=y,+1/u
dontistimii yapilir ve

wH[p(x)+2yr(x)Ju= -r(x) (1)

sonucuna ulasilir.

Ornek 1:

¥ =y +2x’y+2x-x" diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢ozimii y,;=x> dir
genel ¢oziimii bulunuz.

y'=p(X)y+r(x)y2+g(X) tipinde

y=y;+1/u doniistimii kullanilarak tiirevler alinip verilen diferansiyel
denkleminde yerlerine konursa , yani;

y= x2+(1/p)
y'=2x-u/u’

2x- u /u’= -(x*+1/u)*+2x*( x*+1/u) +2x-x*
2x-u o= -(x* 25 ut 1ot )H2x 2 ot 2x-xt
2x- u /u*=-x*2x*u-1/u?+2x* 42 x*u +2x-x"

-uut=-1 u=1 u=x-+c
u nun degeri (y= x*+(1/u) ) de yerine konarak genel ¢oziim:

Ygenel= X+ 1/(x+c)
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olur. (1) de p(x)=2x2, r(x)=-1 konularak da u'=1 ulasilabilir.

Ornek 2:

y'+y*-1=0 diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢éziimii y,=1 dir genel ¢6ziimii bulunuz.

Denklemi y’=1-y2 formunda yazalim g(x)=1, r(x)=-1, p(x)=0 olmak {izere denklem
Riccati tipi diferansiyel denklemdir.

Cozlim i¢in :

y=y;+1/u doniisiimii kullanilarak tiirevler alinip verilen diferansiyel denkleminde
(y’=1-y* ) yerlerine konursa , yani;

y=1+1/u
y'=-u/u’ile

-u/u*=1-(1+1/u)’ - u’/u2=/(—2/u—1/u2

denklemi -u” ile carpalim

u' =2u+l 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem
u'—2u=1 (u'+ p(x)u = g(x) tipi)

X)dx —2dx oy
y(x):ejp() =eI =e?

[u(x)u] = p(x)g(x)

' 1 1 oy

|:€2xuj| =e™ 1= €™ heriki tarafin integrali alinarak e u= Eezx +c u= 5 +ce”

| o 1
y=1+— idi. Genel ¢iziim; y=1+

u 1 —2x

(=+ce ™)
2

Ornek 3:

y' =2tanxsecx-y’sinx diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢6ziimii y,=secx
dir genel ¢6ziimii bulunuz.

g(x)= 2tanxsecx, r(x)=-sinx p(x)=0 olmak iizere riccati tipi diferansiyel
denklemdir. (' =p(x)y+r(x)y’+g(x) tipi)
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y=y;+1/u doniligiimii kullanilarak tiirevler alinip verilen diferansiyel
denkleminde (' =2tanxsecx-y’sinx)yerlerine konursa , yani;

y=secx+1/u
. 2 2 2
y'=sinx/cos"X- u /u™= tanxsecx- u /u

tanxsecx- u /u’=2tanxsecx- (secx+1/u) *sinx

’ 2 2 ° . 2 .
tanxsecx- u /u"=2tanxsecx-sec xsinx-2secx(1/u)sinx-1/u’sinx

tan;/sé:x— u’/u2=2tanxse9t4anxsecx-2secx(l/u)sinx-(l/uz)sinx
-u /u’=(-2/u ) tanx-(1/u’)sinx

u’=2utanx+sinx
u’-2utanx=sinx 1.mertrebeden lineer dif denklem haline gelir.

u=c/cos’x

¢’=cos’xsinx

c=- cos°x /3 +¢;

u=(- cos’x /3 +c1)1/cos’x=(-1/3)cosx+¢,/cos’x

u=/(-cos’x+¢; ) / 3cos’x
bulunur y=secx+1/u de yerine konarak genel ¢6ziim
Ygenel =secx+1/(—cos3x+c1 )/ 3cos’x veya
Ygenel = secx+3cos’x /(-c0s3x+c1 )

elde edilir.
Odev

1
Y =x+=p=— y2 diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii y,= -x dir. Genel ¢oziimiinii bulunuz.

2 2
, 2x°e"
(Ygenel: -Xt 2 )
e +c
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DEGiISKENLERDEN BiRiNi IiCERMEYEN iKiNCi MERTEBEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

d2

=f(x) V' =fx)

Bu tipteki diferansiyel denklemi ¢6zmek i¢in ard arda iki integral almak yeterlidir.

dzy
dx?

—()f()

in her iki tarafin1 dx ile carpalim

< )= ()
| d( )= [ f(xdx

% = [ f()dx+e, = F(x)+¢,

dy= (F(x)+c;)dx

fdy = I(F(X)Jrcl)dx y= IF(X)dx+clx+cz

elde edilir. Sonug ¢; ve ¢, gibi keyfi sabiti igerdiginden genel ¢oziimdiir.
ORNEK1:

y’’-6x=0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim:
d’y
=6 6
dx’ ! dx (dx) g
d (d_y) = 6xdx
dx
dy, _
j d( )= j 6xdx
4 _ 3x? +¢
dx
dy= (3x *+c;)dx [dy =[(3x 2+c))dx  y=x"+eix +e¢,
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Bu kural, daha yiiksek mertebeden tiirevler bulunmasi durumunda da , yani

d"y _
o f(x)

seklindeki denklemlere de uygulanir.

2
6:; f = f(x,y) Tipindeki diferansiyel denklemler
X
. d’y dp
y’=dy/dx=p doniistiirmesi yapilirsa "= e olarak, denklem
X X

Z—p = f(x,p) 1. mertebeden bir diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis olur.
x

ORNEK
d*y dy .. . . . %
(xt1) —5-=(x+2)—— diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
dx dx

d’y (x+2)dy d’y N R

— = = f(x, tipinde

d’  (x+1) dr A O -

, e e . wod’y dp )
y’= dy/dx = p dOniistiirmesi yapilirsa y"'= e = - denklemde yerlerine konursa

X X

a = (x+2) 1. mertebeden degiskenlere ayrilabilir tipte dif. denklem
dx (x+1)

d_p:(x+2)dx J‘ d_p:J' (x+2)dx

p - (x+1) p (x+1)

| ap fa SLIRGN

p x+1
Inp=x+In(x+1)+Inc
Inp-Inc-In(x+1)=x —Z = ¢* p= c(x+1)e*
c(x+1)

p=dy/dx idi. dy=c(x+1)e*dx  [dy= c[/(x+1)e* dx
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cJ(xe*+e*) dx in integrali

X=u dx=du
dv=e*dx v=e" uv-J vdu  x e’ edx= x e*-¢*
y=c[ x e*-e" J+¢; y=C X € +¢;

2

d o
g/ =f(y,y) Tipindeki diferansiyel denklemler

dx

% = p doniistiirmesi yapilir ve
X

2
dy _dp _dpdy _  dp oldugu g6z oniine alinirsa denklem

dx’>  dx dy dx dy

pj,—p =f(y,p) 1. mertebeden diferansiyel denklem sekline dontistir.
y
ORNEK:
dzy 2 . . - . ..
1) I =y y diferansiyel denklemini ¢o6ziiniiz.
X
dy

— = p doniistiirmesi yapilir've
dx

&y _dp _dpdy
dx>  dx dydx dy

dp 2.4 dp -1 dp -1
pP——=py ——=py —=|y dy
dy dy I p I

Inp=Iny-+Inc

In(p/c)=lny p=cy p=dy/dx idi.
dy/dx=cy | dyly = cf dx

Iny= cx+ Inc¢;

Iny- In¢;=cx In(y/c1)= ex y=c1ecx
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4 y =f(») Tipindeki diferansiyel denklemler

Bu tip diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢cin denklemin her iki tarafi

ZQ dx
dx

ile ¢arpilir. Bu durumda

dy d’y dy
2d dzd 2f(y) dx

elde edilir. Bu bagintinin birinci tarafi

dy dyd d(dy)

2=
dx dx’
olup
d
d( X y=2f(y)dy
dx
ve
d d
JACEE=fiyydy  (E P=2f(y)dy+e= Fyyte
dx dx
dy [ dy
— = F(y)t+c ——=dx
@l VE)+e
olarak
y=0(x,¢,K) ¢oziimii bulunur.
Ornek:

d’y +a’y =0 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz

ZQ dx ile denklemin her iki tarafim ¢carpalim

2
2  dy dx=—2a" ydy 2yy =-2a’ydy
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d( % y=-2a’ydy integral alinirsa
x

fd( & y=-2a%Jydy+K>
dx

(%)22 K*a%y’ %: K2 —ay?
olup
éarcsinﬂ =x+c arcsin(ay/K)=ax+ac

ay/K=Sin(ax+ac) y=K/a (sin(ax+ac))
Odev:

dzy

2

1
p = — diferansiyel denklemini ¢oziiniiz
X

2
2B a7y qp Ly
dx dx y

d( & y=2 Lz dy integral alinirsa
dx b%

(ﬂ y=2{11y’dy (ﬂ )= |- 2 +c¢ ¢=0 segilerek
dx dx y
-y 1 2 32
— dy=dx xte=—= (-
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3.1 IKiNCi MERTEBEDEN SABIT KATSAYILI HOMOJEN DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER

2. Mertebeden adi diferansiyel denklem , f verilen bir fonksiyon olmak iizere

dzy dy
= t7 b 1
dt? Sty a’t) M

formundadir. Eger (1) deki f fonksiyonunda y ve y’ lineer olarak bulunuyorsa (1)
denklemi lineerdir denir.( Yani  f(t,y, ' )=g(t)-p(t) ' -q(t)y (2) seklinde
yazilabiliyorsa.)

Burada g,p ve q fonksiyonlari, t bagimsiz degiskenine bagh fonksiyonlardir. Bu
durumda (1) denklemi

y"+p(t) y'+q(Oy=g(t) (€)
seklinde yazilabilir. (3) denklemi yerine
P(t) y" +Q(t) y' +R(t)y=G(t) (O]

seklinde bir denklem ele alinmaktadir. Eger P(t)=0 ise, (4) denklemi P(t) ile
boliiniirse, (3) denklemi

_oW . _R@/ GO
p() = P(t),q(t) P(t),g(t) P() Q)

oldugu goz oniine alinarak elde edilir. Eger (1) denklemi (3) veya (4) formunda
degilse, non-lineerdir.

(1),(3) veya (4) fgrmunda verilen bir diferansiyel denklemin baslangi¢c deger
problemi y, ve y ¢ verilen sayilar olmak iizere,

Y(t0)=yo 5" (t)= »'o (6)
formunda baslangic kosullari ile verilir.

Dolayisiyla(ty,yo) noktasi ile birlikte, bu noktanin egimi de verilmelidir. Bu
baslangi¢ kosullar: 2. mertebeden diferansiyel denklemin ¢oziimiinde ortaya c¢ikan
iki katsayinin belirlenmesinde kullanilir.

Eger (3) denklemindeki g(t) veya (4) denkleminde G(t) fonksiyonu her t icin sifir
ise verilen diferansiyel denklem homojendir denir.

y"+p(t) Y +q()y=0 (7)
aksi takdirde denkleme homojen degildir denir.

Kisaca,

P(t) y" +Q(t) y' +R(t)y=0 )
(8) formundaki denklemler homojendir. Dolayisiyla A,B ve C sabitler olmak iizere
(8)denklemi
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ay"+by +cy=0 )]

formunda yazilirsa sabit katsayili homojen denklem olur. (9) denkleminin ¢oziimii

. . . . t .
r belirlenmesi gereken bir parametre olmak iizere, y=¢" seklinde aranirsa ve

y'=re", y" =r’e" ler (9) denkleminde yerlerine konursa

a r’e™+b re+c =0

(ar’+br+c) e"'=0

ar’+br+c=0 (10)
elde edilir.
Eger r (10) denkleminin kokii ise y=e" denklemin ¢6ziimiidiir. ar’+br+c=0

denklemine ikinci tarafsiz denklemin ‘karakteristik denklemi’ denir. Bu
denklem diferansiyel denklemde

ay"+by'+cy=0 denkleminde:
y" :I.2

r —.

y'=r ar’+br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem

y=1

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

[.Durum

A=b*-4ac>0 ise r ver, gibi farkli iki reel kok vardir.

—b+b? —4dac
(’”12 = 24 )

Genel ¢dziim:  y=c;y;(X)+e2y2(x)=c " +ce™* dir
I.Durum

A=b*- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir

r=otf ; n=a-1

o=(-b/2a) P=+4ac-b*/2a

genel ¢oziim:  y= ™ (¢;CosPx+c,SinBx) dur.
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III.Durum _ Kokler reel ve birbirine esit ise
A=b*- 4ac=0 1= 1r,=r=(-b/2a) katli 2 kok vardir.
Genel ¢6ziim y=(c;+cx)e™
3.2.LINEER HOMOJEN DENKLEMLERIN TEMEL COZUMLERI
Teorem 3.2.1:
p.q ve g fonksiyonlar: I acik arahi@ginda siirekli fonksiyonlar olmak iizere
Y Hp(®) ¥ +qOy=g(®), y(to)=yo, ¥'(t)=Yo

baslangi¢c deger problemi gozoniine alinsin: Bu durumda t, I arahiginda kalmak
suretiyle ¢oziimii vardir ve bu problemin tek bir y=y(t) ¢6ziimii bulunur.

Ornek 1:

y"+5 )" +6y=0 y(0)=2, y’(0)=3 baslangic deger
problemini ¢oziiniiz.

y" :I.z
y'=r > +51+6=0 r=-2, r,=-3 2 farkl reel kok
y=I
Genel ¢oziim:  y=c;y;(x)+¢,y2(x)=c e *+c e dir
_ -2x -3x
y=ce +ce dir @
y(0)=2 i¢in ¢ +ey=2
1/ 40)=3 icin y'=2 c1€-3 c e -2 ¢;-3¢,=3
=9 ¢;=-7 (1) yerlerine konursa baslangic deger probleminin
¢oziimii
y=9¢ -7
bulunur.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 42



Ornek 2

4y"-8y'+3y=0 p(0)=2 ,)'(0)=1/2 baslangi¢ deger problemini ¢dziiniiz.

V' =r
y'=r 4°-8r+3=0 r1=3/2, r;=1/2 2 farkl reel kok
y=1
Genel ¢coziim:  y=cpy1(X)+c2y2(X)=ce™ +c,e”* dir
y=c1e3/2X+c2el/2X dlr (1)

¢ te,=2
Baslangic kosullar ile 3 1 1 ¢=-1/2,c,=5/2

2972%7)

Baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii;

1 3 5 L
=__eZ +_e2

Y 2 2
Ornek 3

(P-30) " +ty' ~(t+3)y=0 y(1)=2, y’(1)=1I baslangic deger probleminin ¢6ziimiiniin
varoldugu en genis arahig1 bulunuz.
P(t)y”’+Q(t) y' +R()y=G(t)

seklinde bir denklem ele ahmmaktadir. P(t)#0 oldugundan denklemi P(t) ye
bolersek, (3) denklemi

_90) RO GO
p(t) = P(t),q(t) P(t),g(t) ()
Y’ +p(t) y' +q(t)y=g(t)
sekline gelir.
p(t)=1/(t-3) q(t)=-(t+3)/t(t-3) g(t)=0

katsayilarin siireksizlik noktalar1 t=0 ve t=3 tiir (payday1 0 yapan degerler). Bu
nedenle katsayilarin siirekli oldugu ve t=1 baslangi¢c noktasimi iceren aralhik 0<t<3
arahi@idir. Bu aralikta teoremin sartlari saglanmir ve bu aralik en genis arahktir
(Sartlarn saglayan) y(1)=2, t=1
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Teorem 3.2.2(Siiperposisyon)

Eger y; ve y; L[y]= y" +p(t) y' +q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢oziimleri iseler,
¢; ve ¢, sabitlerinin keyfi degerleri i¢cin, ¢;y;+c2y, lineer kombinasyonu da
diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir.

Ispat icin denklemde y= c;y;(t)+c2y2(t) koymak yeterlidir.
L[ eryrtezyz ]= (eryitezy2)’ +p(eryrtezys)’+q(eryrteays)
=cC1y1 +C2Y2 +p(01y1 ey )+q(C1Y1+Cz)’2)
= ci(yr +pyr’+ay)tea(y: +py2’+qy2)

=c¢ LEyi [+ e: LEy2 ]

= C]*O + ¢ *0

L[ cr1yiteays =0 c1y1t+cay2 de bir ¢oziimdiir.
Ozel durumda teorem c; veya c; nin sifir olmasi durumunda da gecerlidir.

Bu kisimda ise y= clyl(t)+czy2(t) ifadesindeki c; ve c; katsayllarimin hangi degerleri
icin( y(to)=Yyo, ... V' (to)=)" o )baslangi¢ kosullarinin saglandig ile ilgilenecegiz.

y(t))=Yo, ... ' (t9)=)"o baslangi¢ kosullar

c1y1(to)+c2y2(to)=yo
denklemlerini saglar.

c1yi (to)+eay2 (to)=yo

Bu denklemlerden c¢; ve ¢, ¢oziiliirse
_ yoy'z(to)_y'oyz(to)
Vi (to)yz (to) — ) (to)J’2(to)

_yOyl'(tO) + y(')yl(to)
yl(to)ylz(to) _yi(to)yz(to)

veya bunlar1 determinantlardan olusan terimler olarak yazarsak

n(ty) ¥,
_ )

n(ty) ()
() »(t)

Yo ¥ (1)
_ y(') y;(to)

n(ty) ()
() »(t)

olur.

¢ ve ¢; nin bu degerleri ile y= ¢y (t)+caya(t) ifadesi ( y(to)=yo, ... V' (to))=)"0)
baslangi¢ kosullarini ve (L[y]= y" +p(t) y' +q(t)y=0 ) diferansiyel denklemini saglar.

Diger yandan c; ve c; nin bulunabilmesi i¢in paydalar sifirdan farkh olmahdir.
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n(ty) ()
yi(to) y;(to)

#0 olmalidir.

W determinantina wronskion determinanti veya kisaca y; ve y, ¢oziimlerinin
wronskioni denir.

Teorem 3.2.3

y1 ve y2 nin L[y]= y" +p(t) y' +q(t)y=0 denkleminin iki ¢6ziimii oldugu kabul edilsin.

Ayrica y(tg)=yo, .... V' (to)=)"o baslangi¢ kosullarinin tammlandigi ty, noktasinda

W=y1y2’-y1’y2 #0 olsun. Bu takdirde c; ve c; sabitleri y= c,yi(t)+c2y2(t) fonksiyonu

icin diferansiyel denklemi( L[y]= " ’+p(t) y'+q(t)y=0 ) ve baslangi¢ kosullarini
(y(to)=Yo, .... V' (to)=)"¢) saglayacak sekilde secilebilir.
Ornek 3:

1) y"+5 ' +6y=0 diferansiyel denkleminin iki ¢oziimii yy(t)=e*, y,(t)=e™" idi.
Bu y; ve y; nin wronskionini bulunuz ve sifirdan farkli oldugunu gésteriniz.

2t -3t
e e -5t -5t -5t
W= =-3e7 -(-2¢7)=-e " #0
26—2[ 3 3t ( )
y= c1y1(O+caya(t)=c; e+, e dir.
Teorem 3.2.4.

Eger y, ve y, L[y]= y" +p(t) ' +q(t)y=0 denkleminin iki ¢6ziimii ise ve dyle bir t) noktasi
varsa ve bu noktada y, ve y, nin W=0 ise, bu takdirde y; ve y, , ¢| ve ¢, katsayilari ile y=
ciy1()+eays(t) eoziimleri (LLy]= »" +p(t) y' +q(t)y=0) denkleminin her ¢oziimiinii icerir.
Dolayisiyla y= c;y;(t)+ezy,(t) ifadesi (L[y]= " +p(t) y' +q(t)y=0) denkleminin genel
coziimiidiir.

Bununlabirlikte sifirdan farkli wronskione sahip y; ve y, ¢éziimlerine
(L[y]= y" +p(®) y'+q(t)y=0) denkleminin ‘céziimlerininin temel ciimlesi’ denir.

Ornek 4
yl(t)=t1/2 yz(t)=t'1 olarak verilmektedir.

2.n

2¢* )" +3ty -y=0 t>0 icin y;(t) ve y,(t) nin diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin temel

climlesi oldugunu gdsteriniz.

Oncelikle y, ve y, nin verilen diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri olup olmadigini yerine koyma

metodu ile bakarsak

yi)=t"%, yi ()=1/2t"7, y"(t)=-1/4t*"

268 (-1/4t3H)+3t(1/2t1%)- t12=(-1/2+(3/2)-1)t"*=0
benzer sekilde

Y2(O)=t", y2 ()=-t7, y2 (H)=2t>

26826 +3t(-t2)- t'=(4-3-1)t'=0
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olur. Dolayisiyla y, ve y, verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimleridir. Bunlarin Wronskionuna bakilirsa

1/2
t

Wiyny2)=|1,
2

o=t W(y1,y2)#20 t>0 oldugundan y;(t) y2(t)

-1/2

diferansiyel denklemin temel ciimlesini olusturur.
Teorem 3.2.5

Bir I acik araliginda siirekli olan p ve q katsayilari ile tanimlanmig
Lly]= »" +p(t) ' +q(t)y=0 diferansiyel denklemini gdzoniine alalim. T araliginda bir t,
noktasi se¢ilsin y; diferansiyel denklemin bir ¢oziimii olsun ve y(to)=1, .... ' (to)=0

baslangi¢ kosullar1 saglansin y, de diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii olsun ve y(ty)=0,
" (to)=1 baslangi¢ kosullar1 saglansin Bu takdirde y; ve y, gozoniine alinan

diferansiyel denklemin ¢6ziimlerinin temel ciimlesini olusturur.

Odev: Yukaridaki teorem 3.2.5 te tanimlanan ¢oziimlerin temel ciimlesini f,=0 baslangic kosulu igin
" -y=0 diferansiyel denklemi i¢in bulunuz.( y(to)=1, y’(t))=0, y(te)=0, " (to)=1)

y'=r
y'=r ¥-1=0 ri=1, ry=-1 2 farkh reel kok
y=1

Genel ¢oziim: " y=c,y (t)+c,y2(t)=ce" +c,e” dir
y=c1et+c2e't dir Wy, y)t=-2#0(1)

y(0)=1, y'(0)=0kosullar ile ¢, =1/2,c,=1/2 Boylece
1, 1 _
y3(t):Ee +Ee " =cosht

Benzer sekilde V(1) y(0)=0, y'(0)=1 kosullarini sagliyorsa

1 1
t)=—e' ——e ' =sinht
y4() 5 5

. . coshz sinht 5 o
Vss v, lin Wronskiant W(y,,y,)(t)= =cosh’ f—sinh* 7 =1

sinht cosht?

Bu fonksiyonlar, Teorem 3.2.5 ile ¢oziimlerin temel climlesidir. Bu yiizden verilen
diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii;

¥y =k, cosht+k,sinht
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3.3 LINEER BAGIMSIZLIK VE WRONSKIiAN

Bu boliimde lineer bagimlilik ve lineer bagimsizlik ile wronskian arasindaki iliski
verilecektir.

Bir I araligiin i¢indeki t i¢in, k; ve k; her ikisi birden sifir olmayan sabitler olmak
uzere,
ki f(t)+kyg(t)=0 (1)

ise f ve g fonksiyonlar1 ‘lineer bagimli’dir. (1) denklemi I araliginin i¢indeki her t i¢in
eger sadece k;=k,=0 durumunda gegerli ise f ve g ye ‘lineer bagimsizdir’ denir.

Ornek 5:
Keyfi bir aralikta e' ve ¢* fonksiyonlarmin lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Lineer bagimsizlik i¢in
kie'+k,e?'=0 (2)

nin ele alinan aralik ig¢indeki her t i¢in k;=k,=0 durumunda saglandig: gosterilmelidir.
Ele alinan aralikta t;#ty) olmak iizere ty ve t; noktalar1 segilsin. Bu noktalarda (2)
denklemi gozoniine alinirsa

ke +k,e"=0 3)
kie+kae™'=0

denklemleri elde edilir. Katsayilar determinanti e’ e*'- e** e''= ' ¢"(e""- ¢'") olur. Bu
determinant sifirdan farkli oldugundan (3) denkleminin tek ¢oziimii k;=k,=0 dir.
Dolayisiyla verilen fonksiyonlar lineer bagimsizdir.

Teorem 3.3.1.

f ve g fonksiyonlar1 bir I agik araligi iizerinde diferansiyeli alinabilinen fonksiyonlar ve
bir ty noktas1 igin W(f,g)(ty)#0 ise f ve g lineer bagimsizdir . Her t noktasi i¢in
W(f,g)(t)= 0 ise lineer bagimlidir.

Teoremindispatt igin kif (t)+k, g(t)=0 ifadesini ele alalim ty noktasinda tiirevleri alinirsa

kif (to)Hez g(to)=0 (4)
k1f (t0)+k2 g (to)=0

olur. 4 deki katsayilar determinanti W(f,g)(ty)#0 oldugundan tek ¢6ziim k;=k,=0 dir.
Bu nedenle f ve g lineer bagimsizdir.
Yukaridaki 6rnek i¢in;(6rnek5) herhangi bir #, noktas1 igin

£ 2t
e t

W) (to)=| | =€ =0 Q)

e’ 2e’

dir. Dolayistyla e' ve ¢*' fonksiyonlarini lineer bagimsizdir.
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Teorem 3.3.2.(Abel teoremi)

Y1 veya
Llyl= »"+p(t) y'+q(t)y=0 (6)

diferansiyel denkleminin ¢éziimleri ise, p ve q I acik araligi iizerinde siirekli
fonksiyonlar olmak iizere wronskianW(y,y2)t

W(yL,y2)t= ¢ expl- | p(1)dt] (7)

Burada c y; ve y, bagli belli bir sabittir. Bu ylizden tiim t ler icin W(y1,y2)t ya
stfirdir(eger c¢=0 ise) ya da asla sfir degildir.( eger ¢ = 0)

Teoremin ispati: y, , y, ¢oziimleri denklemi sagladiklarindan

y+p®)y +q@)y, =0
vy +p®)y;+q@)y, =0 (8)

Birinci denklemi -y, , ikinci denklemi y, carpip toplarsak
Y2 =iv) + POy = ¥y,) =0 ©)

W (&) =W (3, 3,)@)
(10)
W'= 3y =y,

(9) formunda yazarsak
W'+ p(t)W =0 (11)

(11) 1. mertebeden lineer diferansiyel denklemdir. ve degiskenlere ayrilabilir . Boylece
c sabit

W(t)= ¢expl- p(1)dt] (12)

Ustel fonksiyon sifir olmayacagindan ¢c=0 durumunda W(t)=0 dir. Bu durumda tiim t ler
icin W(t)=0 dir. ve teorem saglanmis olur.

Ornek 4 icin; yi(t)=t'"* yy(t)=t"

2¢* )" +3t y'-y=0 dif denkleminin ¢6ziimleridir. Abel teoremi yardimyla 6zel ¢oziimii
bulunuz.

Ornek 4 ten W(yl,yz)(‘[)=-3/2t'3/2 oldugunu biliyoruz (7) nolu esitligi kullanabilmek i¢in
verilen diferansiyel denklemi (6) formunda yazmamiz gerekir.

W(yL,y2)t= ¢ exp[-j p(t)dt ]=cexp( I %dr )=cexp(-3/2Int)=ct>? 6zel ¢6ziim igin
C=-3/2 segilmelidir.
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2. mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lineer bagimsizlig1 ve wronskian
arasindaki iliski teorem 3.3.3 ile verilmektedir.

Teorem 3.3.3.

p ve q fonksiyonlari bir I agik araligi iizerinde siirekli fonksiyonlar olmak tizere
L[y]= y" +p(t) y' +q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri y; ve y; olsun, bu
takdirde ancak ve ancak I i¢indeki her t i¢in

W(y1,y2)t=0 ise y; ve y, Iiizerinde lineer bagimlidir

W(y1,y2)t0 ise y; ve y, 1 1lizerinde lineer bagimsizdir.

Kisaca ¢6ziimlerin temel climlesi wronskian ile lineer bagimsizlik kavramlar1 arasindaki iligki
asagidaki gibidir.

yi veys, LIyl= y" +p(t) y' +q(t)y=0 diferansiyel denkleminin ¢dziimlefi', p ve qfonksiyonlari

bir I agik aralig tizerinde siirekli fonksiyonlar olsun, bu takdirde asagidaki kavramlar denktir ve
her biri diger ii¢linii gerektirir.

1- y; ve y, fonksiyonlari I iizerinde ¢6ziimlerin temel ciimlesidir.
2- y; ve y, fonksiyonlari I {izerinde lineer bagimsizdir

3- 1 daki bir tynoktasinda W(yy,y2)te=0 dir.

4- 1 daki her t igin W(y1,y2)t£0 dir.

3.4 KARAKTERISTIK DENKLEMIN KOMPLEKS KOKLERI

ay"+by'+cy=0 denkleminde:
yﬂ :I.Z

y'=r ar’4br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

A=b’- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir
ri=a+if ; r=o-1f
o=(-b/2a) B=+4ac—-b’/2a

genel ¢6ziim:  y=e™ (¢;CosPx+c,SinBx) dir. ¢, ve ¢, keyfi sabitlerdir.
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Euler Formiilii:

e' fonksiyonu t=0 noktasinda Taylor serisine acilirsa

e = — —oo<t<00
elde edilir. Yukaridaki denklemde t yerine it konursa
i lt) Z( l)nth z( l)n—l 2n-1
(2n)! 2n-1)!

n=0 n=0

elde edilir. Bu esitlikte ilk ifade t=0 noktas1 civarinda cost fonksiyonunun taylor serisine
2. ifade ise t=0 noktasi civarinda sint fonksiyonunun taylor serisine karsilik/gelir.
Dolayisiyla

it o o
e''= cost+isint

seklinde yazilabilir ve bu denklem ‘Euler formiilii’*olarak bilinmektedir. Euler
formiiliinden yaralanilarak

e@P=e (cosBt-+isinpt)
= e™cosPt+ie*'sinpt)

seklinde yazilabilir. Sonug olarak Karakteristik denklemin kokleri
r=a+if ;3 n=o-if

ise o=(-b/2a) B=+4ac-b* /2a

olmak tizere

genel ¢oziim:  y=e*' (¢;Cospt+c,Sinpt)

Ornek 1:

y"'+y'+y=0"  ikinci derece denklemi ¢oziiniiz.
r’+r+1=0 (karakteristik denklem)

A=b*- 4ac=-3<0 kompleks iki kok vardir.

Ry e 1+ .2 .
o, = b_\/é) 4ac= 1_2 3i =7+£ —OH'lﬁ
a

genel ¢6ziim: y= €™ (¢;Cospx+c,Sinpx) dir

o ve B degerleri yerine konulursa genel ¢6ziim
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y= el /D% (¢1Cos \/gx +¢,Sin \/gx)
elde edilir.

Ornek 2:

y"+9y=0 ikinci derece denklemini ¢oziiniiz.
Cozlim:

A=b*- 4ac=-36<0 kompleks iki kok vardir.

3 —b+Ab* —4ac =i\/36i2

A =
12 2a 2

= i? = +3i =o+if

genel ¢oziim:  y= e** (¢;CosBx+c,Sinpx) idi.

buradan genel ¢coziim y= ¢;Cos3x+c,Sin3x " elde edilir.

Ornek 3:
16y"-8y'+145=0 y(0)==-2/, y'(0)=1 baslangi¢c deger problemini ¢oziiniiz.

16r° —8r+145=0 karakteristik denklem
r=a+if ; r=o-if

a=(-b/2a)=1/4 B=dac—b* 12a=3 (ii3i)

1
.. .o . 7t .
genel ¢ozlim:  y=e“(c, cos Bt +c, sin ft)=e* (¢, cos 3t +c, sin 3t)

»(0)=-2"i¢in ¢, =-2

1 1
y' = %e“t (c,cos3t+c,sin3t)+ et (=3¢, sin 3t +3c, cos 3¢)
»Y'(0)=1 i¢in
%cl +3c, =1

c,=1/2

1
y=e* (-2cos3t+1/2sin3¢)
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3.5 KATLI KOKLER VE MERTEBE DUSURME

ay"+by +cy=0 denkleminde:

y=r

y'=r ar*+br+c=0 ikinci mertebeden karakteristik denklem
y=1

yazilmak suretiyle dogrudan dogruya elde edilebilir.

Kokler reel ve birbirine esit ise

A=b*- 4ac=0 r;=r1,=r=(-b/2a) kath 2 kok vardir.
Genel ¢6ziim y=(c;+c t)e”

Ornek

y'+y'+1/4y=0 y(0)=2 ve y’(0)=1/3 denklemini ¢oziiniiz.

r’+r+1/4 =0

A=b%- 4ac=0 = ;—b=-1/2=r 2 kath kik)
a

Genel ¢6ziim y=(ci+c,t)e™ idi. buradan

y=(ci+et)e’" elde edilir
y(0)=2 i¢cin (t=0,y=2) ¢,=2 olur.
y(0)=1/3 icin ' (0)=-1/2(c;+c,t) e +¢, e7P'=1/3
t yerine 0, c¢; yerine 2 konularak
-1+c,=1/3 c,=4/3

elde edilir.

1
y=(2+1/30)e *
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MERTEBE DUSURME , y" +p(t) y' +q(t)y=0 seklindeki bir diferansiyel denklemin bir

y1(t) ¢oziimii biliniyorsa, diger ¢oziimiiniin bulunmasinda kullanihir.
Bu durumda y=v(t)y(t) secilerek ' ve »" ifadeleri y" +p(t) y'+q(t)y=0 denkleminde
yerlerine konur ve diizenlenirse, yani;

y=v()y1(t)
¥ =V ()y1(t)+v(O)y: (t)
V"=V Oy 1)+ (O)y1 (OF V(Y1 O+ (t)

V2 yrH2y1 +py )V HY1 £pY +qy1)v=0
0

V2 yi+2y1 +py1)v =0

bulunur. Bulunan denklem v ne gére 1.mertebeden diferansiyel denklemdir.
Dolayisiyla 1.mertebeden lineer diferansiyel denklem veya degiskenlere ayrilabilir tipte
diferansiyel denklem haline getirilerek ¢oziiliir.

Burada v, v’ integre edilerek bulunur.

Bu metodta orjinal diferansiyel denklem y ye gére 2. Mertebeden oldugu halde
y=v(t)yi(t) ile v ne gore 1. Mertebeden diferansiyel denkleme gegilmektedir, bu
nedenle bu metoda ‘Mertebe Diisiirme Metodu’ denir.

Ornek:

1) 26 y" +3t y' -y=0 diferansiyel denklemin bir ¢oziimii y;(t)=t" olduguna gore lineer
bagimsiz ikinci bir ¢6ziim bulunuz.

y=V(Oyi(1) ile y=vt' (1)
y=vt'1
y' =v’t'-vt? 2t* )" +3t )’ -y=0 yerlerine konarak
y"=v’tlaviiavt?

26012V 2 2vt ) 13V vih)- v '=0
2tv° -4y’ +Hvt H3ve-3vt vt =0

2v -V HEEL3 6 )=0 2tv’-v’=0 elde edilir.
vl
2tv’-v’= 2tv’=vy’ — = — integral alinarak
v 2t
V" 1 ¢l ’
J.—,z—J.—dt Inv =7 Int +Inc
v 29t

Inv’-lnc= Y Int
In(v’/c)=Int""?
v=ct!? v’=dv/dt idi

integral alinarak v bulunur, yani
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dv/dt=ct"? dv=ct"*dt v=2/3 ct**+k Q?)
(2) (1) de yerine konursa y=vt'1 ile ¢oziim

y=2/3 ct'*+k t' A3)
elde edilir. Burada c ve k keyfi sabitlerdir. (3) de 2. terim y;(t) nin kati, oysa ilk

terim y’nin lineer bagimsiz ¢éziimiinii verir. ilk terimin katsayisim (2/3 c¢) goz
oniine almazsak yz(t)=t]/ %olur.

3.6 HOMOJEN OLMAYAN DENKLEMLER VE BELIRSiZ KATSAYILAR
METODU

Llyl=y"+p(t) y'+q()y=g(® (1)
tipindeki denklemlerin ¢oziimleri incelenecektir.
Teorem 3.6.1

Eger Y, ve Y, homojen olmayan (sag yanli) denklemin iki ¢6ziimil ise, bunlarin farki da
(Y1 -Y2), Lyl=y"+p(t) y' +q(t)y=0 homojen diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir.

Eger y; ve y2 (1) denkleminin ¢ézlimlerinin temel climlesi ise ¢; ve c; keyfi sabitler
olmak iizere Y (t)-Ya(t)= ciyi(t)+coya(t) saglanir.

Teorem 3.6.2
Homojen olmayan (1) diferansiyel denkleminin ¢oziimii, y, ve y, homojen

diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin temel ciimlesi, ¢, ve c, keyfi sabitler ve Y(t)
homojen olmayan diferansiyel denklemin 6zel ¢6ziimii olmak iizere genel ¢6ziim;

y=0(t)= c1y1(t)+cy2()+Y(t) (2)
Ygenel= Yhomojen+yiizel
dir.
BELIRSiZ KATSAYILAR METODU

Bu yontem homojen olmayan sag yanl diferansiyel denklemin polinom,iistel fonksiyon
trigonometrik fonksiyon veya bu fonksiyonlarin ¢arpimi seklinde olmasi durumunda
uygulanir.
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OZEL COZUMLERIN BULUNMASI:
Ay"+By'+Cy= f(x) de

1.) f(x) in k. Dereceden x in bir tam ¢ok terimlisi olmast durumu
(polinom ise)

Vizel €OZHMI
o C#0 ise(y li ifade var ise) f(x) ile ayni dereceden bir tam ¢ok terimli yani,
(0 karakteristik denklemin kokii degilse)
Vize=AX+Bx+C
e C=0, B0 ise f(x) ile ayn1 dereceden bir tam ¢ok terimlinin x ile ¢arpimi
(0 karakteristik denklemin basit kokii ise)
yazel=x(Ax2+Bx+C)
seklindedir.
e C=0,B=0ise (0 karakteristik denklemin 2 kath kokii ise)
yﬁlel=x2(Ax2+Bx+C)
ORNEK:
y"-3'=2x-5x+3 diferansiyel denklémini ¢oziiniiz.
Coziim

once homojen ¢éziim yapihir (y’’-3y’=0)

n 2
y =r
V' =r ile  r’-3r=0 (karakteristik denklem) yardimiyla kokler
belirlenir
r(r-3)=0 ri=0 r,=3 iki reel kok

_ rix r2x __ 3x
) Yhomojen=C1€ ~TC2€ " = Crt C2€
Ozel ¢oziim igin, 0 karakteristik denklemin basit kokii oldugundan

Vice=X( AX’+Bx+C) secilir,

buradan verilen dif. denkleme bagl olarak tiirevler alinarak

Y -3 ' =2x>-5x+3 de yerine konularak (A,B,C) katsayilar1 belirlenir.
Vizer=X( Ax*+Bx+C ) =Ax’+Bx*+Cx

V' 5e=3AX*+2Bx+C
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V" sze=0AX+2B

6Ax+2B-3(3Ax’+2Bx+C)= 2x*-5x+3
6Ax+2B-9A4x°-6 Bx-3C=2x>-5x+3

-94x°=2x> =_2/9
(64-6B)x=-5 B=11/18 V=219 X’ +11/18 x*--16/27x
2b-3¢=3 c=-16/27

Y genel=y i)'zel+y homojen
Veene= €1+ €2¢°%-2/9 x’+11/18 x*-16/27x

2) y +7y =x*+1 diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

2
r

r yazilarak 7’ +7r=0 karakteristik denklemden
=1

< e <
I

n=0 r,=-7 2 farkl reel kok

N —Tx
yhomojen = + ce

(x*+1) icin ozel ¢oziim;
0 karakteristik denklemin basit bir kokii oldugundan

Vo = X(AX* + B¥+C)=4dx’ + Bx* + Cx
Vet =3Ax° ¥2Bx+C  214x’ =x"— A=1/21
y”r'izeIZ = 6Ax O ZB

6A+14B=0
2B+7C=1" den B=-1/49 , C=51/343

= x(Lx2 —Lx+5—1)
Yot =01 T 49" T 343

ygenel = yh + y(‘izel

y enel = cl +CZe_7x +x(ix2 _LX'FS_I)
§ 217 497 343

bulunur.
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A y"+B )" +Cy= {(x) diferansiyel denkleminde
o f(x) in Ae™ seklinde iistel fonksiyon olmasi durumu
Vizel 0z€l ¢OZiim:
e o karakteristik denklemin bir kokii degilse

Via=Ae™
e o karakteristik denklemin basit bir kokii ise

Vize=Axe™

e o karakteristik denklemin iki katli bir kokii ise

Vize=A X° €™
seklindedir.

ornekler
1) y+4 y'+8y=e'2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

2) y 4y +4y= e diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
3) -5y +6y=5e2x diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Ornek?2 in ¢coziimii

V' +4y +4y= &% diferansiyel denklemini ¢éziiniiz,.

1’ +4r+4=0 karakteristik denklemden
(r+2)°=0 r=-2 iki kath

-2
y homogen=(cl+02x) e *

e” a=-2 karakteristik denklemin 2 katl kikii oldugundan

_ 2 -2x
Vie=AX" €
secilir..

v = 24x €7-24x" e
y'=24 €% -4Ax e -4Ax €7 +4AX €
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24 €™ -8 e'2x+4A/x/ AT BN 6 AR = &
24 e¥=e* A=1/2
ozel ¢oziim V=120 €%)  olur.
genel ¢OZiim Ygene=YnomogentVizer  ile
Veene=(C1+€2X) €7 +1/2(8 ¢
olur.
2) y +7y +12y =" diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim:

y +7y +12y =0 ile homojen ¢6ziim yapilarak

NN

yazilarak  7” + 7r +12 = 0 ~karakteristik denklemden

<o
I

P+7r+12=0 1rn=-3 r=-4 2farkh reel kok
yhom ojen = cle_3x + c2e_4x

bulunur;:
e * icin ozel ¢oziim
iistel fonksiyonda x’in katsayisi (-3), karakteristik denklemin kokii oldugundan

Ae™  secilerek

—3x

y62e1 = Axe
! -3 -3
Y ézel = Ae * —3Axe ¥

Y st =—6A4e™ +9Axe™" diferansiyel denklemde yerlerine konularak

Ae¥=e¥ den A=1 ve
_ —3x
y ozel — xe
bulunur.
ygenel = yh + yr'izel

_ —3x —4x —3x
Venet = €€ +Cy€ + xe
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3. f(x) TRIGONOMETRIK FONKSIYON ISE
Ay"+B y' +Cy= M cos(fix), Nsin(fix)
Vizel 0z€l ¢OZiim:
e iB karakteristik denklemin kokii degilse
Vize= Acosfx+Bsinfix
e i} karakteristik denklemin kokii ise veya c=AB° , B=0 ise
Vize= X ( Acosfx+Bsinfix)
Ornek
y"+2y'-3y= 8sindx diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

¥’+2r-3=0 (karakteristik denklem)
A=b*-4ac>0 farkly iki kik

ri=1 r,=-3 farkl iki kok
_ rlx r2x . x -3x
y homojen_cle +CZe =C + ce

ozel coziim icin 8sindx de( i4) karakteristik denklemin kokii
olmadigindan

Vize= Acosdx+Bsindx

secilerek tiirevler alinir ve (y"+2 y'-3y= 8sin4x) de yerlerine konularak
A ve B katsayilari belirlenir.

Vize= Acos4dx+Bsindx

Y szei— 4Asindx+4Bcos4x
Y sze= -16Acos4x-16Bsindx

-16Acos4x-16Bsindx-8Asindx+8Bcos4x-3 Acos4x-3Bsindx= 8sindx

sindx(-19B-8A4)= 8sindx
cos4x(-194+8B)=0
-19B-84 =8
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8B-194=0 B=-152/425 A=-64/425bulunur.

ozel coziim:
Vize= Acosdx+Bsindx

Vizer—04/425cos4x-152/425sin4x
olur. genel ¢oziim

Veenel™ Yhomojen™t Vizet = €1 + 267 -64/425cos4x-152/425sindx

elde edilir.

4)  f(x)=e“f(x) seklinde ise

Ay"+B y'+Cy=e“f(x)
a karakteristik denklemin kokii degilse
e™ [ AX"+Bx""+...+Z, ] seklinde secilerek ¢oziim aranir.
Ornek:
V" +4 ' +dy=x’ ¢ diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.
coziim:

¥’ +4r+4=0 karakteristik denklemden
(r+2)°=0 r=-2 iki katl

-2
y homogen=(cl +c2x) e * (1)

elde edilir.-a= 3 karakteristik denklemin kokii olmadigindan

ozel ¢coziim icin:

Vizei=€"* (Ax’+Bx+C) 2
secilerek y’ ve y’’ tiirevieri alinip verilen diferansiyel denklemde
yerlerine konarak A,B ve C katsayilari belirlenir bulunan degerler ozel
coziimde yerlerine konur. Diferansiyel denklemin genel ¢oziimii homojen
coziimle ozel ¢oziimiin toplamina esittir.

y'=3 & (AX*+Bx+C)+(2Ax+B) &
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1= 9 ™ (AX’+Bx+C )+3 €™ (2Ax+B) +3 ¢**(2Ax+B) +2A4¢™

[25 AX’+(204+25B)x+2A+10B+25C] &= x* &

254=1 204+25B=0, 2A+10B+25C=0 ile
A=1/25 B=-20/625 C=6/625
. A,B ve C degeri (2) de yerine konarak ézel ¢oziim elde edilir.
Y se=(1/25 X*-20/625x+6/625) ™
genel ¢oziim:
Veene™YhomogenVizer il
Voenea=(C1HC2X) €7 +(1/25 x*+-20/625x+6/625)™
Ornek
v -4y'=e" sin2x dif. denklemini ¢oziiniiz.
cozgiim:

¥’-4r=0 karakteristik denklemden
r(r-4)=0 r;=0 r,=4
Yhomogen=C1 +Cz e4x ()

elde edilir.

ozel ¢oziim igin e” Sinft da (a+if}) yani e™ sin2x de (2+i2)karakteristik
denklemin kokii olmadigindan
Vize= € (Acos2x+Bsin2x) (2)

secilerek ve y',y" alinarak verilen dif. denklemde yerine konur.
V' =(-2Asin2x+2Bcos2x) ¢**+2 ¢ (Acos2x+Bsin2x)

V" =(- 44cos2x-4Bsin2x) ¢™+4 ™ (-2Asin2x+2Bcos2x) +4 €™ (Acos2x+Bsin2x)
y" ve y' verilen diferansiyel denklemde yerlerine konarak;

[-4Acos2x-4Bsin2x+4(-2Asin2x+2Bcos2x) Je*=e *sin2x
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(-8A4)cos2x+(-8B)sin2x= sin2x

-8B=1 -84=0
B=-1/8 A=0
Boylece (2) den:
Vize=( -1/8sin2x)e™ 2)

genel ¢oziim

Veene=C11+C2 e +(-1/8sin2x)e”™ bulunur.
5 2(t)= f(x)+h(x) (birkag fonksiyonun toplami seklinde)ise dzel ¢iziim bu
fonksiyonlarin her birine karsilik gelen ozel ¢coziimlerin toplamina esittir.

Ozel ¢oziimlerin secimi icin

8 Karakteristik Yizel
denklemin kokii
degilse
c(sabit) 0 A
?" (polinom) 0 AL +B +...+Z
e“(iistel) a Ae”
Sinft ip ACosft+BSin [t
Cosnt iy Acosn+Bsinyt
£ e” o e“[AL"+B" +..+Z ]
e” Sinpt atif e” (ACosBt+BSin )
e” Cosyt atiy e” (ACosy+BSinyn)
' e” Sinft a¥if e CosPt(Agf"+A ;1" .. +4,)+
e“Sinfi(By"+B,f""..+B,)
" e” Cospt a+iy e®Cospt(Agt"+A " . +A4,)+
e”Sinyt(Bo"+B,t""..+B,)

Eger tablonun 2.kolonundakiler karakteristik denklemin kokii iseler bu hale
‘Ronasans hali’ denir ve tablo degisiklikler yapildiktan sonra kullanilir. Eger 2.

Kolondakiler karakteristik denklemin ‘s’ kath kokii iseler bu durumda tablonun 3.

kolonundaki fonksiyonlar ‘t’ile carpilirlar. Ozel ¢éziim ondan sonra arastirilir.

Ornek 1:

y'=-7y'+1 0y=6t+8e2t diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim:

once denklem 0 a esitlenerek homojen kismin ¢oziimii bulunur.
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r-7r+10=0
(r-2)(r-5)=0 r;=2, r,=5

_ 2t 5t
yhomogen_ cie +CZe

Esitligin sag tarafi dogru denklemi ve iistel fonksiyonun toplami oldugundan ozel
coziim olarak dogru denklemi ve iistel fonksiyon icin ayri ayri ozel ¢coziimler secilir.

Vizer1=At+B secilerek tiirevler(y’ ve y’’) alinir, verilen denklemde yerlerine
konularak katsayilar hesaplanir.

y’=A0 yn=0
-7 A+10(At+B)=6t10At+10 B-7 A=6t

10At=6t= A=6/10=3/5
10 B--7 Ay=0 B=21/50

Vizer1=3/5t+21/50
Vizerr=tDe”
y'=2tDe’+De”
y" =2De"+4tDe’+2De”
2D +4tDe”'+2De”-7(2tDe” +De*)+10tDe”'=8 ¢
4De’'=8 ¢
D=2

Vizer=tDe’'=2te”"
genel ¢oziim;

Yeene™ YhomogentYizel
Veone= €1€+¢26"+2te”+3/5t+21/50

ORNEK 2:
y"+y'-2y=x+sinx diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz
Coztim:

Veene= €16 +c2¢-1/2x-1/4-1/10(3sinx-+cosx)
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3.7PARAMETRELERIN DEGISiMi METODU
y"+p(t) ¥ +q(t)y=g(t) seklindeki diferansiyel denklemin homojen ¢éziimdeki

¢ ve ¢, sabitlerinin u;(t) ve u,(t) fonksiyonlar: degistirilmesinden dolay1
‘Parametrelerin degisimi’ metodu denir. Yani

Yhomojen™ Cly1(t)+CZYZ(t)
y= ui(t)yi(t)tuz(t)y=(t)

olur ve dolayisiyla ¢oziimiin bulunmasi u;(t) ve u(t) fonksiyonlarinin belirlenmesine
doniisiir. (Burada y,(t) vey,(t) homojen denklemin ¢éziimleridir.)

y= w(t)y1()+ux()y2(t) , ,
¥ =w(t)y (H)+uz(t)yz (H)+ ug (Hyi(t)+uz (Hy2A(t)

uy (t) ve uy (t) yi iceren terimler toplamu sifir kabul edilirse;

u; (D)y1(t)+uy (H)y2(t)=0 (1)

V' =ui(t)yr (H+u(t)yz ()
olur. Bu ifadenin tiirevi alimirsa
Y =wm(t)y: OOy (O+ ur (O (€)+uz £y (8)

olur.y,y" vey” y"+p(t) y' +q(t)y=g(t) _denkleminde yerlerine konularak y; ve y,nin
denklemin ¢oziimleri olduguda dikkate almarak

u; (By: (H+uz )y, (H=g(t) (2)

elde edilir. (1) ve (2) yardimyla ul’ ve uz’ ¢oziiliir, integralleri alinarak u; ve u,
belirlenir

u{(t):_M llz’(t)= Wi (t)Q(t)

3)

Wi, vt Wy, y)t
W(¥1,¥2)t, y1(t) ve y,(t) nin wronskiani y;(t) ile y,(t) ¢oziimlerinin temel ciimlesi oldugundan
W(y1,y2)t20 dir. (3) nolu denklemin integrali alinarak

w(ty= [ 220 4 o ua(t)y= | 21O00 40,
Wy, y,)t Wy, y,)t

fonksiyonlari bulunur ve y= u;(t)y;(t)+uz(t)y(t) de yerlerine konarak ikinci taraflh
denklemin ¢6ziimii elde edilmis olur. Bu metodu asagidaki teoremle Teorem 3.7.1
ile ozetleyebiliriz.

Teorem 3.7.1
Eger p,q ve G fonksiyonlar bir I agik aralig1 tizerinde siirekli fonksiyonlar ve y; ve y»
fonksiyonlart y" +p(t) y' >+q(t)y=g(t) diferansiyel denkleminin homojen kisminin

¢ozlimleri iseler, y" +p(t) y' +q(t)y=g(t) denkleminin 6zel ¢oziimii
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00 4,0 12000,
Wy, )t Wy, )t

Yoze==Y1(t)
Yoze=y1(t)ui(t)+ y2(t)ux(t) ve genel ¢oziim
Yaene= C1Y1(t)FCoy2()+yozel

ORNEK:

y"+y=tant diferansiyel denklemini sabitlerin degisimi metodu ile
¢Ozunuz.

Cozim:

y"+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r*+1=0 ve kokleri r=+i olup

genel ¢oziimii y= e* (¢;Cospt+c,Sinft) den
y= ¢;Cost+c,Sint

y=u;Cost+u,Sint  yazilarak Sabitin degisimi kuralin1 uygularsak
y’= -u;Sint+u,Cost+ u;’ Cost+u,’ Sint
olup biitunler sart olarak

u;’ Cost+u,’ Sint=0
secilirse

¥'= -u;Sint+u,Cost
olur. Buna gore

y" ==u;Cost-u,Sint+-u;’ Sint+u,’ Cost

olup y, y',.»" nin ifadeleri verilen denklemde yerine konulursa

-u; Cost-u,Sint+-u,’ Sint+u,’ Cost+u,;Cost+u,Sint=tant

-u,;’ Sint+u,’ Cost=tant
elde edilir.

u;’ Cost+u,’ Sint=0 /*Sint
-u;’ Sint+u,’ Cost=tant /*-Cost ile carparsak
ll2’= Sint

u; =- Sin’t/Cost =(Cos’t-1)/Cost= Cost-Sect

Hatirlatma: [(1/Cos at)dt =[Sec at dt=1/a Ln(Sec ar+Tan af)
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Bunlardan

u;=Sint-Ln(Sect+tant)+K,
u,=-Cost+K,

elde edilir. u;, u, nin bu ifadeleri
y= u;Cost+u,Sint
ifadesinde yerlerine konulursa verilen denklemin genel ¢coziimii

Yeene= K1Cost+K,;Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.

I1.Yol: Wronski determinantt’

y"+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r*#1=0 ve’kokleri r=+i olup
genel ¢oziimil y= e*' (¢;CosPt+c,Sinpt) den

y= ¢;Cost+¢,Sint

idi. y= ¢,y ¢y, formunda y;= Cost,y,= Sint oldugundan

Y15Y25Y39ee00...Yn fOonksiyonlarriile olusturulan
e TGk " 0
NV Ve Y, f 0
W=y p oV oo o Y| U= €, =]
: : W | S(@)
n— n— n— n— un n
yll yzl y31 e ynl !

detérminantiy Wronski determinanti’ olarak isimlendirilir. Wu =¢,

sistemiilest vektoriiniin bilesenleri (u;, u,, us....... )bulunur, ve
Y1 u,
Vs U,
Y=| . |=w| . |ile genel ¢coziime ulasilir.
Y u,

cost sint\(u, | ( O
—sint cost)\u, ) |tant
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u;’ Cost+u,’ Sint=0 /*Sint
-u,’ Sint+u,’ Cost=tant /*-Cost ile carparsak

ll2’= Sint
u; = Sin’t/Cost =(Cos’t-1)/Cost= Cost-Sect

Hatirlatma: [(1/Cos at)dt =[Sec at dt=1/a Ln(Sec ar+Tan af)
Bunlardan

u;=Sint-Ln(Sect+tant)+K;
u,=-Cost+K,

elde edilir. u;, u, nin bu ifadeleri

-Cost + K2

Y= [ylj = W(ul J ile yani Y=(cos sin¢) [
u

Sint - Ln(Sect + tant) + Klj
Y2 2

Ygene= KiCost+K,Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.

IHIL.YOL (Kramer metodu)
y= u;y(t)+u; y2(t)= u;Cost+u,Sint=

u;’ Cost+u,’ Sint=0
-u,;’ Sint+u,’ Cost=tant

‘ 0 3@ »(@ 0
0 20 B0 2000 o 00 _ ymom
1 AGNRAG) Wy, )t ’ W@y Wy, y)t
n(® y @) n(@) »@)
@)y, (1) |cost sinz|
W(yl’y2)(t)_‘ yi(1) y,(0) |-sint cost|
()= v,(000) . _ _J' sint tant . _ _j sin’ ¢ o _j 1—cos’ L
Wy, y,)(t) 1 cost cost
=j cos’ - ldt = I(cost - L)a’t =sint —In(sect + tan?) + K,
cost cost
u,(t)=— (D) dt= I costltant dt= Isin tdt = —cost + K,

W, »,)()

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 67



Uy, U, nin bu ifadeleri y= u;Cost+u,Sint yerlerine konularak

Yoene= K1Cost+K,Sint-Cost Ln(Sect+tant)
olur.

ORNEK 2:

X y"+4xy'+2y=2Inx diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

(x’y +Axy’+By= f(x) tipinde bir diferansiyel denklem. Dolayisiyla euler difidenklemi)

o r

Yhomojen_ X

y,homojeﬁrxr'l ——— (DX H2x=0 X' (tP-r+4r+2)=0
5’ -2

Y homojen:r(r‘l)Xr

P +3r+2=0 ile r,=-1 r,=-2 iki reel kok oldugundan

_ rl r2
yhomojen_ (529 +C'2x
idi.
S 2 -1 -2
YhomojenT €1X TCX =X tusx
yvazillarak . wu =¢, ile

1

1
- — ' 0
X M |=] 21nx
22w x>

2 3
X X

lu1 +L2u2 =0
X X
u 2’=-2xlnx u 1’=21nx

1 . 2 . 2Inx
I 2t N T T

X X
Buradan ( /in(ax)dx=xln(ax)—x ve /i’ln(ax)dx=(x2/2)ln(ax)-

2

xX/4 )

u;=2(xlnx-x)+K;
uy=-x'Inx+x’/2+K,
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o R Y=(l ij u, =(1 ij 2(xInx - x) + K1
¥, u, x x ) \u, x  x* ) -x’Inx +x*/2+K2
Yoener=Ky/x+Ky/x’+inx-3/2
elde edilir.

Odev
1) y"-6 y' +9y=€"/x’ denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢oziiniiz.
_— _ 3x 3x 3x  3x
Coziim: Yoene=Ki €+ Kjx €7~ €7 -e" Linx
2) y"+y=sinx denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢6ziiniiz
Coziim: Yoene=Ki1 cosx+ Kssinx- x/2 cosx-((cos’x)/2) sinx-1/4 sin2xcosx
1) y" -6y +9y= &/’
r’-6r+9=0 (ri=r=r=-b/2a=3) 2 katlvkok
— 3x__ 3x 3x
Yhomojen=(Crrecsx)€" =C 1€ FCsx€

3
yhomojen= (u1+u2x)e ~

_ e3x xe?sx y y e3x xe3x ui
w= | WU =g, N \ F =
3" e +3xe’F )y 3¢ e +3xe”" \u,

' 3k, 0 3
u e tu xe =0

I VI 3%, 3%\ 3¢, 2
3u e Fu (3xe +e)=e""/x

esitlikleri ile

u ’2=1/x2 u,=-1/x+K,
—Inx+K,
— —( 3x 3x
Y=Wec (e xe 3 l +K,
X
u;=-1I/x u;=-Inx+K;

elde edilir. u;ve u; nin karsthiklart (y=(u;+u Zx)e3 *) de yerlerine
konularak,

Ygenel =(K 1 +K. zx) e 3x-e3x-e3xl nx
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bulunur.

2) y"+y=sinx denklemini sabitlerin degisimi metodu ile ¢6ziiniiz

y”’+y=0 denkleminin karakteristik denklemi r’+1=0 ve kokleri r=+i olup

genel ¢oziimii y= e* (¢;Cospx+c,Sinpx) den

y= ¢;Cosx+c,Sinx
W.u=g, sisteminiyazarsak

cosx sinx)(u, | ( O
—sinx cosx) | u, sin x

u;’ Cosx+u,’ Sinx=0 /*Sinx

-u;’ Sinx+u,’ Cosx=sinx /*Cosx ile ¢carparsak
u,’= Sinx cosx u2=-(cos2x)/2+K2

u; = -Sin’x ur= -(x/2-(sin2x)/4 )+K

Hatirlatma:/sin’xdx= x/2-(sin2x)/4
up, Uy (y= u;Cosx+u,Sinx) yerlerine konarak yani(Y=W.u) ile

Veene=Kcosx+Ksinx- (x/2)eosx-((cos’x)/2)sinx-(sin2x*cosx)/4

Asagidaki diferansiyel denklemleri sabitlerin degisimi kurali ile ¢oziiniiz.

1- y"-y= 1/cosx. ( y= c¢; cosx +cysinx+txsinx+cosxlncosx)

2- ' +y=cotanx ( y=c; cosx +cysinx+tsinxintan(x/2))
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4.YUKSEK MERTEBEDEN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1. n. Mertebeden Lineer Denklemlerin Genel Teorisi

dny dn—ly
P (t + B (¢
O( ) dtn 1()dtn—1

F e +Pn_1(t)%+Pn(t)y=G(t) (1)

seklindeki bir denklem ‘n. mertebeden lineer denklem’ adini alir. Burada P,
| ST ,Pn ve G fonksiyonlari bir I agik aralifinda o<t<p reel degerli, siirekli
fonksiyonlar ve Py(t) in bu aralikta sifirdan farkli oldugu kabul edilerek (1) denklemi
Py(t) ile boliiniirse

dny dn—ly dy
Liy]= + (¢ F oo + H—=+p y=g) (2
[Y] dtn pl()dtn_l pn_l()dt pn()y g()( )
elde edilir.

(2) denklemi n. mertebeden oldugundan y’nin t’ye bagli n. mertebeden tiirevlerini igerir.
Bu nedenle tek ¢oziimiin elde edilebilmesi i¢in, n tane baslangi¢ kosulu verilmelidir.

Buradan tye I ve yo,yo’, ....... ,yo(n'l) belli reel sabitler olmak-iizere, n tane baslangi¢ kosulu
_ PR -1 (-1

Y(t0)=Y0, Y ()=Y0 srvvvvvveee Yo (to)=yo"" 3)

seklindedir.

Teorem 4.1.1.

Eger p1, p2yeveeeee- ,pn ve g fonksiyonlar bir I agik araliginda siirekli ise, (2)

diferansiyel denklemini ve (3) baslangig kosullarini I da saglayan bir tek y=¢(t) ¢oziimii
vardir.

HOMOJEN DENKLEM

n. mertebeden homojen diferansiyel denklem

-1 ’ _
Lyl=y™pi )y ... Py +pa(t)y=0 (4)
seklindedir. Eger y,y2,............ ,yn fonksiyonlari (4) denkleminin ¢éziimleri ve
C1,Coerreeeeennn ,Cn ler keyfi sabitler ise;
y=c1y1(t)+ C2Y2(t)+ ........................ + Cnyn(t) (5)

lineer kombinasyonu da bir ¢éziimdiir. (5) no Iu denklemin (4) {in ¢6ziimii oldugu
teorem 4.1.2 ile verilmektedir.

Teorem 4.1.2.

Eger pi, p2yeeeee.. ,pn ler fonksiyonlari bir I acik araliginda siirekli ve yi,yz,............ ,¥n
fonksiyonlar1 (4) denkleminin ¢dziimleri ve en az bir toe I noktasinda

W(Y1,Y2eeeeveeneens ,¥n)(1)#0 ise (4) diferansiyel denkleminin her ¢6ziimii yi,y2,............ ,Yn
lerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 2008 71



(4) denkleminin yy,ya,............ ,Yn cOzimlerinin W(y1,y2,............ ,yn)(1)=0 ise,
V1Y 2seeveeenveens ,Yn ¢Oziimlerine ‘g¢ézitmlerin temel ciimlesi’ denir.

Lineer bagimlilik ve lineer bagimsizlik kavramlar f,f,, i
fonksiyonlari i¢in agsagidaki gibidir.

Eger her t elemani I i¢in hepsi birden sifir olmayan ky k,,............ .k, sabitleri
icin

kl fl +k2 f2+ ............ +knfn=0
saglantyorsa f},f;, ,f, fonksiyonlarina lineer bagimlidir denir. Aksi

takdirde lineer bagimsizdir.

Eger yi,y2, cceeene. ,yn fonksiyonlar1 (4) denkleminin ¢ézlimleri ise lineer bagimsiz
olmalari i¢in bir toe I noktasinda gerek ve yeter kosul W(y1,y2,....4....00 ,¥n)(t0)=0
olmasidir.

HOMOJEN OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

Llyl=y"+pi()y" s ()Y +pa(y=g(t) (1)

seklindeki denklem ikinci tarafliveya homojen olmayan denklem adin1 alir.
Eger Y, ve Y, homojen olmayan diferansiyel denklemin iki ¢oziimii ise
onlarin farki da diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir.

LI Y:-Ys = L[ Yi]J@®)- LLY> J()=g(t)-g(t)=0

Bu nedenle homojen olmayan (1) denkleminin iki ¢6ziimiiniin farki
homojen diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir.

Homojen.olmayan diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

Yeene = Y=C1Y1(D)F Coya (D)o + Co¥n(t) Yozl

seklinde yazilabilir.

Mertebe Diisiirme: Yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlerde
mertebe diislirme metodu ile yiiksek mertebeden diferansiyel denklem daha
diisiik mertebeden diferansiyel denkleme getirilerek ¢6ziim aranir. Ancak
bu metod i¢in en az bir tane ¢6ziimiin bilinmelidir. Coziim y,(t) ise y=v(t)
yi(t) olusturulur. ve v (t) ye bagli daha diisikk mertebeden diferansiyel
denkleme gegilir. (6dev sayfa 206(11-16,18))
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4.2 Sabit Katsayih Yiksek Mertebeden Homojen Diferansiyel
Denklemler

L[y]= aoy +a1y e RN +a(n-1) y’ +any=0 (1)

diferansiyel denklemi gézoniine alinsin. 2. Mertebeden sabit katsayili
diferansiyel denklemlerde oldugu gibi y=e" seklinde ¢dziim aranirsa,

L[y]=e"(agr™+ta,r™ +............... +agyr+a,)= e"Z[r] (2)
olur. Z[r] ye karakteristik polinom , Z[r]=0 karakteristik denklem denir-

n. dereceden bir polinomun kokleri ry,....... I, olsun(bazilar esit
olabilir).Dolasiyla Z[r] karakteristik polinom

Z[r] =ag(r-r))(r-ry)..ccceeee. (r-ry) 3)
seklinde yazilabilir.
KOKLER REEL VE BIRBIiRINDEN FARKLI iSE
rit  r2t

(1) nolu denklemin n tane farkh e ",e'",.......... ,e™ coziimleri bulunur.

genel ¢coziim:

Yeene= C1 €+ co +c, e™
seklindedir.
agr™a, r™ e +a,.1r+a,=0 sabit katsayili karakteristik bir

polinomun koklerinin bulunmasi:

ap ve a, Kkatsayilarinin ¢arpanlari belirlenir a, nin ¢arpanlarindan biri p ile
a 1n ¢arpanlarindan biri q ile gosterilirse ve r=p/q ile rasyonel kokler
yazilir bu kokler tek tek karakteristik denklemde yerlerine konarak
denklemi saglayanlar kok olarak segilir. Ayrica her bulunan kdkten
yaralanarak bulunan ¢arpanla (agr"+ar™ +.............. +ag.qyr+a,=0)
denklemi boliinerek derecesi diisiirtiliir.

Eger koklerden bir kism1 kompleks ise bu kural uygulanmaz. Ancak

rasyonel koklerden yararlanarak (varsa) denklemin derecesi diisiiriilerek,
kokleri aranir.
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Ornek

11

y+y"-7y"- ' +6y= 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
y(0)=1, y (0)=0, y’’(0)=-2, y*>’(0)=-1 baslangi¢ kosullar1 i¢in ¢dziiniiz.

ylV: I,4

y'=r’ r*+r’-7r’-r+6=0 (karakteristik denklem)

y=r

y=1

r*+r’-7r’-r+6=0 denklemin degismez sayisi 6 olup bunun bélenleri
+1, £2, £3, £6 dir. a (=t1dir. p/q=(x1, £2, £3, £6) Bu nedenle miimkiin
olan rasyonel kokler £1, +2, 3, 6 dir. Bunlar karakteristik
denklemde yerlerine konularsa 1,-1, 2 ve -3 karakteristik denklemin

kokleridir. Oyleyse genel ¢6ziim
r*410-717-r+6/(r-1)=r'+21’-5r-6 (r-1)(x+1)(@*+1-6)=0

t -t 2t -3t
Ysene=€Ci1€ +ce +cze” tcqe

dir. Baslangi¢c kosullari ile

¢itctestes=1

¢i- ¢21t2¢3 3 ¢=0

C1+C2+4C3+9C4=-2

¢1- ¢;+8¢327 ¢4=-1 denklemini saglar. Bu denklemlerden

¢;=11/8, ¢,=5/12, ¢3=-2/3, c4~-1/8 bulunur. Boylece baslangic deger
probleminin ¢oziimii

y=11/8¢"+5/12¢"-2/3¢*'+-1/8¢™

seklinde elde edilir.

Kompleks Kokler

Eger karakteristik denklemin kokleri kompleks ise, a, a;, as,........... ,a, ler
reel sabitler olduklarindan, kompleks kokler a+if seklinde bulunur. Kokler
katli olmamak sartiyla karakteristik denklem(polinom )

Z(1)= ap(r-r))(r-r)eeeeeeceeee (r-ry,) formunda yazihir.
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Burada da 2.mertebeden diferansiyel denklemin karakteristik denkleminin
kompleks olmasi durumunda ele alinan yontem uygulanir.

r=a+if ; r=o-1f

o=(-b/2a) B=+4ac-b’/2a

genel ¢oziim:  y= e™ (¢;CosPx+c,SinBx) dir.

Ornek

y"-y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz. y(0)=7/2,
y’(0)=-4, y*’(0)=5/2, y’>’(0)=-2 baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii
bulunuz.

y=r*
Y=
y'=r’ r-1=0 , (>-1)(*+1)=0 (karakteristik denklem)
y'=r 2 farkl reel kok ve kompleks kok
y=1
Yeenei=C1€+C2€"+¢; cost+ey sint
olur Baslangi¢ kosullarindan c¢,=0, ¢,=3, ¢;=1/2, c4=-1 bulunur
y=3e"+1/2 cost - sint
olur.
KATLI KOKLER

n. mertebeden diferansiyel denklemine karsilik gelen ¢coziimler,

1t, ,.rlt 2 rit 1), rlt
e te ,te A6 De"

seklindedir.(s kathiligin derecesi)

Eger kompleks kokler kath ise ¢oziimler
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@D ¢ Q@R (2 Q@B e , t6De P gir Dolayisiyla lineer
bagimsiz ¢oziimler
e*(cospt+sinPt), t e*'(cospt+sinft), .......... , t*De*(cosBt+sinft),

Ornek:

y"+2y”’+y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

ylV: 4

ym_ 1'3

y'=r’ r*+2r 2+1=0 , (*+1)(r*+1)=0 (karakteristik denklem)
y'=r 2 katli kompleks kok  ri=r,=i, r;=rs=-i

y=1

y=e*(c;cosPt+c,sinft) +t e™(c;cosPt+¢,sinft),

y=c jcost+ c,sint+cstcost+ ¢4 tsint
veya Y=(€1 +c,t)cost+(cs+ c4t)sint

Odev:

1) y"+8y’’’+24y’°+32 y"+16y=0 diferansiyel denkleminin genel
¢oziimiinii bulunuz.((r+2)'=0 r=-2 4 kath kok)

2) y’’-3y”’+3 y"-y=0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii

bulunuz. ( (r-l)(r-1)2=0 karakteristik denklem)
(y=cse 't+c2tet+c3t2et)

4.3. BELIRSIZ KATSAYILAR METODU

Bu yontem 2.mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi

LIy]=aoy™ary™ .. +amny tany=g(t) (1)
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homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminde g(t)’nin polinom,iistel

fonksiyon,sinax,cosbx veya bunlarin ¢arpimi ve ya bunlarin lineer
kombinasyonu olmasi durumunda uygulanir.

Ozel ¢dziimler 2. mertebeden diferansiyel denklemlerde oldugu gibi segilir.

g Karakteristik Vizel
denklemin kokii
degilse
c(sabit) 0 A
?'(polinom) 0 A" +A " ...+ A,
e”(iistel) a A e”
Sin ft if ACos[t+BSin [t
Cosnt iy Acosp+Bsiny
' e” a e[ A" +A ;L +.. . 44, |
e” Sinft ot if e” (ACosBt+BSin 3)
e” Cosnt atiy e” (ACosyt+BSin )
" e” Sinpt ot iff e®Cosft(Ag"+Ait""..+A4,)+
e”Sinfi(Byt'+B,f""..+B,)
" e” Cospt at iy e®Cosy(A'+A " +A,)+
e“Sin(B,"+B,f""..+B,

Eger 2. Kolondakiler karakteristik denklemin ‘s’ kath kokii iseler bu durumda

tablonun 3. kolonundaki fonksiyonlar ‘t"’ile ¢arpilirlar. Ozel ¢oziim ondan sonra
arastiruir.

Ornek 1:

YV 12y +y=e" diferansiyel denklemini ¢éziiniiz.

coziim:

RIS (PHD)P=0  r=%i (2 kath kik)

a+ib a=-b/2a=0 ; b=4ac—b* /2a=1
yi=e“ ((c1+cx)cosx+(cstc x)sinx) ile
yi=(crtcax)cosx+(cstc x)sinx
olur.

ozel ¢oziim igin
iistel fonksiyon igin (e3 %) 3 karakteristik denklemin kokii olmadigi icin
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y 5zel=A e3x
y ’ 5zel=3Ae3x y ”5zel=9 A€3xy mﬁzelzz 7Ae3x y v dzel— 81 Ae3x
81 Ae™+18 Ae™+ Ae™=e™

A=1/100 Vie=1/100 &

N7 genel=y h +y ozel

ygenel=(6‘1+sz)COSX+(Cg+c4x)Sinx+1/1 00 83x

elde edilir.

Ornek 2

y’’-4y'=t+3 cost+e™” diferansiyel denkleminin ézel ¢oziimiinii bulunuz.

r-4r=0 r(r*-4)=0 ri=0, ry=2,rs=-2 (3 farkly reel kik)
yhomojen=cl+c232t+c3e-2t

Siiper pozisyon prensibi kullanilarak verilen diferansiyel denklemin ozel ¢oziimleri

y’-4y’=t

it

y’-4y’=e

diferansiyel denklemlerine kars: gelen ozel ¢coziimlerin toplami olarak yazilabilir.

y’’-dy’=t icin. ozel ¢oziim:

verilen diferansiyel denklemde y li ifade olmadig icin

Y szeti=t(At+B)
seklinde aranur.
y’’-4y’=3cost icin dzel ¢oziim

trigonometrik fonksiyonda t nin katsayist karakteristik denklemin koklerinden
herhangi birine esit olmadig icin

Y szez=Dcost+Esint
olarak secilir.

v’ ’-dy’=e icin ozel ¢oziim
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iistel fonksiyonda t nin katsayisi karakteristik denklemin basit bir kokii oldugundan

-2t
y b‘zel3_tF e
olarak secilir.

A=-1/8 ,B=0, D=0, E=-3/5, F=1/8 olarak bulunur.

Buradan verilen diferansiyel denklemin ozel ¢oziimii:

Vizel= YVizet1TVize2 Vizer3=-1/8 £-3/5sint+1/8te™

Ornek 3

vV +2y +y=x" diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
coziim:

P2+ 1= (D=0 r=%i (2 kath kik)
A=b*- 4ac<0 ise kompleks iki kok vardir

ri=atib ; r,=a-ib

a=(-b/2a)  b=+l4ac—b* /24
genelgoziim: y=e" (¢;Cosbx+c,Sinbx) dir.
Yhomojen=(Cr+c2x)cosx+(cst+cx)sinx olur.

ozel coziimler igin (xz polinom igin)

yb-ze,=ax2 +bx+c
¥ e =2a%%b Y =20 Y 5e=0 V' 5e70
verilen diferansiyel denklemde yerlerine konulursa
da+ax’+bx+c=x" ile

a=1 b=0 4a+c=0 dan c=-4 y,-,-zeFxZ-4

— — . 2
Ygenel=YVhomojen +y ozel— (cl +CzX) cosx +(C3 +c 4x) sinx +x"-4
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Ornek:
¥V 12y Hy=x"+e* diferansiyel denklemini ¢iziiniiz.
coziim:
P2+ 1= (D=0 r=%i (2 kath kik)
yi=(crtcox)cosx+(cstcx)sinx
olur.
ozel ¢oziimler icin (xz polinom i¢in)
Vizer=Ax’+Bx+C

¥ szet=2AX+B Y sar=2A Y =0 W eir=
verilen dif. denklemde yerlerine konulursa
44+ AX+Bx+C=x" ile
A=1 B=0 4A+C=0 dan C=-+4

yb'ze11=x2'4
iistel fonksiyon icin(e™)

yiize12=Ae3x
Y’ ze12=3A e™ y”iize12=9 Ae™ y mﬁze12=2 7 Ae™ V" see12=81 Ae™
81 Ae™*+18 Ae™+ Ae™*=e™
A=1/100 Vizez=1/100 €™

Yeene=VntVozetrtYVizer2
Veene=(C1H¢2x)cosx+(cstcx)sinx+ X’-4+1/100 &**

elde edilir.
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4.4. PARAMETRELERIN DEGISIMI METODU

2. mertebeden diferansiyel denklem icin verilen metodun n. mertebeden diferansiyel
denkleme genisletilmesidir.

Liyl=y"+pi(0)y" e 1Dy +Pa(Dy=g(1) (1)

n. mertebeden diferansiyel denklem ele alinsin.(1) nolu denklemin ozel ¢oziimiinii
parametrelerin degisimi yontemi ile bulabilmek igin (1) in homojen kisminin
¢oziimiiniin bilinmesi gerekir. (1) in homojen homojen kisminin ¢éziimlerinin
temel ciimlesi y1,Pzycecceeces »Vn Olsun.

Bu durumda parametrelerin degigimi metodu ile Y(t) ézel ¢coziimii homojen ¢oziimde
ci ler yerine u; ler yazilarak

Y=t 10y 1)+ ux0p20) e + U (Oyalt)

seklinde aramir. burada u,(v),......... u,(t) belirlenecek fonksiyonlardir:
u; y1+ u y2+ .................... +u, _y,,=,0

U y1 +u2 yz .................... +u, y, = (2)

w1 ViV Uy P i +u, y."V=g()

n bilinmeyenli n denklem olusturulmus olur.(2) nolu denklem sisteminin ¢oziimii igin
kosul W(y1,Y25eeeeesyn) Z0 0lmalidir. Bu ise y1,y2yceeeseee. ,Vn lerin (1) diferansiyel
denkleminin homojen kisminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olmasindan zaten saglanir.
Dolayisiyla (2) sisteminden u 1,(t), ......... u, ’(t) belirlenebilir. Cramer kurali kullanilirsa
(2) sisteminin’ ¢oziimii

i (= EO () — 3)
W (1)
bulunur. W(t) = W1,y 2eeesyn) (W) ve Wi(t) ise W(t) de m. kolon yerine(0,0,.............. ,1)

konularak elde edilen determinanti ifade etmektedir. Bu notasyonlari kullanarak (1)
nolu denklemin 6zel ¢oziimiinii to keyfi olmak iizere integralin terimleri cinsinden ifade
edersek

V0= 35,0 % @

olur. (4) nolu esitlikten goriildiigii glbl (1) diferansiyel denkleminin mertebesi arttikca
ozel ¢oziimiin bulunmasi zorlasmaktadir. Bu nedenle bazi durumlarda Abel
ozdesliginden yararlanilir.

W(t) = WY 20 V) (= cexp/-Jp(0),dt ] burada c sabiti wronskionenin uygun bir
noktada hesaplanmasindan ¢ikar.
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Matrislerle ifade edersek

Vi Y B S
. . , , u, 0
Vi Y B SR
" . . " , u, 0
W=y Vo Yy oo oo .Y, |u= g, =
n-1 r.r—l r‘z—l . n-1 ”n g()
i Y Y3 I,

determinanti * Wronski determinanti’ olarak isimlendirilir. Wu = ¢,

sistemi ile ¢ vektoriiniin bilesenleri (U, Uz, U3....... )bulunur, ve
M1 U,
Y U,
Y=| . |=W]| . |ile genel coziime ulasilur.
Y u,
ORNEK:

y’?’-y”’-y’+y=g(t) diferansiyel denkleminin homojen kisminin 3

¢oziimii y,(t)=e', y,(t)=te' ve ys(t)=e" dir. Bu denklemin 6zel ¢6ziimiinii

integralin terimleri cinsinden ifade ediniz.

W=|e' (t+De' —-e|=
e (t+2e e

1. 2. Kolondan e', 3.kolondan e carpan olarak cekilirse

1 t 1
W(t)=e'|1 /t+1) -1|=4e'
1 (t+2) 1
0 te' e’ e 0 e
Wi(t)=10 @(+De’ —e |=-2t-1 Wyt)=w=|e'" 0 —-e'|=
1 (t+2) e e 1 e
e' te' 0

Wi(t)=|e' (t+1e’ 0|=e”
¢ (t+2)e 1
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Bulunanlar

Y(t)= z (t)j%ds de yerine konursa

Y(1) = Z (t)j (‘;)/V(V)(S) J’M tjg()ds+ _,j (S)e "

t
Y(t)zzj(eﬂ [~1+2(t )]+ e g(s)ds
ly
SIFIRLAYICI(YOKETME YéNTEMi) METODU:

Eger f bir fonksiyon ise, f in sifirlayici tiirev operatdrii

Lf=L(Ly)=0
ozelligi ile
L=aD"+...... +a,D+a,
seklinde ifade edilir. Tersi olarak bu iglemi homojen denklemler i¢in uygulayabiliriz.

Homojen Denklemlere Tekrar bakis

Sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemler;

ay" + o, +ay'+a,y=0
A"+ e, +ar+a,=0
karakteristik polinoma sahiptirler ve kokleri #, 7« ................ , 7, olmak lizere y = e’ g1b1
VisVoserrrorinn , ), seklinde ¢oziimleri vardir. Denklemi D = — kullanarak ta yazabiliriz.
ORNEKLER:

denklem .»" -5y + 6y =0
5 Carpanlart: (r-2)(r-3)  kokler: 2,3 reel ve farkli
polinom :r*—5r +6=0

tirev operatori: AD—2)(D—3)y=0 veya (D*—5D+6)y=0
lineer bagimsiz ¢ozlimler:

yl — er’yz — e3x

genel¢oziim: y = c,e™ +c,e’
ORNEK 2:
denklem : y" +10y"+25y =0

5 Carpanlar: (7 +5)° =0 kokler: -5,-5 katl kok
polinom :r° +10r+25=0

tirev operatéri: (D+5)°y=0 veya (D’+10D+25)y=0
yl — e—S)c’y2 — xe*SX

lineer bagimsiz ¢ozlimler:
T —5x
genelgoziim: y = (¢, +c,x)e
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ORNEK 3:

denklem: y"—4y'+8y =0
5 Carpanlar: (r—2-2i)(r—2+2i)=0
polinom :r° —4r+8=0

kokler: (2+2i), (2-21)
tirev operatorii: (D—2-2i)(D—-2+2i)y=0 veya (D*—-4D+8)y=0

lineer bagimsiz ¢ozlimler:
y, =€’ cos2x,y, = e  sin 2x

oo 9x .
genelgoziim: y = e (¢, cos2x + ¢, sin 2x)

Bu yontem sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri/ olarak™ , iistel
fonksiyon,trigonometrik fonksiyon, polinom, bunlarin toplamlar1 veya carpimlart seklinde olmasi

durumunda uygulanir. D = z seklinde ifade edilir.
t

Ornek olarak
(D+1)y=0 e nin bir ¢oziimidiir . tiirev operatori D+1 e nin stfirlayicisi olarak ifade edilir.

Benzer olarak D* +4  sin 2t veya cos2t nin sifirlayicisidir

(D-3)’=D>-6D+9 €' veyaite’ nin stfirlayicisidir.

Fonksiyon: f(x)=x"e""

L=(D-7)

Fonksiyon: f(x)=e” cos4x
Polinomunkokleri : =1+ 4i bu koklerle polinom: (7 +1+4i)(r +1-4i)=r" +2r+5

L=D’+2D%5
Fonksiyon : f(x) = x"e™
Polinomuniokleri : a(k +1 ¢ok katliligi ile)

Polinom: (r-a)**! L= (D-a)""

Fonksiyon : f(x)=x*e™ sinbx
Polinomunkékleri: a +ib(k+1 ¢ok kathilign ile)

Polinom: ((r—a—ib)(r-a+ib))k” = (P-2ar+(a’+b)F!

L =(D*-2aD+(a* +b*))*!
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BELIRSIZ KATSAYILAR YONTEMINDE YOK ETME YONTEMI ILE COZUM
FORMUNUN BELIRLENMESI

Ly = f nin ézel ¢oziimiinii bulmak igin
(Véze) adimlar

1- fi¢in (sag yanli fonksiyon igin)bir sifirlayict bul ve L olarak adlandur.

2- iLya =0 sifirlayici fonksiyonun genel ¢oziimiinii y, ile gosterelim. y, bulunur.
3- iyh =0 ile homojen denklemin genel ¢oziimii (v;) bulunur.

4

Sonucta ( L v=f) Genel ¢oziimii yn+yser
Ornek:
Y'+4y' +4y=2¢"  L=(D’+4D+4)icin, esit olarak (D+2)’y=2e", veya Ly=2¢"

l.adim:

(sag yanli fonksiyon i¢in)bir sifirlayict L =(D-1)

2.adim :

L =(D-1) operatoriinii y"+4y'+4y =2e" denklemin her iki tarafina uygularsak
(D—1)(D*+4D+4)y= (D —1)(2¢") = di (2e* —1*2¢") =0
X
béylece sifirlayici denklem (D—1)(D+2)*y, =0
stfirlayict denklemin genel ¢oziimii ya=clex+(02+03x)e'2x
3.adim : Homojen kismm genel ¢oziimii yh=(02+03x)e'zx

d.adim: Denklemin ozel. ¢oziimii icin  yse=ci€' segilerek tiirevier alinmip verilen
diferansiyel denklemde yerine yazilarak c;=2/9 bulunur. yse.= 2/9 €'

Ygenel= yh+yﬁze[:(C2+C3X)€_2x+2/9 ex
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