7. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER DENKLEM SISTEMLERI

MATRISLER

Birinci derece lineer diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimiinde
matris kavrami ve ozellikleri dogal olarak ortaya ¢citkmaktadir. Bir
matris A(mxn) seklinde

ay, a,
A= as a,
aml amn

seklinde gosterilir. A matrisinin ‘i’ inci satirt '’ inci siitununda
bulunan elemani aj ile gosterilir. a; ler

reel olabilecegi gibi kompleks de olabilir

A matrisinin satir ve siitunlarinin yer degistirilmesiyle elde edilen
matrise Amin ‘tranpozesi’ denir ve A" ile gosterilir. B

Ayrica aj; ile a;; nin kompleks eslenigi anlasilmaktadir. A a A
matrisinin eslenigi denir .(Eslenik matriste sayi reel ise kendisine
sanal ise ters isaretlisine esittir.)

Ayrica A=A" dir. Burada A" a A mn esi(adjointi)denir.

Ornek:

A=( A J ise A", A ve A*lgb'steriniz.

1-i —-8+3i
AT= 4. l—i' ’ _= 4. 3—51'. A*=A_T= 4‘ 1+i.
3+51 —8+3i 1+i —-8-3i 3-5i —8-3i
ozellikler:

o Esitlik : A(mxn) ve B(mxn) iki matrisin esit olmast icin karsilikli
elemanlar birbirine esit olmalidir
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o Toplam: A(mxn) ve B(mxn) iki matrisin toplami karsilikli
elemanlarinin birbirleriyle toplamidwr. A+B=C Toplamada
degisme ve birlesme ozellikleri vardir

o Sifir matris : biitiin elemanlar: 0 olan matristir

S
|l
© o o o o
© o o o o
© o o o o
© o o o o

(5x4)

o Skalerle Carpim: A(mxn) matrisinin tiim elemanlarinin o skalerle
carpimudir.

o Carpum: iki matrisin ¢arpilabilmesi icin birinci matrisin siitun
sayist ikinci matrisin satir sayisina esit olmaldur.

A(mxn)*B(nxt)=C(mxt) dir. Carpma isleminde degisme ozelligi

yoktur.

e (4B)'=B"A"

e (AB)'=B'4"

o (A)1=4

o (A))=4

o (A4+B)"= A"+B"

A = A" ise Simetrik matris

A"=-A ise ters simetrik/antimetrik matris(kosegenler 0 dir)
A=A" =A ‘ise hermitian matris

A=A =_A ise ters hermitian matristir.

o Bir matrisin izi kosegen iizerindeki elemanlarin toplamina esittir.
Tr(A) ile gosterilir.

Tl"(A)= A1 TAr ) eenienenne. +a,,,

dir. Ters simetrik matrisin izi 0 dir. Tranzpozenin izi kendisine
esittir.
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AL nin hesab

A A .
A=[ 61 12} olmak iizere

22

A'1=(A1_11 - Al_ll Alez_zlJ

0 A5,
drr.
Ornek:
1 2 2 -1
34 0 ) .
A= ise A1=?
0 0 -
0 0 3
Coziim:

detA11=(; i] =-2 A11-1=( 43

_lzj/det A, ile

detd ;=2 )= A12'1=[(2) ;j/detAlz ile
e A 22'1==(_13 :fj/detAzz ile

Vektorlerin Carpimi

Matris ¢carpimlarinin 6zel hali olarak ele alinabilir. Eger A ve B matrisleri (1xn)
ve(nx1) satir ve siitun matrisler ise ve bunlara x' ve y vektorleri denilirse;
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X'y = ixl. Y dir.
i=l
Iki vektoriin ¢arpimu ile ilgili diger bir carpimda ‘skaler ¢carpim’ veya ‘i¢
carpim’ dir. Bu ¢carpim;

(Xy)= i‘,xi;i veya (x,y)=x'y  (eslenik)
i=1

seklindedir. (ox,y)=a(xy), (xy+2)=(x,y)*(x,2),  (x,0y)=a(x.y)
(x,x):i:xl.x_i:|xi|2 xTx:Zn:xl.z
i=l i=1

LINEER BAGIMSIZLIK

x(l), x(z), ............. x®  vektorleri icin ¢, ¢y, ,¢x lardan biri sifirdan

farklh olmak iizere

¢ xP+ () x(z), +ckxk=0
ise lineer bagimhdir. ¢,;= ¢,= =c,=0 ise lineer bagimsizdir.
o x xP ... x® vektorlerinin bagimsiz olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul det(x)=0 olmahdir.

Ornek 1:
1 2 -4
xV=| 2 [x®=|1[x®=| 1 |vektorlerin lineer bagimh olup olmadigim
-1 3 —11
arastirmiz .lineer bagimh ise aralarindaki lineer bagintiyr bulunuz.
1 2 -4
det(x;)=2 1 1]=0
-1 3 -11

x(l),x(z),x“) lineer bagimhdir.

C1 x4+ c x(2)+c3x(3)=0
ile
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1 2 -4Ye) (0
2 1 1 |¢ =0
-1 3 —-1l)\c 0

1 2 —-40

2 1 1 (0| yapilan islemlerle(-2R;+R; vg R;+R;)
-1 3 -11/0

1 2 -4
0 1 =30
0 0 01

mevcut denklem sayisi=2, bilinmeyen sayis1=3 rank=3-2 ,1 bilinmeyen keyfi
olarak secilebilir. buradan c; keyfi olarak se¢ilerek digerleri belirlenir
c;=-1 secilirse

C1+2C2-4C3=0
02-3C3=0

ile

C1=2 ,C2=-3

b) X(1) 3 X(2)_X(3)=0
bulunur.

ORNEK 2: y;=sinx,y,=cosx fonksiyonlarinin lineer bagimsiz oldugunu

gosterin (y; lerin lineer bagimsiz olmasi durumunda Wronski determinanti sifirdan
farkhdir.)

w=(y 1 ?J=(Smx U j=-(sinx)2-(cos2x)=-1¢0

Y Vs cosx—sinx
oyleyse verilen fonksiyonlar lineer bagimsizdir.

o ***Her matris icin anahtar:
cpx” denklem takimini kur 0 dan farkl ¢oziim varsa lineer
bagimhdur.
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LINEER DENKLEM SISTEMLERI

A X171, 0X2 e eeeeeereeeennneeenens +a,x,=k,

n bilinmeyenli n denklemden olusan (1)sistemine ‘cebirsel lineer
denklem sistemi’ denir. Bu sistem basit olarak Ax=K

seklinde verilebilir. Burada A(nxn) matrisi ve K vektorii verilenler,
X ise aranandir.

Eger Ax=K sisteminde

K=0 ise bu sisteme HOMOGEN SISTEM
K=0ise bu sisteme NONHOMOGEN SISTEM
dir.

o Eger Amatrisi nonsingiiler ise(detA=0) Ax=K sisteminin tek ¢oziimii
bulunur.

x=A"*K
o Amatrisi singiiler ise (detA=0) ya ¢oziim yoktur veya varsa tek
degildir. A matrisi singiiler oldugundan tersi yoktur dolayisiyla

yukaridaki gibi bir ¢oziimii yoktur.

o Ax=0 homogen sistemi sifirdan farkli sonsuz sayida ¢oziime
sahiptir

o Ax=K sisteminin ¢oziimii

a, . . a,|K,
[A|K]= a,, a,,
a a |K

nl R nn n
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Genigletilmis matrise elemanter satir islemleri uygulanarak A matrisi ii¢gen
matris(kosegen altindaki elemanlar 0 olan matris) haline getirilir ve
genisletilmis matristen yaralanilarak bilinmeyenler (x; i=I....... n) bulunur.
Bilinmeyenler sistemin ¢oziimiidiir.

Elemanter satir islemleri

1. Iki satirin yerlerini degistirmek

2. Bir satirt skaler sayi ile carpmak

3. Skalerle carpilmig bir satir1 diger bir satirla toplamak

detA=0ise A matrisi elemanter satir iglemleri ile I(birim matrise)
doniistiiriilebilir A matrisinin I matrisine doniistiiriilmesinde
kullanilan elemanter satir islemleri I matrisine uygulanirsa A7

matrisi (ters matris) elde edilir.
( [A| I] genisletilmis matrisi ile belirlenir.)

Ornek

1 1 2

A=|-1 0 1| matrisinin tersini elemanter satir islemleri yardimiyla
2 -1 5

bulunuz.

1 1 2/]1 0 0
[A|1 ]= -1 0 .10 1 0 R;*+R; ve-2R;+R; satir islemleri ile
2 =1 50 0 1

3R;*R; R3/10

1 1 21 00 I 1 21 00 1 1
0 1 31 1 O0|—>|0 1 31 1 0j—>|0 1
0 -3 12 0 1 0 0 101 3 1 0 0

—_ W N
5|,_.,_. [S
5|w»—‘ e
S|l—o o
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_-3R3+R2 Ve-2R3+R1 } -1 *R2+R1

8 -6 -2 -7 1

1121t 0 o0 1 1 0/10 10 10 1 0 0/10 10 10
0131 1 o0|slo1 ol L Z3|5fo1 oL L 23
0o o L 3 1 0 0 [0 10 10 0 o (0 1010
10 10 10 131 13 1
i 10 10 10] | 10 10 10 |

[I1A™]

Matris Fonksiyonlar:

Bazen vektorler ve matrisler ,elemanlar: ‘t” degiskenine bagli fonksiyonlardan olugacak
sekilde tanimlanabilir. Bu durumda bir vektor ile matris

x, (1) a, () . a,()
x)y=| . [A@)=

‘xn (t) anl (t) . ann (t)
formunda yazilir. Bu sekilde tanimlanmis bir A(t) matrisinin tiim elemanlar1 bir t=t,

noktasinda veya a<t<[} araliginda siirekli ise A(t) ye siirekli denir. Benzer sekilde A(t) nin
her elemani diferansiyellenebilir ise A(t) ye diferansiyellenebilir denir. ve

d4 (da; . o .
I = d‘ seklinde tanimlanir. A(t) nin integrali ise;
t t

b

iA(t)dt = j a, (t)dt

a

dir.

sint ¢t ; b
A(t)= ise A (t) ve j A(t)dt =?

1 cost ’

; t 1

A (t)= (COS ' Jise ve

0 —sint

V4 2

% —cost t°/2 1 #*/2) (1 0 r_
jA(z)dz:{ g j :[ d ]+( j: 2
7 t —sinz )| \7 0 0 0 0

Analizin bir¢ok kuralh matris fonksiyonuna genisletilebilir. Bunlar asagidadir.

i(CA)=Cd—A C sabit i(AJFB):d_Aer_B
dt dt dt dt  dt
i(A.B)=Bﬁ+Ad—B
dt dt dt
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Ornek

2x 1 +4x 2+3x 3+2X4=2
3x 1 +6x 2+5x 3+2X4=2
2x 1 +5x 2+2x 3= 3X4=3
dxt5x,t14x;t14x,~=11 denklem sistemini ¢oziiniiz.

2 4 3 2|2
36 5 2|2
[A|K]:2 5 2 -3[3
45 14 1411

2.satirla 3 satir1 yer degistirelim

2 4 3 2[2]R
[A|K]:2 5 2 -3[3|R,
36 5 2(2|R,
4 5 14 14[11|R,

(-)R;+R,, (-3/2) Ri*+R;ve (-2) R;+R, satir islemlerini uygular ve
daha sonra 3 satwrr 2 ile carparsak(2*R;
2 4 3 2|2
lem—1 —%h1
0 .1 =2/-2
0 -3 8 10|7

elde edilir. Daha sonra da sirasiyla (3R,+Ry), (R4/5) ve (-R;+Ry) satir
islemleri ile

[4]=|

2 4 3 212
01 -1 -5/1
[A|K]:oo 1 —2]-2
00 0 14

elde edilir. x3-2x,=-2
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R-2R, [2 4 3 0]-6 R-3R, [2 4 0 o|-24
R,+5R, [0 1 -1 0|21 R,+R, |0 1 0 o027
R+28, oo 1 o6 Y & Tloo1 os

R, 00 0 14 R, 000 1|4

elemanter islemlerle

I 0 0 0]-66

0 1 0 027

001 o6 x;=-66, x,=27, x3=6, x,~4 bulunur.x,,,
0 0 0 1|4

Bu forma ‘Gauss Jordan Eleminasyonu’denir.

ODEV
1) A*x=K icin

3X1-X2+2X3=4
2X1+X2+X3=-1
x;+3x, =2 sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

2) A*x=K Seklinde

13
417
111
1|H

k]

—_— O W =
B \O 2R \O I \O
—_ N = W

a)sistemin c¢oziilebilmesi icin H=? (H=5/2)
b)genel ¢oziimii hesaplayimz.

3) A*x=0 homogen

2 -6 7 8|0

4 —-13 5 -1)0

denklem sistemini ¢6ziiniiz.

g:iiziim: (X3=Cl s X4—C2, X2=-(9C1+17C2), X1=-((61/2)C1+55C2)
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4) A*x=K sisteminin genel ¢coziimiinii hesaplayimz.

12 -1 4 X,

A=|2 4 3 K=| 5 X=| x,
-1 -2 6 -7 X,

1 2 -14

2 4 3|5

-1 -2 6|-7

(-2R;+R;) ve ( Ri+Rj3 ) satir islemleri uygularsak

1 2 -1 4
0 0 5 -3
0 0 5 -3

buradan (R;-R3) ve (R,/5) ile
-1 4 ki@, O
— 1 ik
375 ve R, +Rjile 00 375
0 0 O

[ R

2
0 1
0 0

Bilinmeyen sayisi(n)=3, elimizde gercekten var olan denklem sayisi(u)=2 o
halde rank(r)=2 dir. (rank= elimizde gercekten var olan denklem sayisidir)
(n-r) tane keyfi parametre secilebilir Bu durumda bir bilinmeyeni keyfi
olarak secebiliriz.
x;+2x,=17/5

X3=-3/ 5

Ozel ¢oziim icin (A*x=K nin ¢6ziimii)

X1+2X2=17/5

X3=-3/5
den x,=c secersek x; =17/5-2c¢ olur.
X, 17/5-2c 17/5 -2
X= Xozel +Xhom0jen =X = c = 0 +c| 1
X, -3/5 -3/5 0
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Verilen sistem A*x=0 (homojen olsa)

X]+2X2=0
X3=0
olurdu.

homojen ¢6ziim i¢in (Xyomojen) X3=0, X2, X; i istedigimiz gibi sec¢ebiliriz.

x,=c secersek x; =-2¢ olur.

X, -2c -2
Xhomojen =| X, |=| € |=¢ 1
X, 0 0

Odevlerin ¢oziimleri

1)
3 -1 2 4
A4=2 1 1 K=|-1 A*x=K
1 3 0 2
R (3 -1 214 1 3 02
R,|2 1 1j-1{ 1Ll.satinn3.satirla yer degistirelim|2 1 1|-1
R, (1 3 02 3 -1 2|4
R, I 3 02 R, I 3 02
—2R +R, |0 -5 1]-5 R, 0 -5 1|-5
~3R +R, |0 —10 2|-2 ~2R,+R, |0 0 0|8

0#8 olamaz. Det(A)=0 COZUM YOKTUR.

2) A*x=K sistemi
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1 2 3 1|3 ]|R R, 1 2 3 1] 3
3 2 1 4|7 |R, ~3R, +R,|0 -4 -8 1| -2
4K ]
0 2 4 1/1]|R, R, 0 2 4 1|1
1 1 1 1H|R, ~R +R, |0 -1 -2 0|H-3
R, 12 3 1 3
R, /-2 0 2 4 -1/2| 1
R, 0 2 4 1 1
2R, 0 -2 -4 0 2(H-3)
R, 12 3 1 3
R, 0 2 4 —1/2| 1
~R, +R, 000 3/2| 0
R, +R, 0 0 0 -1/22H-5
(3/2)x4=0— x4=0
-1/2 x4=2H-5 2H-5=0 H=5/2.
H=5/2 yerine konursa
1 23 13 R |1 223 113
0 2 4 —1/2|1 R, |0 2 4 -1/2[1
0 0 0 3/210 2/3R;{0 0 O 1 10
0 0 0 —-1/2/0 2R, |10 0 0 -110
R, 1 23 13
R, |0 2 4 —1/2]1
R, |10 00 110
R,—R, |0 000 0|0

n=4 rang(r)=3 n-r=1 keyfi parametre secilebilir
x4=0 x;=¢ secelim
X1+2X2+3X3+X4=3

2x,+4x3-1/2x4~1 2x,=1-4¢  x,=(1-4¢)/2=1/2-2¢
x1+2((1-4¢)/2)+3c¢=3 x;+1-¢c=3 x;=c+2
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genel

2

1

- 2
Xyt = =2 =2 |+c olur.

1

0

Xgenel= Xoze +Xh0m0jen

homojen ¢oziim icin:(A*x=0 sistemi)

x=0  x=c secelim

X1+2X2+3X3+X4=0

X, c 1
-2 -2
2 HX1/2X=0  2x,=de  xp=2¢ xo.=| 2 |=| |=c
Xy €
X, 0 0

x;+-4c+3¢=0 X{-C= X;=C

3) A*x=0 homogen

)

denklem sistemini ¢oziiniiz.

¢coziim:
R, R, 2 -6 7 80
R, 2R +R, |0 -1 -9 -17/0

n=4 rang(r)=2 n-r=2 keyfi parametre secilebilir

2 -6 7 8
4 -13 5 -1

2 -6 7 810
4 ~-13 5 -10

X4=C, X3=¢; secelim

2X1-6X2+7X3+8X4=0
-X2-9X3-1 7X4=0

X2=-(901+1 7C2 )
X;=-(61/2¢ {+55¢,) olur.
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Xgenel—

Bir Matrisin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

=
(S}
|
|
\O
Y
I
[a—
3
)
(S}

det(A-/l])=0 ile karakteristik denklemin kokleri (6zdegerler) hesaplanir ve herbir kok i¢in bulunan
sifirdan farkli ¢oziimlere ise 6zvektorler denir

Ornek:

-2 1

|
A= ( j matrisinin 6zdegerleri ve bu ozdegerlere karsi gelen ozvektorleri bulunuz.

Ozdegerler

-2 -27
=A"-22-3=0 A=3

-2 1-4

A=3 ozdegeri icin

ol

Ar=-1 i¢in ozdegeri

A

Ary=-1 (farkh 2 reel kik)

X117=X21

X12=X22
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Ornek:

4 2
A= (3 3] matrisinin 6zdegerleri ve bu ézdegerlere karsi gelen dzvektorleri bulunuz.

Ozdegerler

{4—/1 2

; 3 ,1i| =2 70+6=0 A,;=1 A=6 (farkl 2 reel kik)

Ar=1 ozdegeri igin

4-1 2 Tx,7 [0 o s , 3
= X11—=4X. Xi1—=C 1se X;=——-—C olur
3 3_1 x21 0 11 21 11 21 2

Ar=6 ozdegeri icin

4-6 2 Tx,| [01[-2 2T=x,] [0 _
= = X127=X, X2 =C 1se X =¢C
3 3-6x,| [0l 3 -3]x,| |O whe e i
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7.4. Lineer ve Sabit Katsayih Diferansiyel Denklem Sisteminin Matrisler
Yardim Ile Coziimii

dx
7; =a;Xrtapx,taX;., 11X (1)
dx
7; =ayXrtaxxtazx;............ + Xy H2(1)
dx

7; = anl xl+an2x2+o..o..o..ooooooooooocoooo+ann-xn+f;l(t)

seklindeki bir sistem, sabit katsayili lineer ve homojen olmayan bir sistemdir. Bu sistemde
ﬁ(o=ﬁ(v= 0000000000000 00 =‘/;1(t)=0 lse
ise sistem ‘homojen sistem’ adin1 alir.

Homojen olmayan lineer sistemin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in, 6nce homojen sistem ¢oziiliir sonra da

homojen olmayan sistemin bir 6zel ¢dziimi aranir ve bunlar toplanir. Bu sistem matrisler yardimiyla

[ dx, | ) o .
dt ay G - - 4y |1 X S @)
B Qyr Ay - - Gy || Xy 12 (1)
dt | +
d).C” _anl an2 R ann __xn_ _fn (t)_
L dt |
Sistemin kapali formu
d
X _ Ax+H(t)
dt
olur. Sistem Homojen ise, yukaridaki ifade
d
Z_Ax=0
dt

seklini alir.
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Homojen Sistemin Coziimii I¢in

det(A-/l])=0 ile karakteristik denklemin kokleri (6zdegerler) hesaplanir ve herbir kok i¢in bulunan
sifirdan farkli ¢oziimlere ise 6zvektorler denir 6zvektdrler bulunarak homojen ¢6ziim elde edilir.

Odev:
0 1 1

A=|1 0 1 |matrise kars1 gelen 6zdeger ve 6zvektorleri bulunuz.
1 10

Hermitian Sistemler

Matrislerin 6nemli bir alt sinifi kendine es veya Hermitian matrislerdir. Bu matrisler A"=A yani

a; = a; kosulunu saglarlar.

Hermitian matrislerin bir alt sinifi da simetrik reel matrislerdir. A'=A sart1 saglanir. Hermitian
matrislerin 6z degerleri ve 6z vektorleri agagidaki kosullart saglarlar.

Boylece eger 6z degerler basit ise(katlilig1 bir olan) onlara karsi gelen 6z vektorler ortogonal (dik)
vektorler climlesi olusturur. (her 6z vektor bir digerine dik)

Eger A matrisi reel ve simetrik bir matris ise ozdegerleri reel ve bu oz degerlere karsi gelen 07
vektorleri de reel degerli fonksiyonlardur.

Teorem 7.4.1

) 0]

Eger x ve x? 6z vektorleri x =A(t)x homojen sisteminin ¢oziimleri ise ve keyfi ¢, ve c, sabitleri
icin ¢; XV +¢;, xX® kombinasyonu da bir ¢oziimdiir.

' 11 ) 1 3t _(2) 1 ~t
X = 4 1x sisteminin iki ¢oziimii x"’ (¢) = 5 e, x ()= 5 e dir

1

1
teorem 7.4.1 den X= ¢, (2j€3t + cz( 2Je_t =¢; x +¢, x?

n. mertebeden x=A(t)x homojen sistemin n tane ¢oziimii x'" , x? ,...., x™ olsun ve X(t)
matrisinin siitunlari(kolonlary), x® (t), x® (t),...., xX™(t) vektorleri olsun.

x, (@) x, (@) . x,(0)

X(t)= .x21(t) ' - X0 olsun.

x,,(t) . .ox,, (1)
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Bu X(t) determinantina x , x? goeeey x™ ¢oziimlerinin Wronskioni denir. ve

w[x?, x? ..., x™] =det(X) ile gosterilir.

xV, x® yovers X ¢oziimlerinin lineer bagimsiz olmasi icin gerek ve yeter kosul

W[ x®?, x? ..., xX™] 20 olmasidir.

Teorem 7.4.2.

Eger xV, x? ..., x™ vektor fonksiyonlar1 x =A(t)x homojen sistemin o<t<p ya ait her noktada
lineer bagimsiz ¢oziimleri ise, bu takdirde homojen sistemin her x=¢(t) ¢6ziimii

xP, x@ ..., x™ lerin lineer kombinasyonu olarak
o(t)=c1 XV ()t XP(t)Fuunnnrrrrnnnn. +eax™(t)

tek tiirlii belirlenir.

Teorem 7.4.3.
Eger xV, x? ..., x™ a<t<p arahg iizerinde x =A(t)x homojen denkleminin ¢oziimleri iseler bu
takdirde bu arahikta W[ xV, x? ..., x™] ya 6zdes olarak sifirdir ya da hicbir yerde sifir
degildir.

Not:

X =A(t)x homojen denkleminin keyfi bir xV', x® ....., x™ ¢oziimlerinin ciimlesi o<t<p arahgimmn
her noktasinda lineer bagimsiz ise bu arahkta x 5 x? yreeey X ¢oziimlerinin ciimlesine temel
ciimle denir.

Teorem 7.4.4.

1 0 0
0 1 0
o = Je? = S e =
0 0 1

olsun Ayrica xP, x? ....., x™ ler t, noktasi o<t<p araligina ait keyfi bir nokta olmak iizere x

(to)=e"eerrirerinnne ,eaX(to)=¢™ baslangi¢c kosullarim saglayan x =A(t)x homojen sisteminin
¢oziimleri olsun. Buradan x® . x? yeeeey X Jer x =A(t)x homojen sisteminin ¢éziimlerinin temel

ciimlesini olusturur.

1

det(A-ﬂJ)=0 ile karakteristik denklemin kokleri (6zdegerler) hesaplanir ve herbir kok i¢in bulunan
sifirdan farkli ¢oziimlere ise 6zvektorler denir 6zvektdrler bulunarak homojen ¢6ziim elde edilir.

FARKLI IKI REEL KOK VAR ISE ~ (rL,r2=4; 1)

NP 7t
Ygenel= €1y, €™ TC2y, €7
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KATLI KOK VAR ISE (rl1=r2=r=3)
— . At - At
ygenel_ Ciy € +c2( N t+ Y2 )e

KOKLER KOMPLEKS ISE  (r1=(a+iB), r2=(c-iB))

QB
e(cx—iB)t

=e*(cospt-isinft)
=e*(cosPt+isinpt)

- -

— -ip)t +iB)t
Ysene=€1 e " +Cy, e "

7.5. LINEER DENKLEM SiSTEMLERININ COZUMU

I -1 0
y=1 2 11|y diferansiyel denklem sisteminin genel ¢dziimiinii bulunuz.
-2 1 -1
Coziim:
y’=Ay det(A-AI)=0 olusturularak 6zdegerler:

dett 1 2-2 1 |=(1-W[-QC-V)IAH-(1+0)F2]=(1-0)(A2-A-2)=0

M=l S A=2 L, As=-1 (3 farkl reel kok)
A=1 - icin 6zvektorler
0 -1 0 |y, 0 Yu =0
1 1 L |y, |=]0 YutYu+tys =0 Y=y
-2 1 =2y 0 =2y, + Yy, —2y;, =0
N Y 1
ylzy(l):ylz Yu|=|0
Y31 -1
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A=2 icin ozvektorler

-1 -1 0 [y, 0 Yo+ ¥y =0
1 0 I |y,|[=]0 Yoty =0
-2 1 =3y 0 =2y + Yy =3y, =
N Vi
Y2 :y(Z):yzz Yn
V3
Ay=-1 icin 6zvektorler
2 -1 0y, 0 2y; 3=y =0

I3 1|yy 0 Vi3 3y + 53 =0
-2 1 0]y, 0 —2y;3+yy; =0
Lo |
¥ =y =y =| vy
V33

Farkli reel kok olmasi durumunda

Yo =7V
Y ="V
0
1
-1
-1
Y =213
Vig= =1,
1
2
-7

~ it - Aot - At
Ygene= €1, €™ tCy, e +c3y, e”

1

=7

diferansiyel denklem sisteminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

idi.
1 1
), genel=c1 O ex+c 2| — 1 ezx+c 3 2 e_x
-1 -1
1 1 1
y=l2 1 -1l
~8 -5 -3
Coziim:
y’=Ay det(A-AI)=0 olusturularak 6zdegerler:
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1-4 1 1

detf 2 1= =1 |=(1-W[(1-R)(-3-1)-5]-[2(-3-1)-8]+[-10+8(1-1)]=-A -2 +4A+4=0

-8 -5 -3-4

M=2 ,A=-1 ,A5=2 (3 farkli reel kok)
A1=-2 i¢in
3 1 1]y, | 0] [3 1 1 R,

2 3 —1||yy,|=|0] |0 7/3 =5/3|-2/3R, +R,
-8 =5 —1||yy,] |0] [0 =7/3 5/3 | 8/3R +R,

301 1 R, 3ty =0 ¥ :%y31
0 7/3 -5/3 R, . "
_0 0 0 |R, +R, 7/3y,,—=5/3y,, =0 i =7J’31
y31=7 segersek
N Vi -4
VWEW=[Va|=] 03
Vi 7
)\.2=-1
2 1 1 Vi 0 1 1 2 1 1 2 1 1
2 2 —=1|lyn|=|0 o 1 -2(10 1 -2 01 -2
-8 =5 =2|y, | |0 0o -1 21{|0 -1 2 0 0 O
2y12ty22+y3:=0
y22-2y32=0 Y22:2Y32 2}’12:-3}’32 Y= -3/2 Y32
3= 2 secersek
N Y2 -3
Vo=V T | V2 | T
V3 2

-1 1 17[ys] [o
2 =1 —1||yy|=|0 0o 1 11lo0
~8 =5 —=5(|y,| |0 0 -13 -13]| 0

Yiztyastyss=0
Y23 1Y33=0 Y23 =-Y33 yi3=0
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y33=I secersek

N Vi3 0
Vs =Y = Vs | =1
V33 1

Farkli reel kok olmasi durumunda

z At - Ayt N At
Ygene= C1), €7 tcyy, e +c3y, e”
idi.

~4 -3 0
ygenel=cl 5 e-Zx +cZ 4 e _x+C3 — 1 ezx
7 2 1

Hermitian Olmayan Sistemler
Eger Amatrisi hermitian degilse,
x'=Ax

sisteminin ¢dziimlerini bulmak daha karmasiktir. A nin reel matris oldugu kabul edilirse, Amatrisinin
0zdegerleri i¢in ii¢ durum olusur.

1) Ann tiim 6z degerleri reel ve farklidir. Sistemin genel ¢6ziimii

—

- -
Xgenel= €17, € +€2 1, € FurerervrvvserennentoCp y, €7
dir.
2) Anin bazi 6zdegerleri kompleks eslenikleri ile bulunur.
3) Anin bazi1 6zdegerleri katli bulunur.

7.6. Kompleks Ozdegerler

x'=Ax

sistemi ele alinsin. A matrisi reel degerli olsun .Bu durumda det(A-A1)=0 karakteristik
denklemin katsayilari reel olacagindan, karakteristik denkleminin kékleri olan ézdegerlerin bir
kism1 kompleks eslenikleri ile bulunabilir Ornek olarak A nin ézdegerleri(Kokler )kompleks ise

(A=a+iP , A;=0-if ) bunlara karst gelen izvektorlerde kompleks esleniklidir.
( x, =atib, x, =a-ib ) a, b reel

Dolayisiyla ele alinan diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

N

R
xP@=cyx, e x?@)=)=c1x, e™
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X, =(atib) ve )\1=0L+i[3 Oldugu dikkate alinarak x” () reel ve sanal kistmlara ayrilirsa

xPW=e” (acos ft —bsin Br) +ie” (asin Bt +bcos Bt) olur.

Kisaca yukaridaki esitlikte reel kismina u(t) ve sanal kisma v(t) denirse (u(t) ve v(t) reel degerli
fonksiyonlar)

xP@)=u@+iv()

seklinde elde edilir. Ornek olarak A min iki 6zdegeri ( Aj7=o+if , Ay=a-if ) ve diger tiim
ozdegerleri reel ve farkl ise, genel ¢oziim

X’

=AXx

enel= €1 U(t)+c ,v(t)+ c3y e Mt+ C4y2€ A2t+
Ye Yy y

L,
X diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiini bulunuz.
2
L N X K
det(A-L)=0 olusturularak dzdegerler: X =
X1 X
1
| =\*+A+5/4=0
———2
2
A=-1/2+ , Ap=-1/2-1 kompleks kok

A1=-1/2+i'i¢in ozvektorler

|

-1
-1

L | x, 0 > X 1
: = -ixu=-x21 x11=1 ile X, = = .
—i || xy 0 Xor] !

A=-1/2-1 i¢in 6z vektorler

|

i
-1

1

1

|

X1z 0 . . 7| e 1
= ix12tx2,=0 IX17=-X22 X, = =l .
X5, 0 Xy | |1
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Not: Kompleks kok durumunda bir kok icin ¢o6ziim yapmak yeterlidir, ,ikinci kokiin ¢oziimii icin sadece

ilk kompleks kok icin bulunan ¢éziimdeki sanal kisimlar isaret degistirir.

Genel ¢oziim:

- _iB)t - +iB)t
Xgene=C1 X, @Bt ¢ x, e B

seklindedir.

1| (124 1 1/24
Xgone= CIL] pC12 Y ¢ L l] 12t

"= (cost+isint)
e V= ?(cost-isint)

N N - L -
Xgene= C1| _ | € (cost+isint)+ ¢;| | e “(cost-isint)
i —i

-t/2

Xgenel= €1 € (cost+isint)+ ¢, e?

-t/2 -t/2

(cost-isint)+ ic; e “(cost+isint)-i c; e “(cost-isint)

_e'? [(e1tc2)cost+i(es-c3)sint]+ e [i(c1-c2)cost-(ci+cz)sint]

(c1+e2)=C;4
i(c1-¢2)=C; pERSEK

-2 . -t2 . cost ) ) sint) _, ),
Xgene= € [Crcost+Cosint]+ e “[Cycost-Cysint] =c, . e+, e
—sint¢ cost?

VEYA

et =a 2o ost-+ising)

) Ll . .

X ()= | € “(costtisint)
1

X (l)(t) reel ve sanal kisimlara ayrilirsa

cost sint
= e+ e =u(t) +iv(t)
—sint cost
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u(t) ve v(t) bulundugundan x(l)(t) eslenigini bulmadan da genel ¢6ziim bulunur. Buradan
ele alinan diferansiyel denklemin genel ¢éziimii

cost | _,,, sint)
Ygene= €1 U(t)+c 2v(t)= ¢, e +c, e

—sint cost

1 0 O
y =21 =2y diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
3 2 1
Coziim:
y’=Ay det(A-AI)=0 olusturularak 6zdegerler:
-2 0 0
detf 2 1-4 =2 |=(1-M)[(A-L)(1-R)+4]=(1-L)(A*-2A+5)=0
3 2 1-4
}\.1=1 ) )\,2=1-2i , )\,3=1+2i
A=1 i¢in
0 0 0|y, 0
20 =2||y,y|=|0 2y =2y, =0 Vi1 =Ysi V21=-3/2 y3;
32 0]y 0] 3y +2y, =0
I AT 2
V=Y =Yy =3
Vi 2
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A=1-2i i¢in 6zvektorler

200 0 |ly, 0 2iy;, =0 Y =0
2 20 =2y |=|0 2y, +2iyy =2y, =0 yy =-iyy, yar=lise
32 2|y, 0 3y, +2y,, +2iy;, =0
N Y12 0
Vo =Y, TV | =
N V3 1

As=1+2i icin 6zvektorler

-2 0 0 ||y 0 —2yi;; =0 Y3 =0
2 =2 =2||ys|=]0 2y =2y, =2y, =0
3 2 2|y, 0 313425 —2iy;3 =0y =iy
Lo | 0
V3 =Yy TV | =
) V33 1

Not: Kompleks kok durumunda bir kék icin ¢6ziim yapmak yeterlidir, ,ikinci kokiin ¢éziimii icin sadece
ilk kompleks kok icin bulunan ¢éziimdeki sanal kisimlar isaret degistirir.

Genel ¢oziim:

ey . -ip)t =z +B)t
Ygenel= €17, €'+ €27, e@ Pt cyy, P

seklindedir.

2 0 0
Veene= 1| -3 |+ ¢, [—i| "+ ¢ || e

2 1 1

e@ P = e™(cosBt - isinpt)

P = e™(cosBt + isinpt)
idi
(142i 1-2i igin)

e(l'z?t = e'(cos2t- isin2t)
e"™'= e'(cos2t + isin2t)

g (-i) e(1-2i)t_|_a (i) 12t et(_g o2t +g el (i2=-1)
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=e'(- ¢, (icos2t-sin2t)-c, (icos2t+sin2t))
=e'Ti(c, -¢, )eos2t-(c, +c, )sin2t
i(c, -c, )= ¢, ~(¢, +c¢, )=c; ile gosterirsek
= e'(cycos2t+c3sin2t)
c, eM o o= el(cos2t-isin2t)+ c, e'(cos2t+isin2t)
=e'[(c, +c, )cos2t+i(c, -c, )sin2t)
(c;-c, )= ¢, -(¢, +¢, )=c; ile gosterdigimizden

= e'[-c3c082t+c,sin2t)]

2 0 0
Ysene™ €1 -3 et+ ¢, | — e(l‘Z')t + Z ; e(1+21)t
2 1 1
2 0 0
Ygener™ €1 =3 e'+ ¢y| cos2s | e+es| sin2r |e'
2 sin 2t — cos 2t

VEYA

A=1+2i icin 6zvektorler

-2t 0 0 [|¥s 0 —2yi;; =0 yi3 =0
2 -2 =2 yy|=|0 2y, =20y, =2y5, =0
3 2 =2y, 0 3032y =20y =0y =iy
N Vi3 0
Yy =y, =|yy|=] 1
. V33 K
olsa
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0 0

1 | e veya | 1 | e'(cos2t + isin2t) ile reel ve sanal kisimlara ayrilirsa
-1 -1
0 0
x(t)=| cos2t | e+i| sin2¢ |e' =u(t)+iv(t)
sin 2t —cos 2t

(u(t),v(t) bulundugundan x?(t) nin eslenigi bulunmadan da genel ¢6ziim bulunur) genel
¢oziim: ¢; , ¢, , ¢3 keyfi sabitler olmak iizere

Ysene= C1y1€ At +c; U(t)+c 3V(t)

2 0 0
Yeene= €1| —3 e +C,| cos2t et+c3 sin2r |e'
2 sin 2¢ —cos2t

7.7. KATLI KOK DURUMU

r=A ozdegeri , Amatrisinin kathh iki olan bir 6zdegeri olsun ve bu 6zdegere karsi gelen
-
birtane x, ézvektorii olsun Bu durumda sistemin ¢éziimii

)= x, " 1)

5
seklindedir. Ve x, vektorii

N
(A-AD) x, =0 2)
denklemini saglar . Sistemin ikinci ¢oziimii

— —
x?@= x, t"+ x, " 3)

- -
seklinde aramir. (3) denklemindeki x, (2) denklemini saglar, x, ise

(A'AI) xz =x1 (4)

den bulunur. kisaca 2 kath kék durumunda bulunan ilk ¢oziim, esitligin sag tarafina yazilarak
ikinci kok degeri icin ¢oziim elde edilir. Genel ¢oziim

At - At
Xgene= €1 X7 (1) + C2x?(®)=¢1 x, €"+¢3(x, t+x, )e
dir.
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r=A_ozdegerinin kathhginin ii¢c olmasi durumu

1. durum

- > -

r=A ii¢ kath 6zdegerine x,,x, ve x, lineer bagimsiz ézvektirleri karst gelsin . Bu durumda
lineer bagimsiz ¢oziimler

1 z A
xPw= x, &
-

x?w= x, "

3 7oA
xPm)= x, "

seklindedir.
IL.durum

r=A ii¢ kath 6zdegerine karsi bir tane lineer bagimsiz 6zvektoriin karsi geldigi
varsayllsin. Bu durumda ilk ¢oziim

N

xP@)= x, " (5)
ile, ikinci ¢6ziim

- A - A

x?@)= x, te"+ x, & (6)

ile ve iiciincii ¢coziim ise
3 - 12 A 2 A - A
x?)= x, 5e'+ x, tet+x, e (7)
- - -

ile bulunur. (7) denklemindeki x, (2) denklemini, x, (4) denklemini saglar ve x, ise

- -

(A-AD) x, = x, )

- - -

denkleminden belirlenir. (8) denkleminin ¢oziimii x, e gére bulunabilir. x, ve x, vektorlerine

‘genellestirilmis ozvektorler’ denir.

ILdurum

r=A ii¢ kath 6zdegerine karsi iki tane lineer bagimsiz x, ve x, 6zvektorleri karsi

geliyorsa, ele alinan denklem sisteminin iki ¢oziimii
-

7oA
x?= x, "

seklindedir. Uciincii ¢oziim ise

N
= EteM'+ x, &
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Burada &=¢1xV@) + cyx?) secilirse
(A-AD) x, =& 9)

denklemi ¢oziilebilir. 1 V€ € Oyle secilebilir ki (9) denkleminden x, ¢oziilebilir. Buradan

x? ), x? @t ve x? (t) coziimleri r=A ozdegerine karsi gelen lineer bagimsiz ¢oziimler olurlar.

Ornek:

-1 =1)-
X = |:1 3 :| Xx diferansiyel denklem sisteminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

Coziim:
X’=AX det(A-AD)=0 olusturularak 6zdegerler:

(1-2) -1

=(1-1)(3-M)+1=A7-4A+4=(1-2)"=0
1 (3-4)
M=2 0, =2 2 katli kok

A=2 i¢in

-1 -1 x; 3 0

11 |x,]| [0

X117=X21

1

1] [-1 -1
“11 [0 o

2 katli kok durumunda bulunan ¢éoziim { J esitligin sag tarafina yazilarak ikinci kok degeri icin

¢ozitm elde edilir

s S I

1
0

} -Xp-X2=1
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Genel Coziim 2 katli kok olmast durumunda (A= A,=A)

M - 7 Nt

1 1 1
Xgenel= C1 |:_ 1:| e2t+c2( |:_ 1j| X+ |:_ 2:| )e2t

idi.

7.9. HOMOJEN OLMAYAN LIiNEER SISTEMLER

Kosegenlestirme(Diyagonallestirme) Metodu

dx
& AxH(0) 1

formundaki sistemin ¢6ziimii aranir. Bu islem i¢in

e A matrisinin 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler bulunur
e Kolonlar1 bu 6zvektorlerden olugan T matrisi olusturulur, bu T doniisiim matrisi ile

X X Xin
Xop X X2,
X X X X - - -
31 X3 X3 3
T= "= T:(x1 X, xn]
xnl xn2 . N xnn
x=Ty 2

olacak sekilde yeni bir y bagimli degiskeni tanimlanir. Bu ifade x'=Ax+f(t) de yerine konursa
Ty'=ATy+(t)
olur. Bu denklemin her iki tarafi T garpilarak

y'=(T"'AT)y+ T"'f(t)=Dy-+h(t) 3

DIFERANSIYEL DENKLEMLER UFUK OZERMAN 7/12/2006 149



denklem sistemi elde edilir. Bu esitliktediki D matrisi Anin 6zdegerlerini kdsegeninde
bulunduran bir matristir.

A 0 0
-1 0 2 O
D=T"AT =
. 0
0 O A,
(3) sistemi n tane yi(t),............. ya(t) denklemlerinin bir sistemidir. Kisaca (3) sistemi skaler
formda
V. = A4y, ) +h, (1) K=1,23 oo n 4
seklinde yazilabilir. Buradaki /1, (¢) ler fi(t),............. fa(t) lerin belli bir lineer kombinasyonu
seklindedir.4 denklemleri k=1,2,3,.................... n i¢in birer birinci mertebeden liner denklem

olduklarindan, birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin aranmasi teknigi ile

¢Oztimleri bulunur. ci lar sabit olmak tlizere

t
y, (1) =e™ J.e_l”hk (s)ds +ce™ k=1,231...... n 5

tU

elde edilen yi(t) ler dikate alinarak (5) sistemi T donusum matrisi ile
carpilarak (x=Ty de) (5) in sag tarafindaki integralli
terimden (1) sisteminin 0zel ¢oziimil, ¢, den ise X’=AXx
homojen denklem sisteminin genel ¢6ziimii bulunur.

Ornek:

21 =12 | ™
b ={4 2} X+ { 5 l} diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiinii kosegenlestirme metodu
- —ze

kullanarak bulunuz.

Coziim:
x’=AXx det(A-AD)=0 olusturularak 6zdegerler:
1-2) 1 ,
=(1-A)(-2-1)-4=L"+\-6=0
4 (=2-2)

M=-3 0, =2 2 farkli reel kok
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4 1 0
T = 4x11=-X21
4 1| x, 0

I I I SIEH

I 1
Ozvektorleri igeren matrisi T ile gosterirsek T=|: 4 J
X=Ty —> x'=Ax+{(t) de yerine konursa
Ty'=Aty+f(t)

olur. Bu denklemin her iki tarafi T ¢arpilarak

y=(T'AT)y+ T f(t)=Dy+ T"f(t) D= {‘03 (2)}

T in hesabi
111 o] o[t 1t o] 11 o oY% Y
{—4 1‘0 1}—{0 5‘4 1}_{0 1% %}_)[0 1‘% JA
1/ -1
T! =V 4] y’=Dy+ Tf(t) olusturulursa

A e A

2t

43 —le’ +ge
Vit 5 5

, _ 2
Y, =2y, =—e ' - ge’ integrasyon ¢arpam yardimyla

5
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t

re] - Le

4 1 2 2
[yze_”]:—e —Ze' > ye =—§e_ +§e +c, y2=——e_2’+§e’+czez’

bulunur. Buradan

]

Bu sistemin her iki tarafi T doniigiim matrisi ile carpilirsa genel ¢ozim(x=Ty)

1 -2t + 1 t+ =3t 1 t =3t 2t
X=Ty={ 1 1} Ae %Oe ce :{Ae +ce " +e,e }

-4 1||- %e‘z’ + %et +ce’ | | —e ™ —dee +c,e

veya

ST e

Parametreleri Degisimi Metodu

dx
_— +
7 Ax+H(t)

diferansiyel denklem sisteminde

x’=Ax homojen sistemine karsi gelen i temel matrisinin bulundugu farzedilsin.
Homojen sistemin ¢oziimii x,= @(t) ¢ seklinde oldugundan c yerine u(t) yazilarak

x= y(t) u(t)

seklinde ¢oziim aranir, u(t), W(t) u'(t)=f(t) kosulu saglayacagindan u’i(t) ler
ve bunlardan integral alinarak ui(t) ler belirlenir. Ve x= y(t) u(t) yerlerine

konarak genel ¢6zum elde edilir.
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dx,
— =X, —2x, +cost

dt
dx, , L
o =-2x, +x, —sint sistemini ¢oziiniiz.
1-4 =2 5
=A1°-22-3=0  A;=3 A=-1 (farkh 2 reel kik)
-2 1-2
l]=3

-2 2%, _fo .
_2 _2 le 0 11 21

A=-1icin

2 -2Tx,] Jo
= X127=X
_ 2 2 x22 O 12 22

1 3t 1 t
Xhomojen=C1 _1 et 1 e

-t
X/= c184cre
3t -t
X)==Cj€é +Cze

sabitlerin degisimi metodu kullanilarak

dx _ : .o dx

d—l =3c,e” —c,e” +ce” +cye” ——);72 =-3c,e’
t t

t -t '3t 'o—t
—c,e —ce’ +c,e

dx

dx
X5, X2, d—lveT2 ifadeleri verilen sistemde yerlerine konursa
t t
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3 - '3 - - -
3ce” —c e+’ +e,e” = ceHee’+2 cre’'-2c,e ' +cost

c,e’ +c e’ =cost )

—3c,e’ —c,e” —ce’ +c,e =-2¢,8"-2c,6"- ¢1€” +cre-sint
—ce” +c,e” =—sint 2
c,e c,e =-—sIn )
(1) ve(2) den ¢; ve ¢; bulunur X;,mejen de yerlerine konarak x,..., elde edilir.
v . A )
2c,e”’ =cost—sint c, =Ee (cost —sint)

. 1 ) N )
ce’” +E(cost—s1nt) = cost ¢ =e *(cost +sint)

¢,=1/2 e' cost+K;
¢;=-1/10 e>*'(2cost+sint)+K,
Homojen ¢oziimden

3t -t
X;—ue +ll2€

3t
’ e
X = tuse” yazilarak (t) u (t)=f(t) olusturulursa ¥ :( .
—e
u,e’ +ue”’ =cost
—u,e’ +ue”’ =—sint ile
- : 1 .
2u,e”’ =cost—sint U, =Ee (cost —sint)
. | 1, .
ue +5(cost—smt)—cost u, —Ee (cost +sint)

u=1/2 e' cost+K;
u;=-1/10 e'3t(2c0st+sint)+K2 elde edilir. u; ve u; nin karsihiklar:

X= u1e3'+u2e't
X7=-u;e"+use” yerlerine yazilarak genel ¢oziim bulunur.

x/=1/10(2cost+sint)e’+K,e*+1/2cost+K e
x;=-1/10(2cost+sint)e’+K,e*'+1/2cost+K e
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