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Birkac Unli s6zi

Istatistik!

Matematigin yardimi olmadan doga bilimlerini incelemek demek, gerceklestirilmiyecek
ise girismek demektir.
Galileo Galilei

Her bilimin matematige gereksinimi vardir, ancak matematigin hicbirine.
Jakob Bernoulli

Matematik bilimleri, her seyden 6nce, berrakligi nedeniyle hosuma gider.
Rene Descartes

Higbir sey iyi bir teori kadar pratik olamaz.
Hermann von Helmholtz
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Onsoz

“Jeolojide matematiksel ve istatistik yontemler” ders notlar1 kapsaminda 2005/2006 6gretim
yilinda jeoloji, ¢evre, ve bilgisayar 6grencileri i¢in hazirlanmigtir. Stirli yariyil siiresi i¢inde
miimkiin oldugu kadar uygulamaya yer vermek i¢in derin teorik islemlere yer verilmemistir. Bu

konuya ilgi duyuldugunda kaynakcadaki 6zel kaynaklara bagvurulabilir.

Bu ders notlar yaklasik 25 yillik deneyimden, jeoistatistik ve istatistikte mevcut ¢ok sayidaki
eserin incelenmesinden sonra hazirlanmistir. Bunlardan David (1978), Akin ve Siemes (1988),
Wellmer (1989), Schénwiese (1992), Anadolu Universitesi (2001), Aric1 (2001) ile Tiiysiiz ve
Yaylali (2005) en &nemlileridir. Ornekler, gogunlukla Tiirkiye’deki dzgiin calismalardan ve

yerbilimlerinden baska dallara da 6rnek olusturacak sekilde secilmistir.

Bu notlarin yazilmasini saglayan asil neden 6grencilerin derslerde gosterdikleri yakin ilgi ve

elestirileri olmustur. Kendilerine, isim anmadan, ¢ok tesekkiir ederim.

Mersin, Kasim 2006 H. Celebi
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1 GIRiS
1.1 Genel bakis

Istatistik, belirsizlik durumundan en iyi sonucu ¢ikarmaya veya karari vermeye yarayan yon-
temlerin Ozetidir. Amag, yaniltict yorumlardan kacinmak ve ileriyi dogru kestirmektir.
Istatistik, gdzlemler sonucu elde edilen sayisal verileri inceler ve bunlar arasindaki bagintilar:
ortaya ¢ikararak sonuclarin grafik veya cizelgeler halinde sunulmasini saglayan bir inceleme
yontemidir. Ozet olarak istatistik, rastgele/tesadiifi ve tesadiif seklindeki olaylar1 inceleyen bir
metodik bilimdir ve bir¢ok bilim dalinda uygulanabilmektedir. Elde edilen sonuglardan ¢esitli
yorumlarin yapilmasi ile sorunlara ¢ézliim aranir. Sonuca varmak icin bazen kisith bilgi ile

yetinmek gerekebilir.

Istatistik, olaylarla baslar. Her olayin bir etkisi veya girisi, bunun da bir mekanizmasi, yani bir
bagintis1 veya bir fonksiyonu bulunur. Bunlarin sonucu dogal olarak bir is veya bir hizmettir.

Ornegin, bir otomattan bir igecek almak soyle gosterilebilir:

—  |[Paraotomati—>  [Se¢me diigmesi

1.Giris 2. Etki mekanizmast 3. Sonu¢ (- olay)

Burada para ve se¢me diigmeleri giris biiyiikliikleri, verilen igecek de etki biiyiikligidiir. Etki
biiyiikliigii X ve y (stokastik), etki mekanizmasi f(X,y) kombinasyonu ve w sonucu tanimli
birkag etkidir. Burada olay, tammlanmis veya tanimlanmamis olabilir. Teoriler ve modeller
kestirilen olaylar1 tanimlamaya yararlar. Istatistiksel (kestirilemeyen) yontemler de bunlarin

kapsamini olusturur.

Ornegin, bir uydunun hareketi uzayda tanimlanmis bir olaya veya gelismeye dayaniyor. Bunun
etkenleri yercekimi, yer-uydu agirliklari, mesafe ve hizlaridir. Mekanizma da c¢ekim ve
merkezkag¢ kuvveti yasasidir. Bu mekanizmanin biiyiikliikleri ise, hesaplanabilen bir yoriinge
egrisidir. Ay tutulmasi da bunun gibi tanimlanan bir olaydir. Ancak bulutlarin hareketi ve

yagislar kestirilemeyen veya hesaplanamayan, istatistiksel olaylardir. Zar ve yazi-tura atma da
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kestirilemeyen olaylardir. 1 atis temel bir tahmin, yani tanimlanmamis 1/6 ve 1/2 olasilik

demektir. 2 zarin ard arda veya birden atilmasi1 1/6.1/6 = 1/36 olasilig: ifade eder.

Istatistigin calisma yontemleri,

a) Tanimlamak veya orneklemek (tanitimsal),

b) Dagilim sekillerini incelemek (ana kiitle veya 6rneklem 6zelliklerini incelemek),
c¢) Tahmin etmek ve kestirmek (olasiliklar1 arastirmak),

d) Teste tabi tutmak (hipotezler, karar kuramlarini uygulamak),

e) Analiz etmek (bagintilar1 ortaya ¢ikarmak) ve

f) Ozel yontemlerin

uygulanmasidir.

Istatistikte veri,

Saymak,
Olcmek,
Gozlemek,
Anket yapmak,
Haritalamak ve

o g w bdF

Tahmin etmek

yontemleri ile saglanir. Bunlardan gozlemler, istatistigin temelini olusturur. Planlama ve karsi-

lastirma istatistigin en yaygin kullanildig: alanlardir.

1.2 Tarihsel gelisim

Eski c¢aglardan beri insanlar gelecegi kestirmek isterler. Gelecekte ne olacagini simdiden
bilmek, basar1 ve istiinlilk saglamanin O6nkosulu bilinir. Ancak gelecegi bilmek miimkiin
degildir. Ciinkli gelecek bilindigi zaman, gelecek simdi olur ve gelecegin kendisi ortadan

kalkar. Bu da doga yasalarina, 6ncelikle zaman kavramina, ters diiser.
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Bu engeli agsmak i¢in insanlar biiyli ve fal gibi dayanaksiz yontemlere yonelerek gelecegi
kestirme yollarini1 aramislardir. Bu uygulamalar, giivensizliklerinden dolay1, zamanla inandiri-
ciliklarin1 kaybetmistir. Bunlarin yerini gézlem ve 6lgiimlere dayanan basit istatistiksel hesap-
lamalar almistir. Ornegin 1.O. Misir’da ve Cin’de planlama, niifus sayimu, asker ve vergi topla-

ma islemlerinde temel istatistiksel islemlerden yararlar saglamistir.

Glintimiiz istatistiginin kokleri ancak 15. yy’a kadar uzanmaktadir. Metafizige karst pozitif
diisiincenin istiinliikk saglamasi modern istatistigin gelismesine de ivme kazandirmistir. Bunun
da esas kaynag1 sohbet matematigi, sans oyunlar1 (kumar), yani insanin yine ileriyi kestirme
veya Onceden bilme meraki, olmustur. Bugiin de istatistik bu alanlarin temel dayanagi olmaya

devam etmektedir (loto ve toto gibi).

Tarihte istatistigi bilimsel olarak ilk irdeleyen ve kuramlara baglamaya calisan matematikci
Italyan Pacioli (1445-1514) ve Cardano’dur (1501-1576). Bunlar zar atma iizerine ¢alismis-
lardir. Ancak bugiinkii istatistigin kuramlariin temelleri Pascal (1623-1662) ve Bernoulli
(1654-1705, Bernouli dagilimi) tarafindan atilmistir. Gelistirdikleri yontemler, olasilik, sans ve
risk oranlarinin hesaplanmasini kolaylastirmistir. Bernoulli’yi olasiliklar1 hipotez modellerine
dayandiran Bayes (1702-1761, Bayes teoremi) ve Laplace (1749-1827, Laplace teoremi), Pois-
son (1781-1840, Poisson dagilimi) ve Alman Gauss (1774-1855, ¢an egrisi) tarafindan daha
ileriye gotlrilmiistir. 20. yy istatistik¢ileri arasinda Galton (1822-1911, logaritmik dagilim),
Pearson (1857-1936, Pearson bagintis1) ve Fisher (1890-1962, varyans analizi) 6énemli yer
tutmaktadirlar. Istatistigin gelecegi ile ilgili olarak Tukey, Kendall, Watts ve Bradley agik-

lamalarda bulun-maktadirlar.

Istatistik siirekli gelistirilmekte ve yaygm kullanim alami bulmaktadir. Ornegin, istatistigin
yerbilimlerdeki ad1 jeoistatistiktir. 20. yy’in ikinci yarisindan itibaren bu alanda kullanilmaya
baslamistir. Jeoloji, madencilik, zemin etiitleri, cografya, ¢evre, tarim, ormancilik ve hidroloji
bu alanlarin sadece birkagidir. Jeoistatistik bugiin giivenilen ve kendine 6zgii bolgesel veya

yere bagh degiskenler gibi teorik esasa ve varyogram gibi araglara sahip bulunmaktadir.

1.3 Temel kavramlar ve tanimlar

Bir aragtirmada incelenecek bireyler veya malzemenin tlimiiniin incelenmesi gerekmez ve

miimkiin olmaz. Bu hem ekonomik degil, hem de yeterli 6rnekle elde edilen sonucu degis-
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tirmez (bkn. biiyiik say1 teorisi). Bu nedenle incelenecek ana kiitlenin ancak bir kismi1 temsilen
incelenir. Ana kiitleye popiilasyon veya ornek uzayr (sample space), temsilen incelenecek
kismina da 6rneklem denir. Bir popiilasyonda verilerin tiim 6zellikleri ortaktir. Bulunduklari
yeri, ana maddeyi veya kaynag tiim 6zellikleri ile temsil eder. Dolayisi ile bir 6rnek uzaymin
ancak bir temsili parcasi veya Orneklemi olabilir. Ayni1 sekilde bir 6rneklemin de sadece 1
ortalama degeri bulunur. Bu deger, tiim gozlemleri ayn1 oranda temsil eder. Asagidaki sekil

ornek uzay1, 6rneklem ve ortalama degeri agiklamaktadir:

Ornek uzay1 Orneklem x; Ortalama deger X
0]
000
00000 0]
000000 000 0

Analiz aygitlarinin son 40 - 50 yilda giivenilebilir genis kapsamli veri iiretebilmesi ve bilgi-
sayarin uzun matematiksel islemleri kolaylastirmasi ile, orne§in yerbilimlerinde istatistik
miihendislik, sosyal ve doga bilimlerinde giderek 6nem kazanmakta ve kesinlik derecesi
aratmaktadir. Son yillarda istatistik, madenciligin vazgecilmez unsuru haline gelmistir. Jeolojik
veya bolgesel degisimler, matematiksel olarak tanimlanmakta, 6rnek ve sondajlarin en uygun
araliklari, rezerv hesaplarmin kesinlik dereceleri ile tendr dagilimlari, izotropi, Anizotropi ve

tabakalanma gibi 6zellikler ayrintili incelenebilmektedir.

Istatistiksel degerlendirmenin ilk adimu, segilmis az sayidaki drneklerin dagilimi ve bunlarin bir
orneklem (bir biitiinliikk) olusturup olusturmadigi 6zelliginin arastirilmasidir. Bu 6zelikler ilk
asamada siklik dagilimi ve test yontemleri ile ortaya ¢ikarilabilir. Buradan 6rneklemin dagilim
fonksiyonu, ortalama degeri, tepe, ortanca, degiske, standart sapma, egilim, tepelik gibi degis-
kenleri elde edilebilir. Bu degiskenler giivenirlik sinirlar1 ile tanmimlanirlar. Ornegin, ortalama

degerin dogrulugu student-t stnamasi1 yontemiyle denetlenebilmektedir.

Miihendislikte kullanilan bu yontemler yaninda, sik¢a bagint1 (korelasyon), baginim (regres-
yon), kiimelenme (cluster), etken (faktor) ve diskriminant analiz yontemleri de kullanilmak-
tadir. Tiim yOntemlerin temeli analiz, gézlem ve 6l¢iim gibi degiskenlere dayanmaktadir. Bir
orneklemin gilivenirligi icerdigi gézlem veya veri sayisina baglidir. Ancak ¢ok farkli yontemleri
bulunan 6rnek alma basli basina bir konudur (sistematik ve rastlantisal 6rnek alma gibi). En az

veya en uygun ornek sayis1 ve miktar1 hak-kinda objektif ilke ve yontemler bulunmamaktadir.
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En az gozlem sayis1 amaca gore degisir (normalde n > 20). Bu nedenle ilgili 6zel kaynaklara
basvurmakta yarar vardir. Analizler sonucu elde edilen verilerin amaca uygun ve dogru olarak

degerlendirilmeleri sarttir. Bunun igin,

a) Veri ¢esidinin secilen degerlendirme yontemine uygun olmasi,
b) Bagintilarin ortaya ¢ikarilabilmesi i¢in yeterli ve uygun 6rnegin alinmasi,
c) Eksik veya gereksiz verinin toplanmamasi ve

d) Istatistiksel homojenligin korunmasi

esastir. Cogu kez ayn1 maddeden birgok 6zellik arastirilir. Bunlart miimkiin oldugu kadar azalt-
mak gerekir. Bunu yaparken 6zellikler aras1 bagimtilarin bozulmamasina veya ona gore incele-
me yontemi secilmesine dikkat edilmelidir. Bu amacla oranlar, tanimlayici katsayilar v.s. alin-

malidir.

Veriler matematiksel islemlere tabi tutulabilmeleri igin listelerde derlenir. Bunlarin simiflara
veya gruplara ayrilmalari, caligmalar1 ve gozlemleri kolaylastirir. Ortalama deger gibi bazi de-
giskenlerin hesaplanmasi ile 6n bilgiler edinilebilir, 6nemli etkenler saptanabilir ve inceleme

yontemleri segilebilir. Bu 6n bilgilere sema, grafik ve diyagramlarla yeni veriler eklenebilir.

Bu ¢alismanin amaci istatistikteki giincel durumu ve yontemleri tanitmak, ileride yapilacak ca-
lismalar i¢in temel kaynak yaratmak ve 6zgiin verilerle uygulama orneklerini yaymaktir. Bir
istatistiksel islemde ¢ok sayida degisken ve degisken isleme katilir. Ancak bunlarin dogru tani-
mi1 ve hesaplanmasi sonunda dogru istatistiksel ¢éziim bulunur ve yorumlanabilir. Burada bu

amagla kullanilacak temel kavram ve bunlara bagl degiskenler tanitilacaktir.

Cizelge 1.1. Temel kavramlarin notlarda ifade sekilleri.

Kavram Isaret Ornek 1 Ornek 2

Degisken X, ¥ Zar Isi

Ozellik X;, Yj (j=1,...,n) Goz (1,...,6) 1°C

Olay @) 1 noktanin gelmesi  Her dl¢timde bir 1s1 derecesi
Veri X, Vi (i=1,...,n) Ornegin, 1,42,...6  Ornegin 15°C, 18° C v.s.

Xi, X degiskeninin verisidir.
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1.3.1 Say, biiyiikliik ve ol¢ii birimi (skala)

Istatistikte kullanilan verilerden cogu kez incelenen biitiinliigiin (kiimenin) birden fazla 6zel-
liginin incelenmesi beklenir. Bu nedenle incelenen 6zellikler maddelerin belli karakter farkla-
ridir. Bu amagla once incelenen maddeden Olgiim, goézlem, tahmin ve hesaplamalarla elde
edilen belli sayisal veriler elde edilir. Bu birbirinden farkli verilerin toplami, incelenen biitiin-

ligilin 6zelliklerini kapsar.

Veriler, kullanim amaglarina gore ana hatlar ile siireksiz ve siirekli veri gruplarma ayrilir.
Bunlar da kendi aralarinda asagidaki alt kisimlara ayrilir (Schonwiese, 1992, Wessel, 2000 ve

Arici, 2001):

1. Siireksiz veriler (sayilar), 6rnegin bilgisayarda islenen veriler ve bir ailedeki ¢ocuk sayis1 ve

yagis siireksiz verilerdir. Bunlar asagidaki kisimlara ayrilir:

a) Smmflama verileri (nominal 6l¢ii birimi veya skalasi), derecelendirme ¢esitleri icermezler.
Sadece kodlamaya ve maddeleri nicelik bakimindan kisimlara ayirmaya yararlar. Nitelik

bakimdan maddeleri birbirinden ayirmak veya siniflandirmak miimkiin degil. Ancak

mA; = mA,

veya MA; # mA;

gibi sonuglar ¢ikarilabilir. Ornek olarak il plaka ve cinsiyet numaralar (erkek=1, kadin=0
gibi) verilebilir.
Sayilar

Siiflama  Siralama  Metrik Oransal Aralik Kapali onli

nominal ordinal metric ratio interval closed trend

b) Siralama verileri (ordinal 6l¢ii birimi), 6zelliklerin biiyiikliigii bakimindan kiimeler ara-
sinda bir farklilik gézlemek miimkiindiir. Ancak veriler farklarin biiyiikliigii hakkinda bilgi

vermezler. Yukaridaki
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MA1 = mA;
veya MA; # mA;
ozellik ifadesine ek olarak burada,

mA1< mA,
veya mA; > mA;

gibi sonuglar da ¢ikarilabilir. Mercalli-Sieberg deprem 6l¢egi ve mohs mineral sertligi
buna 6rnek verilebilir. Mohs 6rneginde mineraller sertliklerine gore sadece siralanmigstir
(talk-elmas gibi). Farklar, esit sertlikleri yansitmazlar. Ornegin, sertligi 8 olan topazin, 4

sertligine sahip fliioritten 2 kat daha sert oldugu anlamina gelmez.

Metrik veriler (metrik 6l¢ii birimi), esit araliklara ayrilan sabit bir 6l¢ii birimi olusturan ve
dogal bir sifir1 bulunan bir 6l¢ii birimine dayanmaktadir. Biiyiik oneme sahiptir. Yukaridaki
iki veri ¢esidi mithendislik ve yerbilimlerinde 6nemli rol oynamazlar. Ancak metrik veriler
hesaplamalarin temelini olusturur. Bu verilerle her tiirlii matematiksel islemi yapilabilir ve
ozellikler arasindaki farklar saptanabilir. Ornegin, bir belirtinin digerinin kag kat1 oldugu

belli bir kesinlikle bulunabilir: mA; = a*mA; gibi veya 1a ve b’deki 6zelliklere ek larak,

mA;L =mA,+Db

gibi sonugclar da ¢ikarilabilir

2. Siirekli sayilar (veriler), belli sinirlarda kesintiye ugramadan kullanima agilan verilerdir.

b)

Siirekli sayilara 1s1 6rnek verilebilir. Soyle siniflandirilirlar:

Oransal veriler (6l¢ii birimi), bir verinin diger bir verinin ka¢ kat1 oldugunu gosteren veri-
lerdir. Ornegin, K derecesi ile verilen 1s1 dereceleri, mutlak sifir ile basladiklari icin, oransal

verilerdir. Ancak °C ile verilen 1s1 dereceleri aralik verileridir.

Aralik veya fark verileri, dogal sifirin bulunmadigi 6l¢ii biriminden elde edilen verilerdir.
Bunlara 6rnek olarak 1s1 dereceleri °C ve K (-273,15° C) verilebilir. °C ile yapilan 6lgiimler
aralik, K ile yapilan Ol¢timler ise, oransal verilerdir. Ciinkii °C’deki 0 dogal degildir.

Dolayist ile 100° C, 10° C’ten 10 kat daha sicak degildir. Ancak bu K i¢in gecerlidir.
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¢) Kapal verilere yiizdelikler gibi bir sabit toplam veren veriler 6rnek verilebilir.

d) Yonlii veriler, vektor ve fay gibi egilim gosteren veriler bu sayilardandir. Yercekimi 61-

climleri de, yerkiirenin merkezine yonelimleri nedeniyle, yonlii sayilardir.

Bu temel sayilarin tabii tutulduklar1 6nemli islemler Cizelge 1.2°deki hesaplamalarla agiklan-
maktadir. Degiskenler nitel (6zellik/kalitatif) veya nicel (sayisal/nicel) degisken olarak da sinif-

landirilabilmektedir.

Cizelge 1.2. Sayilarin birbirine ¢evrilmesine iliskin 6rnekler.

Zi di Vi N; Pi

15,2°C -0,14 K 0,99 0,14 14,1

12,4 -2,99 0,81 0,12 11,6

13,5 -1,84 0,88 0,13 12,6 Toplam, Xz;=107,4
17,2 1,86 1,12 0,16 16,0

16,2 0,86 1,06 0,15 15,1  Ortalama deger c,
15,8 0,46 1,03 0,15 14,7 ¢=107,4/7=15,34
17,1 1,30 1,11 0,15 15,9

Aciklamalar: Fark sayilari : di= zj-c, Ornek: 15,2-15,34 = - 0,14
Oransal sayilar:  v;=z/c, 15,2/15,34 = 0,99
Norm sayilart: n;= z;/>z;, 15,2/107,4 = 14,15
Yiizdeler: pi = (zi/c).100, (zi/c).100:X(z;/c) = 0,99.100/7 = 4,1 (X(zi/c) = 7,00 = 1)
I¢ ice/kath sayilar: t;=1 y1l =12 ay =365 giin = 8760 saat gibi sayilar.

Verilerde kesinlik derecesi ¢ok onemlidir ve her asamada aranir. Yinelenen bir deneyde
Ol¢timlerin birbirine yakinlig1 kesinlik derecesini verir. Dolayisi ile kesin veriler, 6l¢iimlerin
yinelenmesinde ¢ok az sapma gosterirler (Sekil 1.1 a). Bir kesinlik derecesi, T =21 + 0,5 °C
(ayn1 birimle oda sicakligl) seklinde gosterilir. Ayni sekilde verilerin bir de ger¢ek degere en
yakin olan dogruluk derecesi vardir. Bir veri kesin olabilir, ancak dogrulugu siipheli olabil-

mektedir. Ornegin, saat veya yanlis ayarlanmus bir 6l¢ii aygit1 gibi.
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Gy
N

a Kesinlik b Dogruluk

Sekil 1.1: Kesinlik a ve dogruluk b kavramlarinin anlami.

1.3.2 Sayilarin grafiklerle sunum tarzlan

Veriler degisik sekilde sunulurlar. Cizelgeler, semalar ve grafikler halinde gdsterilen verilerin
sunuldugu ilk sekil ¢izelgelerdir. Ancak bunlar géze hitap etmezler ve incelenmeleri zordur. Bu
nedenle ¢izelgeler oncelikle verilerin derlenmesine ve islenmesine yararlar (bak. Cizelge 1.2.).
Verilerin sade sunum sekli sacinim ve semalarla saglanir (Sekil 1.2.). Verilerin en iyi
goriintiilendigi sunum sekli grafiklerdir. Cok ¢esitli olan grafikler, gozlem ve akis bakimindan

en uygun sunum araglaridir (Sekil 1.3.).

0 0 0
y a 0O O 0 0
0 0 0 0
0 lo 0
o] o] 0 0O 02
0 O 0 00 O
X
b

. $ . -

i.0. 4000: 2000: 0: I.S.1800: 2000

Au Cu, Ag, Pb, Sn + Fe, S, + C, Sb, 67 element  +U, Th
92 element

Sekil 1.2. Verilerin saginim (scatter) a ve sematik ¢izgi-kutu diyagramda sunumu b. Tarihte
elementlerin kesfi. a’daki dagilim (1 ve 2) iki ana kiitleye isaret etmektedir.
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Grafiklerle sunumda her degisken degeri, karsilastirmalar1 ve iki veya daha cok degisken
arasindaki iliskiyi gostermek icin yapilan sunumlar1 ayirdetmek gerekir. Bunlar da olgiitlere

baglidir. Ancak hi¢bir zaman en iyi ¢6zlim i¢in hazir bir sunum tarzi yoktur.

Grafikler ancak istatistiksel verilerin degerini arttirdiginda kullanilmalidir. Cok grafik bir
metnin okunmasini zorlastirabilir. Yukarida sunulan 6nemli grafikle sunum sekilleri yaninda
ilging goriilen sap ve yaprak (Stem-and-leaf) grafik yonteminin burada belirtilmesinde yarar
vardir (Cizelge 1.3). Bu yontemle belirlenen araliklara diisen Slgiimler, biiytlikliik sirasina gore
siralandiklarinda, bir histogram goriintiisii verir ve hem ham veri, hem de dagilim siniflarini

gosterdiginden, daha bilgilendiricidir. Bu 6zellik histogramda kaybolur.

Cizelge 1.3. Steme-and-leaf grafik yontemine bir drnek.

302
401057
503589
60/136899
701045799
80002
90|05

Veriler: {32-40-45-47-53-55-58-59-61-63-66-68-69-69-70-74-75-77-79-79-80-80-82-90-95}

1.3.3 Zaman dizileri (time serie)

Ozellikle yerbilimlerinde ¢ok sayidaki veri zamanim bir fonksiyonu oldugu gériiliir. Ornegin,
Cizelge 1.2°deki agiklamanin son satirindaki veriler zaman dizisidir. Bu say1 gesitleri zamanin
bir fonksiyonudur. Tamamlanmamis bir olayin kosullar1 uzay ve zamana bagl olarak degistigi
i¢in Xx; verileri artik sabit x*, y* ve z* koordinatlarina bagli olmazlar. Dolayisi ile t zaman1 da
sabit olamaz ve x; (x, y, z, t) seklinde ifade edilirler. Cografyadan enlem, boylam ve ¢ agisi
buna 6rnek verilebilir. Ornegin uzaydaki hareket x; (t;), (i=1,..., n) ve ti.1-tj = A; = ¢ = sabit, t’ye
bagl degisim, gibi. Saat basi 1s1 dl¢limleri ve sehrin yillik niifus degisimi en agik zaman dizi-
leridir. Bunlarin ortalamalar1 da At;’dir. Bir caddedeki trafigin giiniin saatlerine gore degisimi

de bir zaman dizisidir (x(t) fonksiyonu).
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1.3.4 Sikhik dagilim

Siklik dagilimi bir 6rneklemin dagilim seklidir ve sadece bir veri grubunun veya drneklemin
ozelliklerini inceleyen yontemdir. Varilan sonuglar teorik esaslara gore yorumlanarak ¢oziimler
aranir. Siklik dagiliminin baslica arastirma sonuglar1 normal, Logaritmik ve binomial dagilim

ile bunlarin ortalama deger, standart sapma v.s. degiskenleridir.

Ayni kosullar altinda n kez yinelenen bir deneyde meydana gelen A olay sayisina A’nin Ha

H .
mutlak sikhk dagilimi, bunun —2 oranma da A’min ha géreceli sikhk dagilim denir.

n
Gorildiigi gibi siklik dagilimi klasik olasilik tanimina benzemektedir: Ciinkii ha artan n ile Pa
olasiligina yaklagmaktadir. Biiylik sapmalarin meydana gelme olasilig1 giderek azalir (bliyiik
say1 teorisi). Bir zar atmada atilan gbz sayisi rastlantisal x; biiyiikliigiinii ifade ederken para
atmada rastlantisal say1 biiyiikliigii olas1 yazi (y) veya tura (t) x,’dir. Ornegin, 16 kez zar atmada
elde edilen sayilar {2, 6, 3, 2, 5,6,4,4,2,5,4,5, 3,1, 6 ve 2} ise, bunlarin dagilimlar1 gelen
zar yiiziine karsihik geldiginden, her zar yiizii belli siklikta yinelenmistir. Ornegin, Zarm 1.
yiizli 1 defa gelmesine karsin 2, 4 ve 5 de 3 kez atilmistir. Buna sikhik dagilimi denir. Bu
dagilimi tanimliyan kuramsal fonksiyonuna da olasilik veya dagilim fonksiyonu denir. Uygu-
lamada her zar yiiziiniin gelen rastlantisal degeri bir dikdortgen ile birbirini 6rtmeyecek sekilde
apsis lzerinde gosterilir. Cizelge 1.4 ile Sekil 1.3 buradaki zar atmanin siklik dagilimim
gostermektedir. Sinif sayisinin bulunmast igin birgok ydntem bulunmaktadir (bak. Ornek 2.6).
Burada her zar yiizii dogrudan bir sinifi temsil etmektedir. Bu nedenle zar atma iyi bir 6rnektir.

Siklik dagilimlar1 ayn1 zamanda bir sunum veya gosterim seklidir .

Cizelge 1.4. 16 kez atilan bir zarin gelen yiizlerinin siklik dagilimi (Schonwiese, 1992).

Zar yiizii Listeler Goreceli Sikliklar

X Cizgi SayisalHy,  Gorecelih p birikimli Birikimli  Birikimli [%6]
1 / 1 0,0625 0,0625 1 6,25

2 1 4 0,2500 0,3125 5 31,25

3 I 2 0,1250 0,4375 7 43,75

4 n 3 0,1875 0,6250 10 62,50

5 n 3 0,1875 0,8125 13 81,25

6 n 3 0,1875 1,0000 16 100,00

> 16 16 1,0000
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Siklik dagilimi Birkimli sikhk dagilim
. 251 = - 1004 =
5 3
S _ 207 S 75
g8 10 g8 207
~ 5 10 1 N §
c ° c © 25
E 57 H 3
© o . —LL © o4+ oLl 1L
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Zarin gelen yiizii Gelen zar yuzu

Sekil 1.3: Atilan bir zarin gelen yiizlerinin siklik dagilimu (siitun diyagram, histogram).

Yukaridaki ¢izelge, ¢izgi, kutu ve siitun diyagramlar seklindeki sunum tarzlar1 yaninda degisik
sunum sekilleri bulunmaktadir. Bunlarin hepsini burada vermek miimkiin degil. Ancak burada

baz1 6rneklerle yetinilecektir (bak. Tiysiiz ve Yaylali, 2005).

Bir rastlantisal x biiytikliigiiniin siirekliligi ancak dagilim fonksiyonunun siirekli olmasi, yani
araliksiz olmasi ile miimkiindiir. Cok sayidaki siirekli F dagilim fonksiyonu yaninda siklik

dagilim fonksiyonlari da siirekli fonksiyonlardir ve

FO)= Y P(x) = j f (t)dt 1.1
a<x _»

ozelligine sahiptir. lim F(x)=1 oldugundan, her zaman,

[f®dt=1 1.2

degerine sahip olur. Dolayisiyla popiilasyondaki herhangi bir analiz degerinin u¢ degerler
arasindaki bir araliga diigme olasilig1r % 100°diir. Boyle bir analiz degerinin bulundugu yerin
koordinatlari, olasiliklarin isleyisini tanimliyan Gauss ¢an fonksiyonu ile tanimlanabilir. Siklik

dagilimi, ortalama deger ve diger istatistiksel degerlendirmeler i¢in 6n sarttir.
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1.4 Say1 dizilimleri

Istatistik i¢in ¢ok onemli olmayan permiitasyon (dizilim), kombinasyon (devsirim) ve
varyasyonlarin (¢esitleme) kullanim alanlar1 ¢cok yonliidiir. Sonlu miktarlarla hesaplamak ve
uygun kosullarda olas1 diizen sayisini hem nominal, hem de metrik bulmak bu hesaplamalar
sayesinde kolaylagsmaktadir. Bunlarin ¢cok 6rnegi sohbet veya oyun matematiginden ve olasilik
esaslarindan gelmektedir. Say1 teorisi ile yakindan ilgilidir (4 say1 diizenlenmesi gibi, bak.
asagiya). Harf-oyun kagidi, ¢obanin tek basina kurt, kuzu ve lahanay1 nehirden gecirmesi gibi
hesaplamalar eskiden beri bilinmekte ve uygulanmaktadir. Buna toto oyunu da eklenebilir.
Oyun kagitlarinda beklenen kagidin gelmesi de buna benzer. Dolayisi ile beklenenin bulunma-
sinin ne kadar zor oldugu (zay1f bir olasilik oldugu), oyunlarda ve hatta yasamda, kazanmanin
degil, kaybetmenin ve yanlis yapmanin kural oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Eskiden ¢oziimler
Ozel odevlere gore hazirlanirdi. Giliniimiizde sorunlari temel 6rneklere indirgeyerek genel

¢Ozlim ve yontemlerinin bulunmasina ¢alisilir.

1.4.1 Permiitasyon (P, dizilim)

Permiitasyon, siranin ¢ok 6nemli oldugu bir dizindir. Bir kiimenin farkli n elemani arasinda
ka¢ cesit diizenlemenin miimkiin oldugu arastirihir. Ornegin, 10 kisiden hicbirinin yerini

korumadan 10 sandalyeye oturma diizeni,

P (10) = 10!
=12.3.456.7.8.9.10
=3.628.800

dizilim, bu tiirden bir hesaplamadir.
3 harfle yinelenmeden yazilacak kelime sayisinin bulunmasi da buna benziyor: 1. siraya her
harf gelebilir. 2. siraya geri kalan 2 harften biri ancak gelebilir. 3. sira icin ise, segcme olanagi

kalmamaktadir. Bu nedenle yazilacak kelime sayisi, 3.2.1=3! olur (=3 faktoriyel, 0! = 1).

Permiitasyonun genel formiili,

P(n)=n! 1.3



Prof. Dr.-Ing. Hiiseyin Celebi 19

seklindedir. Hesaplanacak abc elemanlarinin permiitasyonu igin,

P(3)=1.2.3
=6
gecerlidir. Yani,
{abc-ach-bac-bca-cab-cba}

seklinde bir dizilim ortaya ¢ikar.

n elemana sahip, k kadar farkli (k < n) ve ng, Ny, ..., Nk sikliginda yinelenen elemani bulunan
kiimeler igin,

|
P (ng, Ny, ..., ) = v 1.4
n,tn,t.n!

formiilii gecerlidir. Ornegin, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6 sayilar1 ile kag tane 7 rakamli say1 iiretilebilir?
7!

2131111

1234567

C(1.2)..2.3).11

=5040:12

=420

Yanit: P(7;2,3,1,1) =

bulunur. Ayrintili temel esaslar i¢in standart kaynaklar salik verilir.

1.4.2 Varyasyon (V, ¢esitleme)

Varyasyon, k < n segenegi ile yapilan bir 6zel dizindir. n elemandan n ¢esitleme yerine k
cesitleme de (k < n) incelenebilir. Boyle bir ¢esitlemeye k dereceden yinelenmiyen varyasyon
denir. Genel formiilii,

n!
(n—=k)!

V(n, k) = 15
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seklindedir. Ispat1 permiitasyon ilkelerindeki gibi, n eleman arasindan se¢im, n-1, n-2, ..., n-(k-
1), ile saglanir. Bu varyasyon c¢esidine permiitasyondaki 10 kisinin 10 sandalyeye oturmasi

yerine 6 sandalyeye oturmasi 6rnek verilebilir:

I
V(10,6) = — 2
(10 — 6)!
_ 10!
T
=151.200
olanak bulunur.
Yinelenen bir varyasyon i¢in,
Vi(n, k) = n 1.6

gecerlidir. Yinelenen varyasyona sportoto ornek verilebilir: Oynanacak 12 magtan beraberlik =

0, kazanma = 1 ve kaybetme = 2 ile gosterildiginde,

V(3,12) = 3*
= 531.441

oyunun gerektigi goriiliir.
1.4.3 Kombinasyon (C, devsirim)

Kombinasyonda permiitasyona karsin sira hi¢ onemli degil. Burada olasi tim devsirimler
yerine k elemanli kismi miktarlar 6nemlidir. Buna k dereceden yinelenmiyen kombinasyon

denir. Kombinasyon temelde tiim varyasyonlar1 kapsiyan varyasyonun esdeger siniflar1 olarak
n
goriiliir. Kombinasyon, C(n, k) = (kj 1.7

_ n!
~ KI(n—K)!

n
ile tanimlanir. ( ) ifadesine binom katsayilar1 denir ve n’nin k faktoriyeli diye okunur. k

yerine verilen n elemanl kisimlar 6nemlidir. Uygulamalarda,

Yinelenen ve sira dikkate alinmayan kombinasyonlar igin de,
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cn, k) = [“*:ﬂ 18

formiilu kullanilir.

Ornek 1.1

n = 3 (abc) elemanin k (=2’ser) kombinasyonu.

c=3 Cs=6 Ct=6 Cst=9
ab, ac, bc ab, ac, bc ab, ac, bc ab, ac, bc
ba, ca ve cb aa, bb ve cc ba, ca, cb,
aa, bb ve cc

Q) C(n k)= U W ) Cn k)= Ej:[“*l':‘l]
_(3)_(3+2-1
U 21(3 2)! - 2}'( 2 j
_ 1.2.3 - 1.2.3.4j

1.2.(1) 2

_6 _ 24

=~ =2

=3 =12

secenek bulunur.

s, sira; t, tekrar demektir.

Ornek 1.2

Sayisal lotoda 2 oyunda (2 kerede) 6 bulma olasiligi. Onkosullar: Yinelenme yok (cekilen bir

say1 bir daha ¢ekilmez) ve sira 6nemli degil. Bir oyun i¢in,

C(n, k) = (gwj

49
61(49 — 6)!
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49
61.43)
= 13.983.816

Secenek vardir. 2 oyunda ise, P(O) = 2/13.983.816 = 1,43.10” gereklesme olasiligi demek-tir.
Haftada bir ¢ekilis halinde bu, 134.460 yilda 1 gerceklesme olasiligina karsilik gelir. Ayni

6
zamanda 6 dogru icin sadece 1 secenek varken, 5 dogru icin (5) .(413J= 258; 4 dogru igin

13.545 ve 3 dogru i¢in de 246.820 segenek bulunmaktadir.

1.4.4 Determinantlar

Yukarida agiklanan say1 dizilimleri yaninda determinantlara da deginmek gerekir. Determi-
nantlar permiitasyonlarin tirevleridir (p = 1,..., n, Is,..., Ip; n sirali determinant). Vektor
uzaylarinin hesaplanmasinda ve denklem koklerinin bulunmasinda yararlanilir (bak mat.

kaynaklar1). Burada bir 6rnekle yetinilecektir:

Bir determinant genel olarak,
di1 dio.... dip
DetM = | an

an1 dnn 1.9
gibi tanimlanir. Bu determinant n = 3 i¢in,

dig a2 a3 dpo a3 dip a3 a2 ais
DetM =|ax axp axs | = ai1|ads as3|-ax|as ass [tas|axp  azs 1.10
d31 dzp2 4ds3
seklinde elemanlar1 cinsinden yazilabilir ve
A = a1(az833-823832)-821 (A12833-813832) 831 (A12823-313822) 111

esitligine gore de ¢oziiliir.

Boyle bir determinant 3 x 3 matris’li ( = Asz), 3 (satir) x 3 (siitun; m, n) veya 3 (siitun) x 3
(satir; n, m) diizen’li ve ajj eleman’lidir (i = satir, j = siitun numarasi). Siitunlar genelde X1, X2

veya belli yiiksekliklerde alinan Ol¢iimler gibi degiskenleri; satirlar da 1., 2..... denklemleri,
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yukseklikle degisen hava basinci ile 1s1 gibi 6rnekleri igerir. Bunlarin sayisina gore deter-
minantin sekli degisir (enine veya boyuna dikdortgen gibi). Bir determinantta satir ve siitun-
larin yerleri degistirilebilir (aj = a; ), dort islem ve iis alma gibi cebirsel islemlere tabi

tutulabilirler.

Ornek 1.3

a) Yukaridaki 3 basamakli determinantin gosterdigi esitliklerin katsayilari:

1 6 4
A=[2 10
5 -3-4

degerlerine sahipse,
A = 1[1(-4) - 0(-3)]-6[2(-4)-0(5)]+4[2(-3)-1(5)]
= -4 +48-44
=0
elde edilir. Bu, determinantta vektor veya dogrusal bagitinin bulunmadigini gosterir. Cilinkii 0,

yon ve egilim gostermez.

b) Determinanat yardimai ile 2 bilinmeyenli denklem ¢6ziimii

Verilenler:
5x+ 7y =19
3x-2y=-1
denklemlerinin koklerinin bulunmasi.
5 7] | x 19
- ‘3 -2‘ y|= ‘ -1‘ — detA=-31

bulunur. Bunun ¢6ziimii i¢in 1/A determinantina gereksinim vardir. Cramer Kuralina gore A.x

= b’dir (b, bir koktiir). Buna gore,

2 -7 2/31 7/31
det A*=|AY = 1 s 5k fm1sm
~10-21
x = At .b’den, x=‘2/31 7/31‘ {19‘ 38/31-7/31‘ H
3/31-5/311 t1|=157/31+5/31l =

elde edilir. Denklemlerin kokleri: x =1 ve y = 2’dir.
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1.5 Olasihik

Olasilik, gozlenen olaylarin olasi tiim olaylara oran1 demektir (bak. 1.14). Yukarida verilen zar
atma o6rnegi (1.3.4) para atma (yazi/tura) drnegi ile degistirilebilir (1.12). Iki oyun arasindaki
fark sadece olasiliklarin azalmasidir. Para atmada iki secenck varken, zar atmada secenckler,
zarin 6 yiiziinden dolayi, altiya ¢ikmaktadir. Bu nedenle zarda bir yiiziin gelme olasilig1 1:6,
para atmada ise 1:2°dir. Bu iki oyunla olasilik kavrami kismen agiklanmaktadir. Burada olasilik

tanimindan amag, olasilig1 bir norma baglamaktir.

Doga yasalarina uyan olaylara determinist (belirlenimci), hi¢bir kurala uymayan olaylara da
kaotik olaylar denir. Istatistikte rastlantisal (Stokastik) olaylar incelenir. Rastlantisal (biribirin-
den bagimsiz) olaylar i¢in her zaman,

limP(O)=c

N—o0

= sabit 1.12

esitligi gecerlidir. Yinelenen bir deneyde, 6rnegin para atmada, n atis sayist arttik¢a sonug sabit
bir ¢ degerine yaklasir®*. Bununla ilgili teoriye biiyiik sayilar teorisi denir. Yazi y ve tura t ise,

n — o’a yaklastiginda,

Hiy =Ho
=05 1.13
degerini alir. Bu, uygulamada,
limP(O) =c
n— o
olarak sinirlanabilir demektir.
Olasilik, P(O)=0/Q 1.14

_ Gozlenen - olaylarin.sayisi
Olast - olay larin - top lamu

olarak tanimlanir (O, olay; €, olay evrenidir). Buna gore bir olay, olay evreni Q’nin bir parca-
sidir veya kismudir. Tek elementli olaylara temel olay denir. Bunlarin, zar atisinda oldugu gibi,

ayni olasilia sahip olmasi durumunda ancak sonlu Q i¢in bir anlam tasir. Burada, O/Q orani

* Burada gozlenen olaylarin, olasi tiim olaylar i¢indeki orani giderek kiiciiliir. Belli bir yinelenmeden sonra goz-
lenen olaylarin énemi kalmiyor. Ornegin, yazi veya tura olasihigi 1. atigta, 1:2=0,50; 2. atista, (1:2)(1:2)=0,25 ve
3. atista, (1:2)(2:2)(1:2) = 0,125 v. s gibi kiigiiliir (bak. ayrica 6rnek 6.3).
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olasiliktir ve olas1 tiim olaylar (&rnek uzay1) icinden gdzlenen tiim olaylar1 ifade eder. Ornegin,

32 oyun kagidinin 10’ar dagitildig: bir oyunda (skat, 10-4=6) oyuncunun birine 4 asin da gelme

28
376.740

6 )_ =0,00584 = %0,58
(32) 64.512.240

10

olasiligi,

P(As)=

orani gibi ender bir olaydir. Bu 6rnekte 376.740 sayis1 gozlenen, 64.512.240 sayis1 da bekle-

nen veya olasi tiim olaylardir (=6rnek uzayi) .

Bir degskenin [a, B] araligida bulunmasi olasiligi (Sekil 1.4a, beklenen siklik dagilimi = alan),

P{O] %} = P(a<x<B) 115
B

= j f (x)dx 1.16

= F(B) - F(a) 1.17

seklinde ifade edilir. Buna normal dagilim denir. Normal dagilim, sonlu, esit olasiliklara sahip
ozellikleri iceren ve istatistiksel dagilim kosullarini sagliyan bir dagilimdir (bak. 3.2). Dogada
en sik rastlanir. Bu dagilimin entegrali alindiginda,

+00
j f (x)dx =1 1.18

—0o0

oldugu goriiliir (egri altinda kalan alan). Bunun birikimli (kiimiilatif) dagilimi,

f(@max=1 1.19

da bir normal dagilimdir. Ancak bu 6nceki dagilimin f(x) = f(g) sekli ile bir normlanmis halidir
(Sekil 1.4b). Asagidaki grafikte gelen zarin yiizlerinin esit olasiliklarini, o, B da olasilik

sinirlarini gostermektedir (solda; b, birikimli dagilimdir):

f(a) f(q)
6/6 LB
/6| 1 2 0.3 4 B5 6 @ 46 Jecerdonpees

|\}\| 216

1 2 3 4 5 6 g
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fx)] a f(9)

50

f(x) = 1(9)

Sekil 1.4. Olasilik tanimu. a, siklik dagilimi, b, birikimli siklik dagilimi. x ve g argiimanlari
g
farklidir. x, siirekli 6zellik koordinatlarini (sinif ortalarini), g ise, sinif list sinirlarini
(6zellik st sinir degerlerini) gosterir (a’daki tarali alan olasilig1 gosterir).

Olasilik, P(O) = % 100 veya 1/1 olabilir ve miimkiin veya olasidir. Ancak P(O) = 0, yani 0/1
olmast miimkiin degildir (0 olasiliga “bos” denir). Ciinkii olasilik, 0<P(O)<1 arasinda yer alir
(istatistiksel olasilik). Buna hafif bir yagmurun 2 tastan birine 1 damlasinin zamanla diismesi
(bireysel olay) ornek verilebilir. Buna karsin yogun yagmur damlasi biiylik olasilikla tasa

hemen ¢arpar (kolektif olay).

Ornek 1.4

1 zarla 1 defada:

a) 6,
b) 5 veya 6 ve
¢) Zarin para ile birlikte atilmasinda 2 ve tura gelme olasiliklarinin hesaplanmasi:

a) PO)=1:6~ %17,

b) P(O) = (1:6)+(1:6) = 2/6 = % 33 ve

¢) P(0)= %:1:%&%

12

ol

bulunur.

Aciklama: Ortak elemanlart bulunmuyan (ayrik veya bagdasmiyan) olaylarin olasiliklari P(AUB)=P(A)+P(B)
olarak hesaplanir (bak. b sikki).
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Ornek 1.5

27

a) 2 zarla 1 atigta 2 alt1 atma olasiligt: P(O) = (1/6) (1/6)
= (1/6)?
=1/36
=0,02778
=%2,78

elde edilir.

b) 1 zarla 4 atista 6 atmama olasihigi: P(O)=(5/6)"
= % 48,25

bulunur.

Deney, zarlarin arka arkaya atilmasi ile asagidaki diyagramlarin gosterdigi gibi 2 kisma ayrilir

(Sekil 1.5): Gelme ve gelmeme olasiligi.

a) b)
6 6
1/MQ
6 _0~—5/6—o 6%
1/6 1/6 6
0 n/)o 6*
5/6 6* 5/6 6* 5/6  P(O,) = (1/6)* = 1/36

6: 6 gelme, 6*: 6 gelmeme olasihigr = 5/6.

Sekil 1.5: 2 kisma ayrilan zar atmanin agag¢ diyagrami.

Sinirli bir 6rnek sayisi da rastlantisal olaylarin dagilim hakkinda yeterli bilgi saglayabilir.

Rastlantisal olaylarda bagimsizlik esas1 bulunmaktadir. Rastlantisal A ve B olaylari,
P(ANB) =P(A) P(B)

ise, bagimsizdir. Burada,
P(A/B) =P(A) ve
P(B/A) = P(B)

1.20
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seklindedir. P(A/B), B kosullarinda A’nin gerceklesmesi olasiligi demektir. Ornegin, deprem
riski ve malzeme dayaniklig1 gibi. Bunlara ek olarak hem o; hem de 0, olaylar1 ve o; veya 0,
olaylar1 gibi olaylar birbiri ile iliskilendirilebilir. Olasiliklar carpma ve toplama gibi islemlere
de tabi tutulabilir. Ornegin,

P{A, B} =P(A).P(B/A) 1.21
veya P(A).P(B) =0,

miimkiin olmayan olasilik gibi. Ozet olarak toplam olasiliklarin orani,

P(B,)P(A/B;)

P(BilA)=— 1.22
> (P(B;)P(A/B;)
j=i
seklindedir (Bayes teoremi, bak dipnot s. 25). Olasiligin genel toplam esitligi ise,
P(AuB)=P(A) + P(B) - P(ANB) 1.23

ile ifade edilmektedir (N: ve, U : veya okunur).

1.6 Venn Diyageami

Miihendislikte olasithgin rolii biiyiiktiir. Ornegin, Venn diyagram, olabilirlik (possibilities)
ve olasihigr (probablities) gostermek icin kullanilan en iyi aragtir (Sekil 1.6, genel olasilik top-
lami1 diyagrami). Dogada petrol ve gazin beraber olustuklari bilinmektedir. Bunlar karisim veya
kati-s1vi-gaz fazlari halinde dengede bulunurlar. Sekille petrol ve dogal gazin hangi olasilikla

dengede bulunabilecekleri agiklanmaktadir.

P(petrol) = 0,20 + 0,15=0,35

P(gaz) = 0,25+ 0,15 =10,40
P(petrolu gaz) = 0,20 + 0,15 + 0,25 = 0,60
= Petrol +Petrol U Gaz+gaz

Sekil 1.6.: Petrol ve gazin bulunma olasiligin1 gosteren venn diyagrami.
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Sadece bir toplama islemi uygulandiginda,
P(petrol U gaz) = P(petrol) + P(gaz)
=0,35+0,40
=0,75
bulunur. Ancak bu deger toplam degerin iistiinde oldugundan, sonucun diizeltilmesi lazim ve
P(petrol L gaz) = P(petrol) + P(gaz) - P(petrol m gaz)
=0,35+ 0,40-0,15
=0.60

gercek sonucu elde edilir.

Genel olasih@a 2. ornek: Altin igeren bir pirit bloku (FeS,) 5 ve 8 km?bityiikligiindeki iki
bakir yataginin yer aldig1 bir vadide bulunmustur (bak. Sekil 1.7). Blogun hangi yataktan gelme
olasilig1 daha biiytiktiir?

L.
FEEEREEEEEE s, | 1 )
S - F

F,=8 km2

Sekil 1.7: Bayes teoremine bir 6rnek.

Genel olasilik formiild,

p(s/a) PEIPA/B)

> (P(B;)P(A/B;)

=i

seklindedir (1.21; A, gerceklesme olasiligl). Buradan “B; = 1., B, = 2. yataktan geliyor” tezleri
ise,

P(B1) =5/13=10,38 ve

P(B2) = 8/13 =0,62
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bulunur. Ancak B; alaninin % 60, B; alanin ise, % 80’inin denizaltt magmatizmasi tirtinii
oldugu saptanmistir. Bu,

P(A/B;) = 0,60 olasilikla blok B;’den,

P(A/B,) = 0,80 olasilikla da blok B,’den

gelmesi ve denizaltt magmatizmasi iiriinii olmasi demektir (Bayes* Teoremi). Bu olasiliklarla
B1 i¢in kosullu olasilik,
P(A/B,)P(B,)
P(A/B,)P(B,)+P(A/B,)P(B,)
B 0,60.0,38
~ 0,60.0,38+0,80.0,62
=0,228/0,724
=0,31

P(Bi/A)=

bulunur. Ayni sekilde 2. alan i¢in 0,69 bulunur. Bu sonuglarla blogun % 69 olasilikla 2., yani
biiyilik alandan geldigi, tahmin edilir.

Ahstirma 1.1

Yinelenmiyen 1, 2, 3 ve 4 sayilarinin kombinasyon sayisin1 bulunuz ve aga¢ diyagramini ¢iziniz.
Yanit: 27 segenek

Ahstirma 1.2

10 kiz ve 20 erkek 6grencinin bulundugu bir sinifin yaris1 yatilidir. Rastlantisal secilecek 1

Ogrencinin erkek veya yatili olma olasilig1 % kagtir?
Yanit: % 83,33

Ahstirma 1.3

Bir aygit i¢in alinan 3 W’lik ampiillerin % 50°si L, % 30’u M ve geri kalan da N markasina
aittir. 300 saatlik kullanimdan sonra bozulan ampiillerin % 15’1 L, % 10°u M ve % 5’1 de N
markasinindir.

1. Rastlantisal segilen L markasina ait bir ampiiliin 300 saatlik kullanimdan sonra bozulma
olasiligini bulunuz. Yanit: % 7,50

2. Rastlantisal segilen bir ampiiliin 200 saat icinde bozulma olasiligini hesaplayiniz.
Yanit: % 11,50

*Thomas Bayes (1702-1761), ingiliz din ve bilim adami. Bayes Agi’inda kenarlar nedenden sonuca dogru
yonlenmistir. Bayes Teoremi ile bir sonug, nedeninden sonucuna dogru ve tersine hesaplanabilmektedir.
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2. TEK BOYUTLU DAGILIMLARIN TANIMLANMASI

2. 1 Giris

Bir 6rnek dizisi (6rneklem) ancak yeteri kadar kapsamli olduktan ve kesinlikle tanimlandiktan
sonra istatistiksel bir anlam ifade eder ve verilerin ait oldugu 6rneklem 6zellikleri ile gelecekte
beklenen olasiliklar hakkinda bir diisiince yiiriitiilebilir. Tek boyutlu dagilim demek, tek bir
degiskenle tanimlanan ana kitledir (popiilasyon). Bu ana kitledeki degiskenlerin kesinlik
derecesi (olasilig1) ve birimlerinin ayn1 olmasi istenir. Ornek ¢esidi olaylara, yani incelemelere,
baghdir. Genelde f(x, y) ve f(t) seklinde ifade edilirler. Alinmis ve alinacak 6rnekleri ayirmak

lazim. Alinacak 6rnekler agiklik kazanacak. Simiile edilebilir ve hazirlanabilir olmalidir.

Ornek tanimlanmast, verilerin degisken ve faktor seklinde 6zetlenmesi demektir. Bunun igin:

1. Ortalama ve en sik deger,

2. Sagimim, sapma degerleri (degiskeler),

3. Siklik oranlar1 (kisimlari, ylizdelikler),

4. Dagilim sekillerini gosteren degiskenler (simetri, yassilik)
5. Egilim/egim ve yon, gosteren degiskenler ve

6. Dagilim fonksiyonlari, uyum ve siniflandirma

bakimindan ornekler karsilastirilmali ve incelenmelidir.

2.2 Merkezi degerler

Bir veri dizisinde bulunan degiskenlerin bazilar1 bu dizinin orta kisimlarinda yer alirlar ve
merkezi deger olarak anilirlar. Bir 6rneklemin merkezi degerleri, ortalama deger, tepe degeri
(mod) ve ortancadir (medyan). 1. konuda tanimlanan kavramlar, bu ve bundan sonraki konuda
veri kiimelerinin degiskenlerinin ve siklik dagilimlarinin tanimlanmasinda kullanilacaklar.

Veriler ¢izelge, sema ve diyagram seklinde diizenlenerek cesitli 6l¢ii sayilar1 bulunacaktir.
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2.2.1 Ortalama degerler

Bir rastlantisal veri hem dagilim fonksiyonu, hem de siklik dagilimi ile kesinlikle tanimlanir.
Ancak istatistikte rastlantisal bir biiyiikliigii yeteri kesinlikle tanimlayan bazi degiskenlerle de
yetinilir. Bu degerlerin en Onemlisi istatistikte en ¢ok kullanilan beklenti degeri veya

ortalama degerdir. Ortalama deger, rastlantisal x degerlerinin

> xP(x;) 2.1
i
1 lizerinden sonlu veya sonsuz toplami veya

[t 2.2

fonksiyonunun degeridir ( f , siklik fonksiyonudur). Ortalama deger, verilerin ¢an egrisinin

altinda kalan alanin agirlik merkezini olusturur. Cok ¢esitli olan ortalama degerlerin en yaygin

kullanilanlar1 agagiya ¢ikarilmistir.
a) Aritmetik ortalama (x)

Aritmetik ortalama verilerin, ¢an egrisinin altinda kalan alanin agirlik merkezini olusturur.
Gauss ¢an egrisi i¢in 6nemli olan aritmetik ortalama degeridir. Bu, bir drnekleme ait deger-

lerin toplaminin toplam 6rnek sayisina boliimii ile elde edinilir.

1. Stmflandirilmamus verilerin aritmetik ortalama degeri ¥,

)‘(:%ixi 23

i=1l
1
=ﬁ (X1+Xo+...+Xy) 2.4

seklinde tanimlanmaktadir. x;, veri veya ozelliktir (i =1,2,..., n). Toplam 1 {izerinden n’ye kadar
alinir. Buna gore Cizelge 2.1°deki 6l¢iimlerin aritmetik ortalamasi X,
X = 1 106
17
=6,235°C

bulunur.
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Cizelge 2. 1: Is1 6lgiimleri (°C, Schonwiese, 1992).

33

Olgiim Olcgiim degerleri xi-D Ortalama sapma* Sapmanin karesi
numarasi n x; °C D=6°C) Xi- X | (Xi- X )2
1 5,6 -0,4 0,635 0,403
2 5,8 -0,2 0,435 0,189
3 4,9 -11 1,335 1,782
4 6,8 0,8 0,563 0,319
5 6,4 0,4 0,165 0,027
6 7,4 1,4 1,165 1,357
7 6,5 0,5 0,265 0,070
8 7,7 1,7 1,465 2,146
9 55 -0,5 0,735 0,540
10 5,7 -0,3 0,535 0,286
11 6,5 0,5 0,265 0,070
12 5,5 -0,5 0,735 0,540
13 6,7 0,7 0,465 0,216
14 6,9 0,9 0,665 0,442
15 6,2 0,2 0,035 0,001
16 6,0 0,0 0,235 0,055
17 59 -0,1 0,335 0,112
X 106,00 4,0 10,035 8, 555

2. Smiflandirilmis verilerin ortalama degeri i¢in X,

Kk

z f.x
i=1
k

>t

i=1

X =

formilii kullanilir. Burada, k, sinif (aralik) sayisi, fi, 1 sinifina diisen veri sayis1 ve X;, sinif orta

noktasidir.

Ornek 2.1

Cizelge 2.2°deki siniflandirilmis degerlerin ortalamasi X,

[~

X = 25:(106,75)

1

~

79

6,2
6.28 °C

*Bak. yrica 2.4.2
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bulunur (degerlerin kisaltilmasi1 nedeniyle sonug az yiiksek ¢cikmustir).

Cizelge 2.2: Cizelge 2.1°deki verilerin siiflandirilmasi (bak. ayrica 6rnek 2.6 ve konu 3).

Smif arahg, Smif ortas1  Ornek sayisi Ornek oram Birikimli
frekans n, °C Xi fi Xi.fi [%0] toplam, %
4,954 5.15 1 515 (4.82) 4,82
5,5-6,0 575 7 40,25 (37,70) 42,52
6,1-6,6 6,35 4 25,40 (23,79) 66,31
6,7-7,2 6,95 3 20,85 (19,53) 85,84
7.3-7.8 7.55 2 15,10 (14,16) 100,00

> 17 106,75 (% 100)

3. Sabit bir deger yardimu ile hesaplama. Burada X ,

(x,~D) 2.6

seklinde ifade edilir. (D, gelisigiizel bir degerdir). D = 6 “C alindiginda, yukaridaki ¢izelgeye

gore X,
X = 6+ 4;0
17
=6,235°C
bulunur (Cizelge 2.2).

Aritmetik ortalama ¢ok kullaniglidir, analiz degerlerinin irdelenmesinde en sik kullanilan
merkezi egilim 6lciisiidiir. irdelemeden kabul etmek dogru degildir. Ornegin, u¢ degerlerden

cok etkilenir. En 6nemli iistiinliikleri,

a) Kolay hesaplanmasi,

b) Tiim degerleri kapsamasi ve

c) Bagka degerlere, 6rnegin agirlikli ortalamaya, ¢evrilmesinin kolay olmasidir.

Aritmetik ortalamanin sakincalari,

a) En biiyiik ve en kiigiik degerlerin gok etkilemesi,
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b) Gergek bir degerin bulunmadigi bir noktada bir deger verebilmesi ve

¢) Metrik sistemin sart olmas.

Diger ortalama deger ¢esitleri asagida kisaca tanmitilmistir (bak. ayrica Tiiysiiz ve Yaylali, 2005).

b) Agirhikh ortalama (x,)

Cesitli hesaplamalarda silire ve mesafe gibi etkenlerin 6nemini de hesaplamalara katmak i¢in
agirhkh ortalama hesaplanir. Ornegin yer ve c¢evre bilimlerinde &rnek degerleri, drnegin
derisimler, drneklerin arasindaki mesafe ile carpilir, toplanir ve toplam mesafeye boliiniir. Bu
ortalama degerle, u¢ degerlerin, 6rnegin kalinliklarin da hesaplamada etkin olmasi ile, aritmetik

ortalamaya oranla etkisi azaltilmis oluyor ve daha gercekci bir deger elde edilmis olur.

Agirlikli ortalama Xa = = 2.7
i=1

n

formtilii ile hesaplanur. Zmi = 1 durumunda sadece genel formiil gecerlidir. Burada i, 6rnek
i=1

sayist (i=1, 2,...,n), m;, ornekler arasindaki mesafe veya siiredir ve x;’ye gore degisen degerler

alir. xj, Ol¢iim degerlerini gosterir. Agirlikli ortalamaya en iyi 6rnek, ara ve bitirme sinavi not-

larinin farkl agirlikla (6rnegin, % 40 ve % 60) gecme notuna katilmasidir.

Ornek 2.2

Bir bolgeye diisen yagis miktarinin hesaplanmasi (Schonwiese, 1992).

Tarih Ol¢iim x; Siire (y1l) Faktor m; Xi.M;

1920-1950 690 30 3 20.700
1950-1960 676 10 1 6.760
1960-1980 678 20 2 13.560
) 2.044 60 6 41.020

_690.3+676.1+678.2
3+1+2

4102

Buna gore, Xa

6
83,66 mm

1
(o))
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yagis bulunur. Bu degerlerin aritmetik ortalamasi,
X =2044/3
= 681,33

mm’dir. 2 mm’lik yagis farki dnemli degildir.

c) Geometrik ortalama (Xg)
Bunlardan baska miihendislik bilimlerinde yaygin bir sekilde kullanilan geometrik ortalama

bulunmaktadir. Bu ortalama deger oncelikle log dagilimlarinda kullanilir. Burada deger carpi-

minin ¢arpilan tiim degerlerin sayisina esit dereceden kokii alinir. Yani,

Xg: A 1—Iin=1-xi 2.8

seklinde bulunur (n, 6rnek sayist; I1, biiyiik pi = carpim). xg, aritmetik ortalamadan kiigiiktir.

Geometrik ortalamanin iistiinliiklerti,
a) Tiim degerlerin kullanilmasi,

b) Cok agiktir ve

¢) uc degerlerin etkisini azaltir.

Buna karsin sakincalari,

a) Bir degerin dizide sifir olmasi durumunda kullanilmamas1 ve

b) Elde edilen degerin dizide bulunmayan bir yere karsilik gelmesidir.

Ornek 2.3

Olgiilen cesitli deneylerdeki yogunluk ortalamasi.
Olgiim 1 2 3 4 5
Yogunluk [g/cmS] 5,4 5,6 5,3 5,7 55




Prof. Dr.-Ing. Hiiseyin Celebi 37

verileri verilmis ise, geometrik ortalama, — Xg=38/X;.X,...X,

= \/5,45,65,35175!5

=5.024,53°
= 5,50

3
g/cm? sonucuna vartlir.

Geometrik ortalama hesaplamada kok yerine logaritma alinmasi, ¢ok veri ¢arpiminin kokiini
alma islemindeki zorluktan kaynaklanir. Bu nedenle kok alma yerine logaritma alinir. Ornegin,
1
log Xg = Hlog(x1+x2+...+xn) 2.9

(log x, +log x, +...+log x,,)

S|

logaritma kuralina gére logaritmalar1 alinan deger toplaminin anti logaritmasi alinarak geomet-

rik ortalama bulunur. Ornek 2.3’teki degerlerin log toplami 3,69 ve drnek sayist da 5 olduguna

gore,
Xg = antilog (3,69/5)
=antilog 0,74
:100,74
= 5,50 [g/cm’]
bulunur.

d) Harmonik ortalama (x)

Ozellikle doga bilimlerinde, drnegin fizikte, kullanilan bir ortalama deger de harmonik deger-

dir. Ol¢iim degerlerinin tersi (1/a) aritmetik ortalamasinin tersi olarak hesaplanir ve

S |-

1 131
X_h_zx_i 2.10

i
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seklinde formiile edilir. Burada da geometrik ortalamada oldugu gibi degerlerin hepsinin sifir-
dan biiylik olmas1 gerekir. Harmonik ortalama oncelikle zaman oranlarinin (hiz, yol ve zaman)

ortalamasinin hesaplanmasinda kullanilir.

Ornek. 2.4

80 soruluk bir test sinavinda 60 soruya 50, 20 soruya da 30 dakikada yanit veren bir 6grencinin

yanit basina ortalama yanit siiresi.

Sinav basinda ortalama olarak her soruya 1 dakika siire verilmistir. Ancak 6grenci sinavin ilk
50 dakikasinda soru basina 50/60 = 5/6 dakika, geri kalan 20 dakikasinda da 30/20 = 3/2 dakika
kullanmistir. Buna gore harmonik ortalama,
1& 1
1xp== ; -

=1/2(5/6+3/2)

=1/2(5/6+9/6)

=1/2.14/6

=14/12

=7/6

=1,17 dak.

elde edilir.

e) Degisim arahig: ortasi (R,, uc deger ortasi):

Bu ortalama degerlere ek olarak degisim araligi ortasi da bir ortalama deger sayilmaktadir.
Degisim veya yayilim aralig1 R (range),

R = Xmax-Xmin 2.11
olarak tanimlanmaktadir (bak. ayrica 2.4.1). Bunun ortalamasi veya ortasi Ry,

Ry = Zmmi S 2.12

formiilii ile bulunur ve yayilim alanin ortasini verir. Bu aralik frekans veya sinif sayisinin

bulunmasinda kullanilir (bak. Sturges Kurali, Ornek 2.6).
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2.2.2. Ortanca (Xo,, medyan)

Ortanca, bir diziyi ortalayan veya ¢an egrisinin altindaki alan1 esit iki kisma ayiran degerdir.

Orneklemdeki degerlerin yaris1 ortancadan kiigiik, yaris1 da biiyiik olur.
Ortancanin iistiinliikleri,

a) Hesap yapmadan bulunabilmesi
b) Gergek bir degeri temsil etmesi,
¢) Uc degerleri dislamasi ve

d) Baska benzer biiyiikliikler yerine kullanilmamasidir. Buna karsin,

a) Bazen zor saptanabilmesi ve

b) Cevirmelere uygun olmayisi
gibi sakincalar1 bulunmaktadir.

Matematiksel olarak ortanca xo,

Xo= | f(x)dx 2.13

=[Feole
= F(%) - F(-=)

veya Xo= J' f (x)dx

=3 1 (x,) 2.14
i=1

=05
olarak tanimlanmaktadir (Schonwiese, 1992 ve Arici, 2001). Bu deger toplam i¢in ortanca =
F(0,5) = % 50 anlamina gelir. Bu, tek sayih dizilerde, biiyiikliik sirasina gore siralanan 6l¢iim-

leri 2’ye bolen,
Xo = (Xn+1)/2 2.15
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orta degerine karsilik gelir (bak. Ornek 2.5). Cift sayil1 dizilerde ise,

_ (Xn—l)/2 + (Xn+1)/2
2

2.15a

Xo

seklinde belirlenmektedir. x,.1, ortancadan kiigiik, xy+1 ortancadan biiyiik ortadaki iki degerdir
(bak. ayrica Sekil 2.1).

Ornek 2.5

Bir akarsuyun dl¢iilen debi degerleri (m%/s):

Srano. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Veriler: 3,9-4,5-4,5-4,6-4,7-4,8-4,9-5,0-5,1-5,3-5,5-5,5-5,6-5,7-5,8

f(X)= Frekans f= érnek/aralik. %
a b

Xt

X

[
o Xt < Xo< X X < Xo<Xt

a, ¢an egrisi ve ortalama deger X , ortanca X, ve tepe degeri x; degerlerinin gakigsmasi. F; ve F, ortanca tarafindan
2’ye boliinen alanin esit pargalaridir. b, histogram, egrinin yerlesimi ve ortanca Xo; C, saga carpik ve d, sola
carpik dagilimda tepe degeri-ortanca-ortalama degerin konumu. o, teget-absis agisi. tg a > 0: diisiik deger
dagilim tipi (c) ve tg a < 0, yiiksek deger dagilim tipi (d) dagilim grafigi (bak. Wilke, 1973).

Sekil 2.1. Can egrisi ve merkezi degiskenlerinin dagilima gore konumlari.
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Biiytikliik sirasina gore dizilen yukaridaki degerlerin 8. degeri, yani 5,0, veri dizisinin tam
ortasina diismektedir. Burada ortanca bu degerdir. Ortanca carpik dagilimlar i¢in ortalama
degere gore daha uygundur ve az ornek sayisi i¢in de onemlidir. Metrik ve siralama Olcii

birimleri de kullanilabilir ve asir1 degerlerden ¢ok etkilenir.

2.2.3 Tepe deger (x;, mod)

Tepe degeri veya mod, dagilim fonksiyonunun sahip oldugu en yiiksek frekans degeridir. Yani

en ¢ok ornegin bulundugu, baska hi¢bir sinif tarafindan asilamayan siniftir. Teorik olarak td,
t (mod) = f(X)max 2.16

olarak tanimlanmaktadir. Bir normal dagilimda, simetriden dolayz,

tepe degeri (x;) = ortalama deger ( X ) = Ortancadir (Xo) 2.17

bagintis1t mevcuttur. Bu durumda egri altindaki alan ortanca tarafindan 2 esit pargaya yarilir (F;
= Fp, Sekil 2.1.). Saga kayan (kuyruk sagda) veya pozitif egimli (tg o >0) dagilimlarda
ortalama deger, ortanca ve tepe degerinden biiyiiktiir (x; < X, <X ), sola kayan (kuyruk solda)
veya negatif egimli (tg a < 0) dagilimlarda ise, ortanca ve tepe deger’den kii¢liktiir (X < Xo<
Xt). 1. durumun zayif degerlerin dagilima hakim oldugu anlamina gelir (fakir tip). 2. durum ise,
ornegin yerbilimlerinde maden yataklarinin olugmasini saglarlar ve yiiksek degerlerin hakim
oldugu bir dagilimi yansitir (zengin cevher tipi). Cevre bilimlerinde bu, 6rnegin asir1 kirliligi
veya bir etkenin ortalamanin istiinde artisim1 gosterir. Sekil 2.1 c-d carpiklik ve egri-teget

iliskisini gostermektedir. Bir¢ok tepelikli dagilimlarda, 1., 2. ve 3. tepe degeri diye siralanir.

Ornek 2.5°te yinelenen 4,5 ve 5,5 degerleri dizinin tepe degerlerini olusturmaktadir (2 tepeli

dagilim). Dizide bu degerlerden daha ¢ok sayida yinelenen deger bulunmamaktadir.

Bu degerlerin hepsi de gozlem sayisina baglidir. Ne kadar ¢ok gbzlem kapsama alinirsa, o ka-

dar giivenilir ve gdzlem kiimesi i¢in o kadar tanimlayici olurlar. Tepe degerinin Ustiinliikleri,

a) 2 veya daha ¢ok tepelikli dagilim i¢in de 6nemlidir,
b) Ug degerlerden etkilenmez,
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¢) Her 6l¢ii birimi igin kullanilir.
Sakincasi, her zaman kesin dl¢iillememesidir.
2.3 Yiizdelikler

Giinliik yasamda sik¢a ¢eyrek, yarim ve ondalik gibi deyim ve ifadelerle karsilasiimaktadir.
Bunlar bir biitiiniin belli bir kismina, %4’line (¢eyrek) veya yarisina (yarim) karsilik gelirler. Bu
terimler modern bilimdeki yiizdelere doniistiiriildiigiinde yiizdelikler meydana gelir. Ornegin 1
Ceyrek % 25°, 2 ceyrek 1 yarima (%50) veya 3 ceyrek ¥4’e (%75) karsilik gelir. Bat1 dillerinde
bu terimler kantil olarak gecerler (Sekil 2.2.). Kolay hesaplanan yiizdeliklerin ¢ok degerden

hesaplandiklar1 nedeniyle giivenirlikleri ytiksektir.

Bunlara karsilik yiizdeler siraya dizilecek olursa, drnegin % 25 ceyrek olarak anildigi gibi, %
10, ilk veya 1. ondalik (1. desil) olarak ifade edilir. Bunun gibi % 20, 2. onluk (2. desil, veya 1.
pentil) ve 20. yiizdelik olarak da sdylenebilir. Ayni sekilde % 80, 8. onluk (4. pentil) ve 4.

yirmilik olarak da ifade edilebilir.
Bu degerleri hesaplamak icin cesitli formiiller kullanilmaktadir. Genel olarak ortancanin

hesaplanmasina benzeyen yontemde bir temel yiizdelige diger yiizdelikler eklenir. Ornegin, 1.

ceyrek yo5 = 01= F(0,25), ys0 = g2 = F(0,50) = ortanca oldugu anlasilir.

L .

En diisiik, min En yiiksek, max
% 25 Ortanca % 75 %80
1. ¢eyrek (kantil) 3. ¢eyrek 4. beslik (pentil), 8. onluk (desil)

Sekil 2.2: Yiizdeliklerin sematik tanima.
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2.4 Degiskenlik ol¢iileri

Verilerin istatistiksel tanimlanmasinda sadece ortalama degerler yeterli olmamaktadir. Ortala-
ma degerlerle elde edilen sonuglarm yanilma oranlari yiiksek olur. Ornegin, bir kirac1 ev sahi-
binin verdigi 1,40 m’lik ¢ocuklarin yiizdiigii havuzun ortalama derinligine ne kadar inanir?
Bu gibi durumlar icin ortalama degerler tarafindan kapsanmayan degiskenleri de incelemek
gerekir. Bir veri kiimesi veya popiilasyon cesitli dagilim degiskenleriyle de tanimlanabilir. Bu

degiskenler asagida tanitilan degisim arahg, standart sapma, degiske ve momentlerdir.
2.4.1 Degisim arahg: (R)

Bir veri kiimesindeki veya popiilasyondaki en yiiksek ve en diisiik degerleri arasindaki fark,
degisim veya yayillim araligi R,

R = Xmax = Xmin 2.18

ile tanimlanarak belirtilir. Burada sadece 2 deger, en diisiik ve en yiiksek deger, hesaba katil-
maktadir. Dolayist ile u¢ degerlerin bulunmasi durumunda sonug yaniltici olabilir. Ornegin, bir
6lciim dizisinin veya bir madde ¢esidinin icerdigi bir bilesen, bu u¢ degerleri arasindaki farki
degisik olabilir. Yiiksek orandaki degiskenlerde bu fark nispeten kiiciiktiir (homojen dagilim).
Diisiik bilesenlerde ise, biiyiik olabilmektedir (heterojen dagilim). Uc degerlere gore can egrisi-

nin degisimini Sekil 2.3 gdstermektedir.Ornegin, yukaridaki debi dl¢iimii igin degisim aralig,
R=58-39=19
m*/s’dir. Sadece metrik 6l¢ii birimlerinde yararlanilan degisim arahginin hesaplanmasi kolaydir

ve verilerin daginiklig1 hakkinda bilgi verir. Sadece 2 degerden hesaplandigindan, igerikle ilgili

yorum yapilamaz.
2.4.2 Ortalama mutlak sapma (d)

Daha ger¢ekei dagilim i¢in ortalama mutlak sapma d,

d:lzn:)(’ 2.19
[ Ry

_ 1< .
—nélxi X|
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hesaplanir. Bu deger, saginimlarin ortalama degeridir (bak. Sekil 2.3b). Baska herhangi bir
deger i¢in bulunacak sapma degeri bu degerden kii¢iik olamaz. Bu deger hem metrik, hem de
siralama (ordinal) veriler icin anlamlidir. Ozellikle metrik veri kiimelerinde asir1 egimlerin veya
cok tepeli durumlarin bulunmasi halinde hesaplanmasi salik verilir. Ancak sag¢inim Ol¢iisii
olarak sadece metrik sayilar i¢in kullanilabilir. Ciinkii bu veri sira sayilarin farklari hakkinda

bir bilgi vermez.

2.4.3 Standart sapma (s)

Standart sapma, verilerin ortalama deger etrafinda ne kadar yogunlastiklarin1 gésterir. Geomet-
rik olarak, standart sapma, aritmetik ortalama degerinin iistiinde ve altinda kalan veri sapma-
larinin ortalamasidir. Bu nedenle bir (+), bir de (-) degeri bulunur. Sekil: 2.3b standart sapmay1

geometrik olarak gostermektedir.

dB
b

80
"""""""""""""" <I>+s

60 llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll X
_______ Tt

o | l L1

25 50 75 100 12345678
Ses siddeti, dB Olgiimler

Sekil 2.3: Verilerin degisim araliklar1 a ve standart sapmanin geometrik anlam1 b. +s, X *dan
biiyiik (X +S); -s ise, bundan kiigiik ( X -s) 6l¢tim degerlerinin ortalamasidir.

Ortalama mutlak sapmaya ayn1 zamanda standart sapma da denir. s ile gosterilir ve genelde,

s= |1
n-—14

n
i=1

. 2

S Ti=l

X2 2.20
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nixiz _(i‘,xi)2

n(n-1)

2.22

formiilleri ile hesaplanir (X, =X, —X ’dir). Ortalama degerle olan farklarin toplami 0 ettigin-

den, kareleri alinir, toplanir ve karekokiiniin pozitif degeri standart sapma olarak kullanilir.
Ortalama deger hesaplanmadan da standart sapma bulunabilir (bak. 2.22). 2.20’deki n yerine
alman n-1 teriminin sadece genel bir teorik anlami vardir. Degerin popiilasyona degil,
orneklem’e ait oldugunu ifade eder ve serbestlik derecesi sayisini yansitiyor (bak. konu 4). Bu
terim aslinda smiflandirilmis verilerin standart sapmast 2.22 esitliginin 2.5 esitligi sekline
benzetilmesi ile hesaplanabilir (bak. 2.5, x; = fi.x; ve n(n-1) = f;). Ornek say1s1 arttikca, n, n-
1’e yaklasir. Standart sapma s, n >1 ve s>>0 durumlari icin bir anlam tasir. 1 6rnek icin s° = +
o’dur (belirsiz). Sadece metrik 6l¢ii birimlerinde kullanilan standart sapmadan, sonuglarin

yorumlanmasindan nadiren yararlanilir.
2.4.4 Degiskenlik katsayisi (v)

Standart sapmanin aritmetik ortalamanin yiizdesi olarak ifade edilmesine degiskenlik katsayisi

denir. Goreceli standart sapma olarak da bilinen bu degisken,
S
v =—.100 2.23
X

olarak bilinir (%). Bu orana gore veriler diizenli (v < % 40), diizensiz (% 40 < v < % 80) ve ¢ok
diizensiz (v > % 80) olarak siniflandirilirlar (Wilke, 1973). Ozellikle yerbilimlerinde yaklasik
ornek sayisinin, drnegin, milyon t rezerv basina, saptanmasinda bu degisken 6nemli bir Ol¢iit

olarak kabul edilir. Ayrica dagilimlarin saginim farkini1 saptamada yararlanilir.
2.4.5 Degiske (s%, 6°, varyans)

Standart sapmanin karesine degiske (varyans) denir. s* veya sikca o” (sigma) ile gosterilir. Bir

istatistiksel dagilimin esas degiskeni degiskedir ve

6% = j (X — 1)? f(x)dx 2.24

olarak tanimlanir (02, ana kiitlenin degiskesidir). Buradan bir 6rneklemin degiskesi,
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sZ:iZ(xi — 1)? 2.25
n—-143

formiilii ile hesaplanir. Verilerin ortalama degerden sapma derecesini, degiskenligini, gosterir.
Degiske, a = X i¢in minimum deger alir (a, ortalama degerden farkli bir degerdir). Bu, saginim-

larin ortalama deger yakininda en az oldugunu gosterir.

Degiske ile standart sapmanin istatistikte ¢cok biiyiik énemi vardir. Istatistiksel varsayimlarin
dogrulugunda ve testlerde kullanilirlar. Varyans, bagimim ve bagint1 (korelasyon ve regresyon)
analizi ile bunlara dayanan yiiksek derecedeki istatistiksel degerlendirmelerde (6rnegin,
varyogram hesaplamalarinda) vazgecilmez bir Olgiittiir. Ayrica standart program yapiminda

temel teskil ederler.

Uygulamada varyansla standart sapmay1 birbirinden ayirt etmek gerekir. Aralarindaki fark,
degiskenin gozlemleri tiim, standart sapmanin ise, tek tek gostermesidir. Bu yiizden degiskede
bazen Xx; toplam degerleri tiim 6rnek sayisina boliintirken, standart sapmada 6rnek sayisinin 1
eksigine boliiniir. Bu nedenle ¢’nin karekokii, standart sapmadan daima kiigtiktiir. 6 ve s deger-

leri bir gliven derecesi igerirler. Bu da 6rnegin, student-t testi ile denetlenebilir.

Degiske, kisimlarina ayrilabilir. Ciinkii bir 6rneklemin varyansi, 6rneklemdeki gruplarin var-
yanslarinin toplamina esittir. Ornegin,
1 | J K
=+ X+ D xD) 2.26
n-1"3 = k=n—k
gibi. Bu 6zellikten, varyans analizinde ve jeoistatistikte yayilim degiskesi gibi ¢esitli

degiskelerin hesaplanmasinda yararlanilir.
2.4.6 Katisik degiske (syy, kovaryans)
Orneklem degiskesi s> nin,

2 i
g n-1

n

> (% %)% - %)

__ =l

> (x - %)°

S 2.27

n-1
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oldugu yukarida gosterilmisti (2.25). Veri kiimesinin x degerlerinin ¢ift bulunmasi halinde, x;
ve Vi degerleri bu kiimenin 6zellikleri olurlar (yerin derinlik ve basinci veya 1s1 ile genlesme

gibi). Yukarida yazilan esitlik y i¢in de yazilabilir ve

Z(Yi -y)°
s,/ = ——— 2.28
n-1
2N -Y)
i=1
n-1
sekli x ve y i¢in,
1 & - -
Sy = —— > (X =X)(¥i —Y) 2.29
n —1i=1

haline dontstiiriilebilir. Bu, veri kiimesine ait Orneklemin x ve y 06zelliklerinin katisik
degiskesidir (=kovaryans). Esitlik, x ve y degiskenlerinin birbirine gore nasil degistiklerini
gosterir. Bagmti ve baginim analizinde ¢ok kullanilir. Bir 6rneklemin katigik degiskesinin
degiskenlerin ¢carpimina orani degiskenler arasindaki bagint1 katsayisini,

r=-—> 2.30

S,-S,

verir. r = |1 i¢in bagint1 en iyi, r = 0 ise, bagint1 yok demektir. -1<r<0 durumunda degiskenler
uyumsuz (x ve y arasinda zit gelisme), 0<r<l durumunda ise, uyumludur (x ve y birbirine

bagli; bak. konu 8).

2.5 Momentler

Istatistikte dagilimlarin ¢ogu simetrik degildir. Bazen degerler ortancanin saginda veya solunda
yogunlasir (Sekil 2.1 ¢ ve d). Bu dagilim 6zellikleri yukarida agiklanan ¢arpiklik ve degisken

siralamasi gibi yontemler yaninda 3. moment; dagilimin standart ¢an egrisinden yiiksek veya

basik (yass1) oldugu da 4. moment veya merkezi degerle* saptanabilmektedir.
Bir moment genel olarak mg = EZ(xi)k 2.31
nia

* Merkezi deger demek, ortalama degeri X =0 olan deger demektir. Bir transformasyon yoluyla, érnegin, x;,
.. Xn degerleri, yi = Xi- X (i = 1,.., n) seklinde merkezilestirilirler. Bu arada degiske o’ degismez.
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denklemiyle ifade edilmektedir. Bir dagilimda 4 biiytikligiin, merkezi momentlerin, yani or-
talama deger (X ), degiske (s%), kayma (ms, carpiklik) ve basikligin (ms, yassilik) incelenmesi

yararl olur.
2.5.1 Kayma (g, carpikhik, asimetri; ing. skewness)

Bir normal dagilimda ortalama deger, ortanca ve tepe degerin esit olduklar1 yukarida belir-
tilmisti. Bu degerlerin karsilastirilmas: ile ortalama degere gore kayma saptanabilir. Ancak

kayma durumunda bunlarin oran1 degisir.

Kesin bir kayma degeri ancak 3. moment ms’iin hesaplanmasi ile elde edilebilir. Bu,
13 3
mg==>" (X — X) 2.32
n 4
olarak tanimlanmaktadir. Buradan kayma, standart sapmaya boliinerek standartlastirilir. Yani,

g=—2 2.33

esitligi ile birimsiz hale getirilir.

g = 0 i¢in normal dagilim, g > 0 i¢in pozitif ve g < 0 i¢in de negatif e§imli (saga kayma) bir
dagilim mevcut demektir (Sekil 2.4). Kayma, esasinda bir logaritmik dagilimin (dinamik

dengenin) belirtisidir.

A

f(x)

Sekil: 2.4. Farkli kaymalara 6rnek dagilim cesitleri (bak. ayrica Sekil 2.1).
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2.5.2 Basiklik (e, sivrilik; ing. excess)

Basiklik veya sivrilik tanimi1 i¢in de 4. moment m, (exess, kurtosis) kullanilir. Bu moment

tepelik durumunu belirtmeye yarar ve
My :12(xi -x)* 2.34
n<

seklinde tanimlanmaktadir. Buradan basiklik,
m

e=—="-3 2.35
S

:EZ(xi —x)*/s*-3
n4

n

Z(Xi - )_()4

i=1
=2 .3
ns*

formiiliinden c¢ikarilir. Bir normal dagilimda e = 3’tiir (esitlikte 0 alinmistir). Bu durumda
normal ¢an egrisinden basik olan dagilimlarda e < 0, sivri olanlarda ise, e > 0°dir (Sekil 2.5).

Bu dagilimlarin ortalama degeri esit, ancak standart sapmalari farklidir.

f(x)

Sekil 2.5: Farkli basikliga 6rnek dagilim gesitleri. Standart sapmalar1 ayn1 olan bu dagilimlarin
e <0 olanlarna platikurtik, e > 0 olanlarina da leptokurtik denir.

Logaritmik dagilimlarin incelenmesi, metrik degerlerin logaritmasi alinarak ayni yontemlerle

gercgeklestirilir.
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Ornek 2.6

Siklik dagilim degiskenlerinin hesaplanmasi ve dagilim grafiginin ¢izilmesi (Cizelge 2.1, n =

17, 1s1 8lgiimleri, °C).

1. Degiskenlerin bulunmasi
17
Aritmetik ortalama X=>xj/n
i=1

=106/17
=6,235°C

Zn:(xi —x)?
i=1
n-1

_ 18,555
17-1

=40,53

Standart sapma s=

=0,73°C
Buna gore aritmetik ortalama degeri y = X + 0,73 = araligin1 kapsiyor veya y= X £0,73 aralig1

icin gecerlidir.

DXCET
- n-1

_8555
17-1

=053 °C?2

Degiske

Kayma g=
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Dagilim pozitif egimlidir.

3

M, 4
S4

Zn:(xi -x)*
_id 3

n.s4

10,86

4,82
=2,57-3
=-043°C

Basikhik e=

bulunur. Buna gore pozitif egimli (saga kayma), standart ¢an egrisinden basik bir egri veya

dagilim bulunmaktadir.

Degiskenlik katsayisi v =5.100/x
=0,73.100/6,235
=%11,7

bulunur. Bu oranla veriler ¢ok diizenli bir dagilima sahiptir.

2. Dagilim grafiginin ¢izimi:

1. Adim: Degisim araliginin bulunmasi:

Degisim araligi R = Xmax-Xmin

=7,7-49
= 2,§ °C

2. Admm: smif sayisinin hesaplanmasi (Sturges Kurali, bak. dip not s. 47):

k=1+3,32 logn

=1+43,32.1,23
=1+4,08
=51
=5

siif veya grup bulunur.

51
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3. Adim: Frekans veya smif sinir degerlerinin bulunmasi: Frekans f,
f=R/k
=2,8/5
=0,56
~0,6 °C

elde edilir.

4. Adim: Siklik dagilim ¢izelgesi:

Frekans [°C] Mutlak sikhk Goreceli siklik [%] Birikimli sikhik [%]

f fi hi X h;
4,90 -5,49 1 5,88 5,88
5,50 - 6,09 7 41,18 47,06
6,10 - 6,69 4 23,53 70,59
6,70 - 7,29 3 17,65 88,24
7,30 -7,89 2 11,76 100,00
r= 17 100,00
Siklik dagilimi Birkimli sikhk dagilimi
45 - 100 —
gr— g _
— 75 4
= 30 £
2 g 50
g7 H E 25
0 [] . . H 2 L1, . . . .
4,9 5,6 6,3 7 7,7 4,9 5,6 6,3 7 7,7
Isi1 derecesi [°C] Is1 derecesi [°C]

* Siklik dagilimlarinda smif sayisinin saptanmasi i¢in bir genel kural bulunmamaktadir. Ancak bazi ilkeler
onerilmektedir: Ornegin smif sayisiin drnek sayisina gore degisimi gibi. Ayrica bir siklik dagilimindaki simf
say1st ornek sayisinin kare kokiinden az olmasi istenir. Bir dagilimdaki sinif araliklari esit olmayabilir, drnegin
biiyiiyebilir veya kiigiilebilir. Sinif sayisinin bulunmasinda yararlanilan en yaygin kural Sturges Kurali’dir. Buna
gore bir siklik dagiliminda en iyi smif sayisi k = 1+log2 ™ log n = 14+3,32.log n seklindeki formiildiir. Buradan da
frekans (sinif araligi) f hesaplanir (f = R/k = Xmax - Xmin/ (1+3,32 log n)).
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3. TEORIK DAGILIMLAR

3.1 Giris

Ik 2 konuda islenen 6rnek tanimlamalari sonuclari bakimindan belirsizlikler tasimaktadir.
Cilinkii bu 6rneklemler sonlu bir veri dizisini kapsiyor. Bu nedenle incelenen olaylar (islev veya
mekanizma) sadece kismen islemlere tabi tutulabilmektedir. Dolayis1 ile deneysel siklik

dagilimlarinin goriiniimleri 6rnek kapsaminin genislemesi ile degisir.

S6zkonusu olay genel olarak, yani 6rneklem rastlantilarinin etkisi disinda, istatistiksel olarak
incelenmek istenirse, orneklemin geldigi popiilasyonun ozelliklerinin incelenmesi gerekir.
Bunlar genelde bilinmedikleri icin istatistikte ¢esitli kuramsal popiilasyon dagilimlarinin

bulunmasi i¢in degisik yollar bulunarak deneysel dagilimlara uyarlanmistir.

Uygulamada bir¢ok kuramsal dagilim sekli bulunmaktadir. Burada bunlarin ancak &nemli
olanlar1 iizerinde durulacaktir. Herhangi bir veriyi inceliyebilmek maksadiyle kuramsal dagi-
limlarin sadece standart sekli, yani olasihik sikhk dagilim f(x) yardimiyla, tanimlana-caktir.
Bir gorsel dagi-limin bir kuramsal dagilima uyarlanmasi1 demek, gorsel dagilima en yakin
kuramsal dagilimin bulunmasi demektir. Gorsel dagilimin kuramsal dagilima uyumu igin ¢evir-

me iglemlerinin yapilmasi, uyum derecesinin (anlamlilik) saptanmasi ve sinanmasi sarttir.

Islenecek kuramsal yontemler ilk dnce sadece tek boyutlu durumlar icin uygulanacaktir. Bun-
larin ¢ok boyutlu durumlar i¢in uygulanmasi sik¢a sorunlar dogurur. Hesaplanacak degisken-
lerin 6rneklem ve ana kiitle (popiilasyon) iligkisinin ayirdedilmesi i¢in kullanilan degisik karak-

terler asagiya cikarilmstir:

Degisken Orneklem Ana kiitle
Ortalama deger X u
Ortanca Xo Ko
Tepe degeri Xt Lt
Standart sapma S c
Degiske s? o’
Kayma g Y
Basiklik e n
Kapsam n v
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3.2 Normal dagilim (ND)

Dogadaki dagilimlarin biiyiilk ¢cogunlugu normal dagihim gostermektedir. Buradaki normal
dagilimm anlami sadece ¢ok sayidaki isleve uygulanabilirligini ifade eder. Tiim dagilim
cesitleri olustuklar1 yerin mevcut kosullarina gére gelisirler. Ornegin, bakkal ve manavlarin bir
sehrin her tarafina yaklagik ayni siklikta dagilmalarina karsin, fotograf diikkanlarinin sadece
sehir merkezinde yogunlagtiklar1 goriiliir. Bu gézlem sonucunun, yani hipotezin, genellesmesi

icin agiklanmasi ve kuramsal bir toplu sistemde ya dogrulanmasi, ya da reddedilmesi gerekir.

Normal dagilimin en 6nemli 6zelligi, yinelenen verilerin ortalama deger etrafinda yogunlasma-
sidir. Uclara, yani biiylik ve kiiclik degerlere, dogru veriler kendiliginden siniflanarak seyrelir.
Ormnegin, bir yerlesim birimindeki erkeklerin boy ortalamasi 1,70 m ise, 1,68-1,64 m boylu
erkeklerin sayisi1 1,64-1,60 m boylulardan; 1,72-1,76 m boylularin sayisi da 1,76-1,80 m
boylulardan daha ¢ok oldugu asagidaki ¢izelgeden goriilmektedir. Aymi sey calisanlarin aylik
geliri ve yumurta agirlig i¢in de gegerlidir. Normal dagilimin dogadaki en iyi drnekleri volkan
konileri lavlarinin,; kumul ile kum saatleri kumlariin konik dagilimi; petrol kuyular1 veriminin
zamanla degisimi ve uygarliklarin yiikselis ve batislarinda da goriilmektedir. Normal dagilimin

nedeni, olusum sirasinda birbirini etkiliyen bagimsiz bir¢cok etkenin bir araya gelmesidir.

Simif Sikhk
160,50-164,49 5
164,50-168,49 57
168,50-172,49 162
172,50-176,49 64
176,50-180,49 7

Boyle bir dagilimda 6rneklerin tek tek incelenmesi oldukca zordur. Dagilim iizerinde denetimi
saglamak amaciyla ve bilgi kaybina neden olmadan, yukarida da anlatildig1 gibi, veriler veya
Olctimler gruplara (siniflara) ayrilir (bak.6rnek. 2.6.). Bu smiflardan bir dagilimin egilimini
gosteren siitun diyagramlar elde edilir. Elde edilen siitun dagilimina uyarlanan bir egri dagilim
fonksiyonunu meydana getirir (Sekil 2.1b ve 2.6). Bu dagilim fonksiyonu (probablity density

fuction) siirekli ve simetrik (y = 0) normal siklik dagiliminini* gosterir ve

* Gauss dagilimi veya c¢ana benzedifi icin ¢an egrisi de denir. C. F. Gauss (1777-1855) siklik dagilimi
(distribution function) ilk formiile eden alman matematikgidir.
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1 _E(X_if“)z

f(x) = 2 o 3.1

e
o~ 2r
esitligi ile tanitmlanmaktadir (-oo<x<+o0; -co<p<+oo; 6>0). Esitlikten birbirine benziyen (maksi-
mum p, simetrik donii noktalar1 p-o ve p+o) ¢ok sayida siklik dagilimi fonksiyonunun bulun-

dugu anlasilmaktadir.

Normal dagilim ortalama degerlerin en sik ve en olasi olduklar1 her yerde dagilim modeli
olarak beklenebilir. Ortalama degerin solundaki ve sagindaki sapmalar esit olasiliga sahiptir.
Artan sapma degeri ile azalarak daha az olasi duruma giderler. Bu 6zelligi ile normal dagilim
istatistigin temelini olusturan bir 6neme sahiptir. Hata hesaplamalar1 (bak. 4. konu), standart
sapma gibi formiiller ve yontemler normal dagilimin esaslarina dayanmaktadir. Bu nedenle in-
celenen her dagilimin normal dagilimi gerektirip gerektirmedigi arastirtlir (parametrik, dagil-
1ma bagli veya non parametrik, dagilima bagli olmiyan, yontemler). Biitiin istatistiksel analiz-
lerdeki ilk ana kural 6rneklemdeki normal dagilimin gerekliligidir. Bu kural 1yi ve giivenilir
sonuclar i¢in kaginilmaz bir zorunluluktur. Bir veri kiimesindeki normal dagilimin varlig1 ise,

histogramlarda goriilebilir. Bu durumda dagilim egrisi bir ¢an seklindedir.

1. D6ni noktalan

95,45 /%
99,73,

b eearen—d J

Sekil 3.1. Standart sapma ile egrinin alan igerigi arasindaki iliski (Wellmer, 1989).
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Bir normal dagilima sahip f(x) egrisinin donii noktalar1 absise yansitildiginda bu eksen
tizerinde p ortalama degerinden itibaren tam c’ya karsilik gelen degerler elde edilir. Bir 6rnek-
lemin standart sapmasi bu olusuma baghdir (dagilima bagl formiil, Sekil 3.1). Buna karsin
yiizdelikler gibi degiskenler dagilima baglh degildir. f(x) fonksiyonunun dénii noktalarindaki

tegetler x eksenini p+2c’da keserler.

Bir 6rnegin dagilim fonksiyonunun p+c araligina (1. donii noktalari) diisme olasilig1 % 68,27,
pt2c araligina % 95,45 ve p+3c araligina da % 99,73’tiir. Bu oranlar ayn1 zamanda verilen

sinirlar arasindaki alanin egri altinda kalan toplam alana oranina karsilik gelir (Sekil 3.1).

=0 ve 6 =1 durumu i¢in f(x) dagilim fonksiyonu,

1,

1 -X
f(X) =———e ? 3.2
Jer
seklini alir. Boylece fonksiyon degiskenlerden bagimsiz hale gelir ve z = X“H trans-
o
1
formasyonu ile f(z) =——e 2 3.3

J2z

sekline doniistiiriilmiis olur. Bu durumdaki bir fonksiyon standardize normal dagilim denir.
Bu sekildeki fonksiyonlar (z dagilimi) birimsiz hale geldikleri i¢in degisik yon-temlerle daha
kolay hesaplanirlar. Istatistikteki sinama (test) ve tahmin i¢in oldukca 6nemlidir. Yiizdeliklerin
hesaplanmas1 entegral gerektirdiginden, zordur. Ancak bu, ¢izelgelerden yarar-lanarak, asila-
bilir. Baz1 kaynaklar z dagilimi ¢izelgelerini de vermektedir (bak. Schonwiese, 1992 ve David,

1977).

z’ye standart deger* denir. Bir dagilimda her X; degerine karsilik bir x; sapma degeri belir-
lendigi gibi, bir z; degeri de belirlenebilir. Standart deger,
Zi = Xi/S 3.4

* Merkezilestirilmis ve standart sapmasi s = 1 olan veriler standardize edilmis demektir. Standardizasyon z; =
X. — X
1

(1= 1,...,n) gibi bir transformasyonla miimkiindiir. Standardize veriler birimlere bagl degil. Dolayist ile

degisik birimli verilerin matematiksel islenmesi miimkiin olur.
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esitligi ile tanimlanir ve bununla sapma degerleri standart degerlere cevrilir. Ornegin, x; = X; -

X degeri i¢in zj= Xj/s standart degeri bulunur.

Ornek 3.1

Ortalama degeri X =5 ve s=2 olan bir dagilimdaki X; =7 6l¢iimii hangi standart degere karsilik

gelir?

Coziim: zi= x;/s

=(Xi- X)/2
=(7-5)/2
=2/2

= +1 bulunur (1. donii noktas1 =1standart sapma).

Burada X; =X +s degerine karsilik geldigi i¢in 1 degeri, tolerans olgiisii, clde edilmistir. Yani
ortalama degerden bir standart sapma kadar biiyiik degerlerin standart degeri 1’dir. Bunun gibi
2s kadar biiylik olan degerlerin standart degerleri 2, 3s kadar biiyilik olanlarin da 3’tiir. Aym
sonuclar standart sapmadan kiiciik -1, -2 ve -3 degerleri i¢in de gecerlidir. Ortalama degere
esit (x; = X ) bir degerin standart degeri ise, 0’dir. Ornegin,

Zi= Xils
=[x -x]/s
=[X-X]/s
=0/s
=0

Bu nedenle standart ¢an egrisi 0’a (y ekseni) gore simetrik verilir (bak. Sekil 3.2).

Goriildiigii gibi standart can egrisinin degiskenleri normal ¢an egrisinin degiskenlerinden farkli
olmaktadir. Standardize edilmemis ¢an egrisinin donii noktalari pto, u+2c ve p+3o iken,
standart can egrisinde +1, £2 ve £3 olmaktadir. Ortalama degerin standart degeri 0’dir. Bu
nedenle standart ¢can agrisi Ol¢iimler yerine bu degerlerle tanimlanir ve bu sayede normal ¢an
egrisinden ayirdedilir.

1 X _E(M)Z

jeZU dy 35

Siklik dagilimi fonksiyonu, F(x<y)=
o2r
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sekliyle dogrusal ve entegrale benziyen dagilim toplamini verir (birikimli toplam, Sekil 3.2).
Bu dagilim olasilik kagidinda 6zel bir dagilimla bir dogruya doniistiiriiliir ve hesaplamalarin
denetiminde kullanilir. Olasilik kagidinin absisi dogrusal, ordinati ise, 3.5 esitligine gore
diizenlenmistir. Bu yaklagik dogrunun bagka ozelliklerinden biri de F(-1) = 0,84 ve F(+1) =
0,16 olmasidir. Buradan 0,84-0,16 = 0,68 elde edilir. Bu, egrinin altindaki alanin p-c ve p+o

sinirlar arasinda kalan kismidir.

Yukarida da belirtildigi gibi normal dagilim simetrik oldugundan, bir¢cok 6zel duruma sahiptir.
Ornegin,

Ortalama deger pu = ortanca = tepe degeri (1. moment).

Degiske o° (2. moment),

Kayma g = 0 (3. moment) ve

Basiklik e =3’tiir (4. moment) gibi.

-~ Mormal dadilim

30

[
T _,e—'aal-— Birikimli =ikhk dadilimirin
= $_u=,;.-¢‘!: - < 7O . - dodrusal dadiim fonksiyvonu
1 =
.
= s
= X 18% __‘__:...__f i"-\ Eliriki_rnli_mkllk da@ll_lmlnlr_n_
T g | gewrimiz v eksenine gdre
_J-___ - 2w ! fonksivonu
"3:“’”".“'@ ¥ <36 =2 -& | n o Za 3o
SREEn Dodrusal

balbnmis v ekseni

Sekil 3.2. Gauss ¢an egrisinin bazi1 degiskenleri ve olasilik kagidina doniistiiriilmesi (Wellmer,
1989). Dagilim dogrusuna “Hazan Dogrusu” denir.
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p degiskeni olasilik siklik dagiliminda degerlerin absis iizerinde saga veya sola kayarak
kaymay1 (g, kayma), ¢ da ordinat boyunca ortalama deger p etrafinda yogunlasip seyrelerek

basiklig1 (e, sivri/yassilik) meydana getirir.

Sekil 3.3. ideal simetrik, 2 boyutlu dagilim yiizeyi perspektifi. (Sachs, 1984, degistirilmistir).

Alstirma 3.1

{12-14-36-22-37-29-30-38-41-49-36-45-62-53-58-67-69-56-55-50} analiz sonuglarinin (n=20),

a) Aritmetik (42,95), geometrik ve harmonik ortalamalarini,

b) Standart sapmasini (16,40), degiske, kayma ve basikligini,

) Tepe degerini (36) ve ortancasini (40) hesaplayiniz,

d) Siklik dagilimini ¢iziniz ve

e) Birikimli dagilimini olasilik kagidinda degiskenleri ile gosteriniz (parantezde yanitlar).

3.3 Birikimli normal dagilhhm

Bir dagilimin kesin saglanmasi ancak matematiksel smamalarla (testlerle), Srnegin x* (ki kare,
bak. 4.3. veya Kolmogoroff-Smirnow) sinamasi ile, saglanabilir. Burada bu konulara genis yer
ayirmak bu notlarin kapsamini asacagindan, uygulamadaki yaklasik grafik denetimi ile yetini-

lecektir.

Grafikle ¢ozlim piyasada satilan olasiik kagidi ile yapilir (Sekil 3.2). Olasilik ag1 veya kagidi

can egrisinin veya bir normal dagilimin bir dogru seklini alacagi bir x-y diyagramidir. y ekseni
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buna gore boliinmiistiir. Ancak x ekseni dogrusaldir. Gerektiginde logaritmik de yapilabilir. Bu
agla normal dagilimlarin dogrulugu saglanir. Bu nedenle birikimli siklik dagilimi 6l¢iim sonug-
larinin diizenlenmesinden sonra hesaplanir. Bunun icin bu agin absisine ozellik smifi iist
smirlart x;, ordinatia da bunlarin birikimli sikligi =h; kaydedilir (Ornek 2.6 ve 3.2). Siniflarin
goreceli degerleri, en kiigiik degerden baslamak {izere, her sinif i¢in ayri ayri toplanir. Buna
gore birikimli siklik, 6zellik siniflariin st sinir degerlerinden kii¢lik veya bunlara esit deger-
lerin toplamidir. Bunun dagilim fonksiyonuna birikimli sikhik dagilim fonksiyonu denir (bak.
esitlik 3.5). Bu dagilimin fonksiyonu normal dagilim halinde bir dogru verir (Hazan Dogrusu).
Aksi durumlarda fonksiyon kirik ¢izgi seklinde goriiliir. Dogrunun ¢izimi sirasinda baslangic
ve bitis kisimlar1 biiyiik 6nem tasimaz. Ancak % 50 civarmin bir dogru ¢ikmasi belirleyicidir.

Grafikten ayrica su degerler okunabilir:

a) % 50 degerinden absise ¢izilen paralelin dogruyu kestigi noktadan absise inilen dik,

dogrunun absisi kestigi nokta ortancay1 veya aritmetik ortalamayz,

b) % 16 ve % 84 noktalarindan ayni sekilde absise ¢izilen paralellerin dogruyu kestigi nokta-
dan absise inilen dikler de absis iizerinde p+c noktalarini, yani standart sapmayi veya
tolerans olciisii 1’yi, verir (Sekil 3.2). X sadece bu aralik i¢in gecerlidir. Bu iki smir

arasinda kalan alan tiim analiz degerlerinin % 68,26 s1na karsilik gelir.

Boylece elde edilen bir birikimli siklik dagilim dogrusuna ortanca noktasindan bakildiginda,
standart sapmanin, ¢ veya s’nin, birkag kat dilimlerinden olustugu goriiliir. Dogrunun egimi
artan standart sapma ile azalir ve uc kisimlar ¢ogu kez uyumda sorun yaratir. Ancak bu aragla
gercek dagilimlarin grafiklerle karsilastirilmasi miimkiin olmakta ve Onemli degiskenleri

dogrudan okunabilmektedir.

Dagilimin dogru vermemesi durumunda heterojen bir 6érneklemin, baska dagilimlarin mevcut
olabilecegi veya degerlerin belli dl¢lide kaydirilmas: gerektigi lizerinde durmak gerekir. Boyle

bir durumda genelde logaritmik dagilim s6z konusu olur.

Birikimli dagilim dogrusunun seklinden 6rneklem hakkinda énemli bilgiler edinilebilir. Orne-
gin, birkac pargadan olusan bir kirik hazan dogrusu, saf olmiyan, birkag popiilasyona ait bir
ornekleme isarettir. Bu durumda her popiilasyonun ayri ayri ¢oziilmesi ve incelenmesi gerekir.

Bu da ancak biiyiik 6rnek sayist i¢in bir anlam tasir. Bir 6rneklemde birden fazla ve acikg¢a
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farkli dagilimlarin bulunmasi, bu degerlerin bir ana kiitleye ait olmadigin1 ve bunun i¢in de bir

ortalama degerin hesaplanamiyacagi anlamina gelir.

Ordinatin dogrusal bdliinmesi durumunda fonksiyon, entegral isareti seklinde bir egri verir
(Sekil 3.2 ve 3.4b). Bu egrinin kivrim derecesi standart sapmanin biiyiikliigline baglidir. Dogru,
ortanca’ya (% 50) gore simetriktir. 0 ve % 100 noktalari, y eksenine asimtot olarak yaklas-
tiklarindan, sonsuza yonelirler (£ o). Uygulamada bu uc degerler 6nemli goriilmez ve ¢ok

ender durumlarda, 6rnegin, uc degerlerin elimine dilmesi durumunda, yararlanilir.

3.4 Logaritmik normal dagilim (logND)

Asimetrik bir normal dagilim, 6zellikle 6rneklemin bir pozitif egime sahip olmasi durumunda,
logaritmik normal dagilim seklinde goriiliir. Logaritmik dagilima Galton dagilimm da denir. Bu
dagilim, 6zellikle genis yayilim araliklarina sahip, birka¢ on veya yiiz kat degisen, dagilimlara
uygulanir. Ancak bu yontemle biiylik ve kii¢iik degerlerin goreceli degisimleri ayni derecede

acikca gosterilebilir.

Bir normal dagilimin basiklik (e<0, platikurtik) ve sivrilik (e>0, leptokurtik) 6zellikleri bazen
ornek sayisinin arttirilmasi ile giderilebilmesine karsin, kayma etkilenmemektedir. Bu, basik-
ligin sik¢a rastlantisal bir 6rneklem etkeni oldugunu, buna karsin kaymanin anlaml bir etken
oldugunu gosterir. Bu durumlar uygulamada ancak logaritmik dagilim modelleri ile agiklana-

bilmektedir. Logaritmik normal olasilik ve yogunluk fonksiyonlari,

1 ey
(x) = e o 3.6
o~\2rm
X 1 Iny-u).»
F)= 12” j%e 2o 3.7

seklindedir (x>0). Logaritmik dagilimin en belirgin isareti, siniflara ayrilmis birikimli bir
orneklemin yilizde degerlerinin olasihk kagidinda ortalama degerin sagindaki degerlerin
solundakilere oranla daha yatay bir durum gostermesidir. Absisleri logaritmik boliinmiis
olasilik kagitlar1 piyasada satilmaktadir. Buradaki logaritmik dagilimin, dogal logaritma (In)

oldugu unutulmamalidir. Bazen 10 tabanina goére logaritma, dogal logaritmaya gore daha iyi
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yaklagik degerler verebilir. Bu durumda yukaridaki denklemlerde sadece In yerine log’un
yazilmasi yeterlidir. Buna ek olarak p ve o yerine z yazilarak, yukarida oldugu gibi, denklemler
genellestirilebilir. Logaritmik dagilim degiskenlerinin hesaplanmasi daha karigiktir® (Wellmer,

1989).

Uygulamada bir logaritmik dagilimin beklenmesi durumunda 6l¢liim veya analiz degerlerinin
logaritmalar1 alinir. Cevrilen bu degerlerden ancak ortalama ve standart sapma degerleri hesap-
lanir, ilgili ¢izelgeler, 6rnegin z dagilim c¢izelgesi, kullanir ve karsilagtirmalar gerceklestirilir.
Logaritmik normal dagilimin standart sapmas1 temel degerlerin geometrik ortalamaya oranidir,

normal dagilimdaki gibi sapmalarin ortalama degeri degildir.

Degisken Formiil

Ortalama deger pL=e "2 3.10
Ortanca RoL=€" 3.11
Tepe degeri =€ u-e? 3.12
Degiske 2 = g Gura)e” D 3.13
Kayma y=(e" +20e” +1 3.14
Basiklik n=0 3.15

Logaritmik dagilimin 6nemi bilim dallarmna gére degismektedir. Ornegin, yerbilimlerinde ¢ok
onemlidir. Bu nedenle Ahrens (1954) ve Rodionov’a (1964) magmatik kayaclardaki logaritmik
normal dagilimi jeokimyanin temel yasasi olarak tanimlamaktadirlar. Yukarida da deginildigi
gibi, diisilk veri normal dagilimlar1 agirlikta olmaktadir. Jeolojide, 6rnegin, hafif siddetteki
depremler, kuvvetlilerden daha stk meydana gelmektedir. Riizgar hiz1 ve yagis dagilimi da
buna benzer ve genellikle logaritmik dagilim sunarlar. Aslinda bu dagilimlar derisime de bag-

lidir. Ornegin, organlarin bilesen dagilimu, viicuttaki bilesen dagilimimi da belirlemektedir.

Ornek 3.2

Igme suyunda normal ve logaritmik normal (log normal) demir (Fe) dagilimu,

*log a.ln 10 = In a (In 10 = 2,3026); In a.log e = log a (log e = 0,4343) veya log;oX = logex/10ge10 = Inx/In10 =
Inx/2,3026’dur.
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Veriler
Derisim: ppm [g/t] Fe : {11-13-14-2-15-17-50-35-6-24-12-25-18-3-7-40-9-4-5-4-1}

|Og ppm Fe: {1,04-1,08-1,15-0,30-1,15-1,23-1,70-1,54-0,78-1,38-1,08-1,40-1,26-0,48-0,78-l,60-0,95-0,60-0,70-0,60-0,00}

Coziim: Degerlerin dagilim sinirlart R= Xmax-Xmin
=50-1
=49 ppm Fe’den

siif araligi, f=R /i, (i=1+1/log2.log n)
=R/1+3,322.log n
=49/(1+3,322 log 21)
=49/(1+3,322.1,32)
=49/5,39
=9,09 ppm

=9 ppm

bulunur (bak. asagidaki ¢izelge ve sekil). Ayni sekilde fiog re = 0,32 elde edilir.

Normal dagilim Logaritmik dagihim

Frekans [%] Siklik Birikimli sik. [%]|Frekans [log %] _ Siklik Birikimli sik. [%)]
f fi hi > hi f fi hi > hi
<9 9 0,43 42,86 <0,32 2 9,52 9,52
9-18 7 0,33 76,19 0,32-0,64 3 14,29 23,61
18-27 2 0,09 85,72 0,64-0,96 4 19,05 42,85
27-36 1 0,05 90,48 0,96-1,28 7 33,33 76,19
36-45 1 0,05 95,24 1,28-1,60 4 19,05 95,23
>45 1 0,05 100,00 >1,60 1 4,76 100,00
Toplam 21 1,00 100,00 21 100,00 100,00

Sayisal dagilim kuvvetli pozitif egimliyle saga kaymakta ve bir diisiik degerli veri tipini
gostermektedir (Sekil 3.2a). Aymi degerlerin birikimli log dagilimlar1 entegral ve dogru
sekilleri ile normal dagilimi pekistirmektedir (Sekil 3.2b ve d). Birbirlerine ¢cok yakin tepe
degeri (1,12), ortanca 1,08 ve ortalama degeri (1,00) de bu savi desteklemektedir. Yassilik
(kurtosis) e<3 (1,34) oldugundan, dagilim normal dagilimdan daha yassidir. Buna gore Fe,

birkac kaynaktan gelmektedir (kayac, sanayi v. s.).
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Ornek 3.2 degerlerinin siklik dagilim sekilleri: a, Géreceli siklik (X=4, Xo=12 ve X =15 ppm
Fe’dir), b, logaritmik ve birikimli logaritmik siklik dagilimi (bak. d), ¢, Siklik
dagiliminin (b) ¢izgisel gorinimii ve d, log birikimli dagilim.

3.5 Binom dagilimi (BD)

Neden dogal dagilimlarin normal veya logaritmik normal dagilim gosterdiklerine veya bu
dagilim sekillerine uyduklarina iliskin herhangi bir bilimsel esas bulunmamaktadir. Ancak
deneyimler bu dagilimlarla verilerin incelenmesi yararli sonuglar verdigi goriilmiistiir. Bunlarin
disindaki dagilim modelleri de, 6rnegin, binom* veya Bernuli dagilimi da 6nemli rol oynarlar.
Dolayist ile burada kuramsal esaslar1 incelenmiyecektir. Binom ve Poisson dagilimlari

stireksiz, normal, logaritmik, student-t, F ve ki kare dagilimlari ise, siirekli dagilimlardir.

* Latince bi, iki; nom, isim demektir.
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Binom dagilimi, bir olayin olasilifin1 n bagimsiz rastlantisal denemede kesinlikle k=x kadar
olasi-likla gerceklesecegini tanimlar. Yani bir zarla 6 atma sansi her zaman i¢in 1/6’dir. Daha

once 6’nin atilip atilmamasi hi¢ 6nemli degil. Binom dagiliminda basari,

p=1/6,
ve basarisizlik, q=>5/6
dikkate alinir. Buradan, p+q = 1/6+5/6
=1
elde edilir.
Genel olarak binom dagilimu,
Pg= (2) p*.g™ 3.8

seklinde formiile edilmektedir (Wellmer, 1989). Burada,

X, basar1 (ger¢eklesme) olasiligt; n, deneme sayisidir (olasi olasilik). x ve n’in kombinasyonu,

n _ n(n-)(n-2)...n—x+1) 39

=_n 3.10

- x(n—x)!

demektir. Bu son terime gore binom katsayilar1 hesaplanir. Dagilim n ve p parametrelerine

sahiptir. q kendi basina bir parametre degildir (q=1-p).

Bunun birikimli dagilim fonksiyonu,
x|

Fos(x2 7)) = ; [:) ok g 3.1

seklindedir.

Goriildigl gibi binom dagiliminda veriler basar1 ve basarisizlik olarak 2 grup halinde ele
alinmak-tadir. Ornegin, bir malin veya hizmetin kalitesi iyi (basar1) ve kétii (basarisizlik)

olarak incelenebilir. Dogada bazi dagilimlar bu modele uymaktadir. Ornek olarak jeolojiden
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lateritik boksitlerle lateritik olmayan boksitler (Al yataklar1) verilebilir. Lateritik boksitlerde
Hf/Zr oran1 binomial dagilim modeline uymaktadir. Dagilim tipinden boksitin lateritik olup

olmadig1 anlasilabilir (Schroll, 1976). Ancak veriler birbirinden bagimsiz olacaklar.

Binom dagiliminin degiskenlerinin hesaplanmasinda kullanilan esitlikler asagida verilmistir

(Schonwiese, 1992):

Ortalama deger p =np 3.12
Ortanca Lo = np, eger np tam say1 ise, yoksa ondan sonraki say1 3.13
Tepe degeri ut = (n+1)p ve (n+1)q 3.14
Degiske o’ =npq 3.15
Kayma v=(q-p)/s = (q-p)/+/npq 3.16
Basiklik n = (1-6pq)/o” = (1-6pq)/npq 3.17

Binom dagilimi daha ¢ok rastlantisal olaylarin kombiasyonunda kullanilir. Stnama ve kuramsal
uygulanmasi1 enderdir. Yerbilimlerinde diizensiz verilerin incelenmesinde ve uygun Ornek
biiyiikliigiiniin tane boyuna gore secilmesinde yararlanilir. p=0,5 i¢in simetrik bir sekil alan

binom dagilimi, normal dagilima ¢ok iyi yaklagir. Bu durumda dagilim esitligi,

Pg (p=05) = [ZJ /2" 3.18

normlanmis olur (ayrint1 i¢in bak. 6rnegin, Arict, 2001, Schonwiese, 1992 ve Wellmer, 1989).
n ve p degiskenlerine bagl olarak binom dagiliminin nasil degistigini Sekil 3.4 gostermektedir.
Ornegin,
x=0,
Pg np(X)=Pgs; 05
= (GJ 0,5°.0,5%°
0

=0,0156drr.
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f(x)
0,5
0,4 p=0,1
0,3
0,2
0,1

012 3 4

X

p=0,3

0

12345

p=0,5

012 3456

Sekil 3.4. p ve n degiskenlerine gore binom dagiliminin degisimi. p=0,5 i¢in dagilim normale

yaklasir.

Ornek 3.3

Bir yerdeki depremin meydana gelme yillik olasilig1 % 10°dur. Bunun 10 yilda,

a) 3 kez gerceklesme olasilig1 ve

b) En ¢ok 3 kez gerceklesme olasilig1 nedir?

Coziim. a) X =3,

n=10ve

p=% 10=0,10"dur. Buna gore,

bulunur.

Pg = (”j P
X

= (%) 0,10%0,90°

10!

~.0,10°.0,90’

31(10 - 3)!

3.628.800

.0,001.0,4783

6.5040

_3.628.800

47.83.10°°

30.240
=120.47,83.10°
=5739,6.107

0,057
% 6
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b) k=0, 1, 2 ve 3;
n=10 ve
p=0,10"dur.

Buna gore,

I¥| N

Py = Z ( ]pk_qn-k

=k
=4 )0.10°. 0.9°+ 0,11 . 0,9° + 0,12 0,0° + )0,13. 0,97
= 0,349 + 0,387 + 0,194 + 0,057
=0, 987
~ %99

cikar. Bu, % 99 olasilikla gelecek 10 yilda en ¢ok 3 deprem olabilir demektir veya hi¢ olmaz.

Ahstirma 3.2

Bir tedavi yontemi hastalarda % 60 yan etkisi goriilmiyen olumlu sonucu vermektedir. Buna

karsin hastalarin % 20’inde agir yan etki birakmaktadir. Buna gore 100 hastanin tedavisinde,

1. 50’den fazla hasta lizerinde basari olasilig1 nedir? (Y: % 97,29)
2. 20 hastada agir yan etki birakma olasiligini bulunuz. (Y: % 55,95)
3. 37’den az hastada goriilmiyen yan etki olasilig1 nedir? (Y: % 99,99)

3. 6 Poisson dagilimi (PD)

Poisson* dagilimi, binom dagiliminin n = o« ve p = 0 durumunda ortaya ¢ikan bir dagilimdir.
n=100 ve p=0,05ten itibaren, yani ger¢eklesme olsilig1 oldukca diisiik olaylarda, binom
dagilimi yerine poisson dagilimi kullanilir. Ciinkii binom dagiliminda n>10 ve kiigiikk p

degerleri i¢in hesaplamalar oldukga zorlasir. Poisson dagilimindan bilimsel arastirma, planlama

*S. D. Poisson (1781-1840), fransiz matematikgisine atfen poisson [puason] dagilimu.
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ve bazi ender dagilim ile elektrik alaninda impuls incelenmesinde yaygin bir sekilde yararlanil-
maktadir. Yer bilimlerinde bu tiir dagilimlara, deprem, taskinlik, firtina ve volkan piiskiirmesi
gibi, sik sik rastlanir. Poisson dagilimmin en 6nemli stlinligi olasilik siklik dagilim ve

dagilim fonksiyonlarinin basit olmasidir. Bunlar,

-4 ,X
f(x) = Xf (x>0) 3.19
-1 Lk
X e 7.4
ve F(x< = 3.20
(x=7) kél k!

esitlikleri ile ifade edilirler. Bu dagilimda hem ortalama deger, hem de degiske olan A, tek

para-metredir. Poisson dagilimi degiskenlerinin hesaplanmasinda kullanilan esitlikler sunlardir:

Ortalama deger p =A =np (A: gerceklesen, X: beklenen olasiliktir) 3.21
Ortanca Ko = M, W tam say1 ise; yoksa egime gore, ondan sonraki tam say1 3.22

Tepe degeri pue=p ve (u-1), p tam sayi ise, yoksa z< p kosulu ile en biiylik say1  3.23

Degiske o’ =p 3.24
Kayma y=1/Ju 3.25
Basiklik n=1np 3.26

Poisson dagilimi, f(x)/f(x+1) oraninin x’e baglh olarak bir dogru vermesi ile saptanir. Sekil
35tt¢ A =05 1 ve 2 i¢in siklik dagilimlar1 verilmistir. Biiyiik ortalama degerler icin

dagilimlar esdeger duruma gelir (normal dagilima yaklasir).

f(x)
06 - -
05
0.4 A=0,5 A=1 =2
03

| |
01 | | |

01234 X 012345 012 3456

Sekil 3.5: Poisson dagiliminda ortalama deger A’ya gore dagilimin degisimi.
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Ornek 3.4

Bir olayin, 6rnegin, sel baskininin, yillik ger¢eklesme olasiligi 0,03’tiir (% 3). Boyle bir olayin
gelecek 100 yilda 5 kez gergeklesme olasiligi nedir?

Coziim: p = 0,03 ve n = 100; A =np’den,
0,03.100
3

bulunur (bak. 3.21). Buna gore,

-4 X
P, = e " A

243
2,718%(1.2.3.4.5)
243

20,08.120

243
2409,6
= 0,1008
= 0,101

~%10,1

elde edilir.

Alstirma 3.3

Mersin’deki bir sigorta sirketine sigortalanan minibiislerin sali gilinlerindeki ortalama kaza

sayis1 5 olduguna gore,

a) 7 miniblisiin kaza yapma olasilig1 % kagtir (Y: %10,44)
b) Higbirinin kaza yapmama olasiligi nedir? (Y:% 0,7)
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3.7 Diger dagilim sekilleri

Yukarida incelenen dagilimlarin yaninda 6zel durumlar i¢in, sinama ve kuramsal denetim
amagli ¢ok sayida dagilim sekli bulunmaktadir. Student-t, Fisher F, ki kare (x°) ve iistel
dagihimlar bunlarin bazilaridir. Bunlar burada kuramsal dagilim akbul edildiklerinden, sik

kullanilanlar1 agsagida stnama yontemlerinden 6nce (bak. konu 4-6) kisaca tanitilacaktir.
3.7.1 Student-t dagilimi (tD)

Normal dagilim gibi siirekli bir dagilimdir. Tahmin ve smmama kuramlarinda 6nemli rol
oyniyan ve Ornek sayisinin 1 eksigi (n-1) olan serbestlik derecesi (F) diye adlandirilan bir tek
degiskene sahiptir. tD dagiliminin esitligi olduke¢a karisiktir. Ancak 6rnek sayisinin artmast ile,
n>30’dan itibaren, normal dagilima yaklasmasi nedeniyle de ¢ok yararlanilmaktadir (Sekil
3.6). Ozellikle tez sinamalarinda vazgecilmez kuramsal iistiinliikler saglamaktadir. Student-t

dagiliminin olasilik sik-lik dagilima,

2 sd+l
f(t)=F—«5d+l)/2) iy 2 3.27

Jzsdr(sd/2) sd
seklinde formiile edilmektedir. Burada I (gamma),

1
nin*
I'=1i

n=o X(X+1)(X+2)...x+n-1)

aliir. Bunun dagilim fonksiyonu da,
t
Foy=1 frg(Ndy 3.29
—00

seklindedir. Bu dagilimin F = 4 igin,

X = tepe
= ortanca
= 0’
o’ = FIF-2 ve
vy =0’dur,.

Bu karisik esitligi nedeniyle tD, dncelikle az sayida drnekten olusan normal dagilimlarin ince-
lenmesinde, ornegin, tez sinamasinda (ortalama degerlerinin karsilastirilmasi) ve gegerlilik

sinir-larinin bulunmasinda kullanilir (tD dagilimi ek 3.1°de verilmistir).
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tlz), 1(t)

Sekil 3.6. Serbestlik derecesi F’ye gore degisen student-t dagilimin olasilik yogunluk fonksi-
yonu (z dagilimi kalin ¢izilmistir).

Bir 6rneklemin 6lgiileri olan ortalama degerler, tepe degeri, ortanca ve standart sapma ile de-
giske giiven sinirlari, yani degerin belli bir kesinlik derecesi ile gecerli oldugu aralik, | (=
level; giiven aralig1, bak. konu 4) arasinda bulunan degerlerdir. Ornegin, az sayidaki érneklerin
ortalama degeri i¢in giiven sinirlarinin bulunmasinda tD dagilimindan yararlanilir. Bunun ig¢in

kullanilan genel esitlik,

X+ th 3.30
n

ile ifade edilir. Ortanca x,, standart sapma s ve degiske s? i¢in de, kesinlik derecelerine bagh

olarak, benzer esitlikler kullanilmaktadir.

Ornek 3.5

Aligtirma 3.1°de ortalama degeri X,
n=20,
X =42,95 ve
s=16,40’dur.

Buna gore % 95 olasilikla giliven sinirlart kolaylikla Cizelge 3.1°de F=19’a karsilik gelen
t=2,093 yardimu ile hesaplanabilir: Buna gore giiven aralig 1,
| =42,95+16,40. 2093

J20
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= 42,95 +4,69
bulunur. Buradan I’nin,
42,95-4,69<I<42,95+4,69
38,26<1<47,64

giiven araligini kapsadigi goriiliir.

Aragtirmalarda, iki 6rneklemin ayirdedilmesi, bunlarin ikisinin ayni ana kiitleye ait olup
olmadi-ginin arastirilmasi olduk¢a 6nemlidir. Ayn1 sekilde bir temel varsayimin deneyimlere
dayanan A sonuglar1 ve kuramsal olasilik dagilim1 B ile sitnanmasi da biiyiik 6nem tagir. Bunun
igin istatistik ¢esitli sinama (test) yontemlerinin kullanimini hizmete sunmaktadir. Student-t

sinamasi da bu yontemlerden biridir.

Student-t sinamasi ile 2 ana kiitle ortalamalar1 py ve po karsilagtirilmas: amaci ile yapilir. Bu
amacla drneklemlerin ortalama degerleri x; Ve Xo‘den yararlanilarak ayni ana kiitleye ait olup
olmadiklar1 saglanir (Ho: X1 = X varsayimi savunulur, bak. ayrica konu 6). Bunun i¢in Cizelge
3.1’den yararlanilarak 6rneklerin esit olmasi1 durumunda,

t= (4 - %) |5y 331
Sl + 52

esitliginden (F=2n-2); esit olmamas1 durumunda da,

X, —X, [ ngn
t= 172 | 172 3.32
S Ny +no

esitliginden t degerleri hesaplanir. Ancak burada 6nce tahmini standart sapma $’nin hesap-

lanmasi lazim: § 2,

g2 (N =Dsf +(n, ~D)s]
n+n,—2

3.33

degerine esittir. Kuramsal dagilimlarda &= c”"ye esittir (n, rnek sayisini gosterir).
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Ornek 3.6

Iki komsu semtte elektrik kesintilerinin ortalama X siireleri,

Semt Olciim sayisi n X [h] S 52
A 166 2,31 +0,95 0,90
B 224 1,63 +0,70 0,49

seklindedir. Savlar,

H,: Kesintiler ayn1 etkenden kaynaklaniyor,

Hj: Kesintiler farkli etkenden kaynaklanryorlar.
demektedir.

Coziim: Esitlik 3.32 ve 3.33’ten,
2= 165.0,90 + 223.0,49

=0,67,
166 + 224 -2
§=0,82 ve
t= 2,31-1,63 f 166.224 ~810
0,82 166 + 224
bulunur. Cizelge 3.1°den,
n>100 ve
P =% 99’dan

tgo, n>100 = 2,60

okunur. tgen (8,1) > tyyr (2,60)* oldugundan, kesintiler (sapmalar) aym etkenden kaynaklan-
muyor (H, : red). Olasilik P= % 99 alindigindan, fark anlamli olabilir. Bu nedenle tgs<t<tgg i¢in

sapmalar “muhtemelen anlamhidir” denir.

* t4en - t deneysel (hesaplanan deger); t,,,: t kuramsal (gizelge degeri) demektir.
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Cizelge 3.1. Studenet-t dagilimi (sinamasi) degerleri. P, olasilik [%], F, serbestlik derecesi
(bak. ayrica Ek 9.2).

F P95 P99 F P95 P99 F P95 P99
1 12,71 63,66 13 2,16 3,01 30 204 275
2 430 9,92 14 2,14 298 40 2,02 2,70
3 3,18 5,84 15 2,13 2,95 50 2,01 2,67
4 2,78 4,60 16 2,12 2,92 60 2,00 2,66
5 257 4,03 17 2,11 2,90 70 2,00 2,65
6 245 3,71 18 2,10 2,88 80 1,99 2,64
7 2,36 3,50 19 2,09 2,86 90 1,99 2,64
8 231 3,36 20 2,09 2,84 100 1,99 2,63
9 2,26 3,25 22 2,07 2,82 150 1,98 2,61
10 2,23 3,17 24 2,06 2,80 200 1,97 2,60
11 220 311 26 2,06 2,78 300 1,97 2,60
12 2,18 3,06 28 2,05 2,76 400 1,96 2,58
Alstirma 3.4

Asagidaki A ve B miknatis gruplari siiseptibilitelerinin [Amzkg'l] ortalama degerlerini karsilag-
tirarak student-t yontemiyle farkli olup olmadiklarini gosteriniz (P = % 95; Hoi X, =X,,
Hiix, #X,).

Aqgrubu: {874 934 96,8 86,1 96,4} ATD.

B grubu: {106,2 102,2 105,7 93,4 95,0 97,0}, ng=6. (Y: t=2 < 5 ve farklr)

Bunlara ek olarak n gézlem sayisindan elde edilen x,,, degerleri %, degeri ile karsilagtirilir.
| X=%12 |
Bunun ig¢in, t= e T vn-1 3.34
s

formiilii kullanilir ve ayni1 sekilde Cizelge 3.1°den yararlanarak degerlendirilir.
3.7.2 Fisher (F) dagilimi (FD)

Yukarida anlatilan yontemlerin yaninda F dagilimi da istatistikte tahmin ve sinama y&ntem-
lerinde biiyiik 6nem tasur. Bu yontem de student-t dagilimi gibi siirekli bir dagilimdir ve
serbestlik dereceleri nedeniyle, ny ve ny, 2 degiskene sahiptir. Simdiye kadar incelenen yon-

temlerin en karmasigidir. Bu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,
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sd

1"|:Sdl+25dz:||:sjl:| sdz 2 _sdy+sd,

S 1

f(x) = NI P B B 3.35
I(sd, /2)r(sd, /2)

olarak tanimlanmaktadir (x>0 icin). Gamma fonksiyonu tD’daki degeriyle aynidir. Bunun

dagilim fonksiyonu,

X
F(X)= (I)f(y) Ep dy 3.36

ile ifade edilir. Bu dagilimin temel tanimina gore, xz (ki kare) dagilimina gore dagilmis ve
bagimsiz u ve v rastlantisal degiskenleri (u/v).(F2/F1) seklinde FD’na uyarlar. Yiizdeliklerin
hesaplanmasinda ve ¢esitli sinamalarda yararlanilan F dagilimmin ortalama degeri p=F,/(F»-
2)’dir. Diger degiskenleri serbestlik derecelerine bagli ve daha karmasiktir. F degiskeninin
olasilik yogunluk fonksiyonun grfikleri Sekil 3.7°de goriilmektedir (F degerleri i¢in bak.
Cizelge 3.2).

F(x)
1.0 .
k{qu,FZ-s
\\
sk Fy=10, Fp210
\
\
\\
1 B e !
0 1 2 3 4 X

Sekil 3.7. Serbestlik derecesi F kombinasyonlarina gére F dagilim1 fonksiyonu.

Degiske veya standart sapmalarin karsilagtirilmasi ile veri kiimeleri arasindaki benzerlik veya
ayricaliklarin saptanmasinda F dagilimindan veya F sinamasindan (F testi) yararlanilir. Bunun
icin dagilimlarin normal dagildiklar1 ve ayn1 degiskelere sahip olduklari tezi savunulur. Bu da
ornek degiskesi Q = biiyiik 82 degeri/ kiigiik § degeri ile sianir. Bu oranin biiytikliigiine gore
orneklemlerin farkli ana kiitlelerden gelme olasilig1 artar. Kesin bir sonu¢ ancak Cizelge
3.2’den F1 ve F, degerlerine gore okunan F degerinin Q degeri ile karsilastiriimasindan elde
edilir. Degiskeler arasindaki fark ancak hesaplanan Qgen degerinin c¢izelgeden okunan Fyy,

degerinden biiyiik ¢tkmasi halinde anlamlidir (bak. Ornek 3.7).
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Ornek 3.7

Ornek 3,6’°daki verilerin degiskelerinin farkliliklarini % 95 olasilikla karsilastiriimas:
§2 =0,90,

2 =0,49 dan,

Qgden= 2

B

F,
0,90

_ 165
0,49
223

_0,0055

©0,0022
=2.50

bulunur. Cizelge 3.2°den, P=%95 olasilik derecesine ve

F1=165,
F,=223’¢
gore Fiur, Fi65; 223,005 = 1
aliarak
Quen (2,50)>Fuur (1,00)

oldugu ve Hy‘in reddedildigi goriliir. Bu fark anlamlidir (bak. 3.7.2).

Ahstirma 3.5

Alistirma 3.4’teki degerlerin degiskelerini F sinamasi ile (P=%95) karsilastiriniz.
(Y: F=9,36 ve fark anlamli degil, Q <F).
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Cizelge 3.2: P = 0,95 olasilig1 icin F- Snedecor sinamas1 degerleri (P = 0,99 icin bak. Ek 7.2 ve

7.3).
Biiyiik s ° degerleri i¢in serbestlik derecesi sayisi

1 2 3 4 5 7 10 20 50 100
1 161 200 216 225 230 237 242 248 252 254
2 185 190 192 193 193 194 194 194 195 195
3 10,1 9,6 9,3 91 9,0 8,9 8,8 8,7 8,6 8,5
4 7,7 6,9 6,6 6,4 6,3 6,1 6,0 5,8 57 5,6
5 6,6 5,8 54 5,2 51 4,9 4,7 4,6 4.4 4.4

7 5,6 4,7 4,4 41 4,0 3.8 3,6 3,4 3,3 3.2
10 50 41 3,7 3,5 3,3 3,1 3,0 2,8 2,6 2,5
14 4,6 3,7 3,3 3,1 3,0 2,8 2,6 2,4 2,2 2,1
20 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,5 2,4 2,1 2,0 18
50 4,0 3,2 2,8 2,6 2,4 2,2 2,0 18 1,6 1,4
100 3,8 3,0 2,6 2,4 2,2 2,0 1,8 1,6 1,4 1,0

Kiiciik s > — Degerleri igin
Serbestlik Derecesi say1si

3.7.3Ki kare (3°) dagilim

Ki kare sinama yontemi ana kiitle 6zelliklerinin dagilimlar1 hakkinda hicbir kosul gerektir-
miyen bir evrensel sinama yontemidir (Sekil 3.8). Ancak bu yontem sadece siniflandirtlmamis
degiskenlere uygulanmak-tadir. Bundan farkli géstergelerin olmasi durumunda bir siiflandir-

ma ile gerekli siniflandirma tipi yapilarak sorun asilir.

Ki kare yontemi,

a) Bir gozleme dayanan veya deneysel dagilimin bir kuramsal dagilima, 6rnegin, normal

dagilima, uyumu ve

b) Bir orneklemin 6zellikleri arasinda bir iliskinin bulunup bulunmadiginin incelenmesi

i¢in kullanilir.
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f(x)
0.5( .- F=1

0.4 \
0.3} = \

0.2} ~/._;."4'-.§\\[ e

01 4

Sekil 3.8. xz olasilik dagiliminin F serbestlik derecelerine gore olasilik yogunluk fonksiyonu.

Bu ¢ok kullanigli yontem, asagida bir 6rnekle agiklanacaktir:

Ornek 3.8

a) sikkina drnek olarak bir bilgisayarcinin araba, cep telefonu ve internet kullanimi incelemesi
verilebilir: 3 ara¢ ¢esidinin de normal dagilmis olmasina karsin bilgisayarci, ara¢ ¢esitlerinin

ayni siklikla dagilmadigini savunmaktadir. Buna gore,

1. Ho varsayimmu: 3 arag tilirli de ayn1 siklikta dagilmigtir.

H1 varsayimu: 3 arag tilirti ayn1 siklikta dagilmamustir.

2. Anlamlilik diizeyi o = 0,05 verilmistir.
Bilgisayarci rastlantisal olarak 600 araci ele alir ve drneklemin,
180 arabayi,
186 cep telefonunu ve

234 internet baglantisini

kapsadigini goriir. Orneklemin ara¢ dagilimi Hy’da savunuldugu gibi esit dagilmis midir?

H, varsayimina gore 3 ara¢ ¢esidinin oranlari esit olmasi lazimdir. Ancak incelenen araglar bir

orneklem oldugundan, ana kiitleyi olusturan arag c¢esitleri ile ayn1 dagilimi géstermesi olanak-
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sizdir. Farklarin da Hy’1 kabul edecek kadar biiylik olmamasi gerekir. H, varsayimina gore

orneklemde her ara¢ ¢esidinden 200 adet bulunmasi beklenir. Buna gore araba igin,
186-200= 14
tane araba farki H, varsayimini reddetmeye yeter mi?

Coziim i¢in her oOzelligin gozlenen sikhigr g; ile beklenen sikhigi b; (frekanslar) arasindaki
farklarin bulunmasi gerekir (bak. asagidaki veriler). Artan 6rnek sayisina bagli olarak, H,
varsayimi reddedilecek sekilde, farklarin biiytime olasiliklar1 da artar. Bu nedenle farklar, b;’ye
boliinmek suretiyle, standardize edilir. Boylece sadece bir deger farki degil, tim degerlerin
farklar1 islem i¢in 6nem kazanir. Bu arada birbirini sifirliyan ve yanlis sonuca neden olacak
pozitif ve negatif farklar ortaya ¢ikar. Bu nedenle farklarin karelerinin alinmasi ve toplanmasi

gerekir. Bu islemler sonunda ki kare stnamasinin sinama biiytikligu Xz,

K 2
2 (9i —bi)
X _Z_l:—bi 3.37
elde edilir (bak. asagidaki veri ¢izelgesi). Veriler:
gi bi g gi’/bi
180 200 32.400 162,00
186 200 34.596 172,98
234 200 54.756 273,78
=¥,k =600 600 608,76
=¥, k = -600,00
v = 8,76

Ki karenin biiyiik degeri 6rneklemin gézlem veya deneysel sonuglara dayanan dagiliminin, H,
ile ifade edilen seklinin, kuramsal dagilimdan uzaklastiginin bir belirtisidir. Bu durumda H,

varsayimi reddedilir. Buradaki rnek igin hesaplanan y?,
1 gen= 8,76

degerine karsilik gelecek kritik cizelge degerini okuyabilmek icin serbestlik derecesi F’ye

gereksinim vardir. Bu 6rnekte F=3-1=2"dir.

Buna gore sinama degeri y2kur,

%22:0,05=5,99
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olarak okunur (Cizelge 3.3). Y2den= 8,76
>5,99

oldugundan, fark a =0,05 i¢in anlamlidir ve kesinti siireleri ayni oranda dagildiklarina iliskin

Ho varsayimi reddedilir. Buna gore kesintiler ayni siklikta dagilmamustir.

Ancak o = 0,01 alindiginda y° gizelgesinden F = 2 igin,
szur = 9,21
bulunur. Y2den (8,76) < %2kur (9,21)

ciktigindan, Hy, varsayimi kabul edilir. Anlamlilik diizeyi o = 0,01 degeri, yapilan her 100
deneyin ancak 1’nde boyle bir sonuca rastlamanin umuldugu anlamina gelir. Bu da ¢ok diisiik

bir olasiliktir.

Bu dagilimlarla sadece yukarida verilen orneklerdeki degiskenler karsilastirilmiyor. Ortanca,
tepe degeri, kayma ve basiklik da smanabilir. 6. konuda da burada anlatilanlara ek ayrintilt
bilgiler verilecektir. Bu agiklanan gesitlerine ek olarak Weibull ve Kolmogorov-Smirnov gibi
0zel dagilimlar sayilabilir. Gereksinim duyanlarin bu konudaki 6zel istatistik kaynaklarina

basvurmalar1 salik verilir (bak. kaynakca).

Cizelge 3.3. Baz1 kritik ki kare degerleri. H, varsayiminin dogru olmasi halinde, ki karenin
cizelge degerine esit veya bundan biiyiik eger alma olasiliklari

Anlam diizeyi P (%) — 0,99 0,95 0,90 0,70 0,50 030 010 005 001 0,001
Serbestlik derecesiF| 1 0,00016 0,0039 0,016 0,15 0,46 1,07 271 384 6,64 1083
2 0,02 0,10 021 0,71 1,39 241 460 599 921 1382
3 012 035 0,58 142 237 366 625 728 11,34 16,27
4 0,30 0,71 1,06 2,20 3,36 488 7,78 9,49 1328 18,46

Aciklama: 3 sinif bulundugundan, ancak 2 smif i¢in beklenen sikliklar serbest segilebilir. 3. sinif i¢in sikliklar,
verilen ornek sayilarindan, e;=n-€;-€,, hesaplanabilir. 3. simif artik serbest secilemiyeceginden, 2
serbestlik derecesi bulunmaktadir.
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Alstirma 3.6

Bir isletmede 4 tiir iiretim hatasina rastlanmaktadir. Bu hatalarin ayni1 oranda yapilip yapil-
madigin1 saptamak i¢in bir arastirma yapilmistir. Hatali iiretilen iirtinden rastgele 120 6rnek

aliarak incelenmis ve hatalar1 32; 29; 27 ve 32 olarak kaydedilmistir. Bunun sonucu olarak,

Ho: Hata tiirleri normal dagilmustir.
Hi: Hata tiirleri normal dagilmamustir.
(Y.: % 90 olasilikla H, kabul,)
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EKLER

83

Ek 3.1. Normal dagilimda ortalama deger X ve belli z degerleri arasinda bulunabilecek olay-

larin oran1 ( % F*).

z F* 2z FX%) z F*%) z FX%) z F*(%)
00 000 10 3413 20 47,72 30 49865 40 49,997
01 398 11 3643 21 4821 31 49903 50 49,99997
02 793 12 3849 22 486l 32 49,931 6,0 49,9999997
03 11,79 13 4032 23 4893 33 49,952

04 1554 14 4192 24 49,18 34 49,966

05 1915 15 4332 25 4938 35 49977

06 2257 16 4452 2,6 49,53 3,6 49,984

07 258 17 4554 27 4965 37 49,989

08 288l 18 4641 28 49,74 38 49,993

09 3159 19 4713 29 488l 39 49,997

*z=(x- X )o. F* degeri, z=0 ve z=(x- X )/c araliginda egri altindaki toplam alana kargilik gelir.
Bu, X ve x smirlar1 arasinda degiskenin % olarak gergeklesme sikligi demektir.

Ornek: X =4,c=1vex=11i¢inz=3"ten — F* =% 49,865 ve F =% 0,135 bulunur. Tim dagilim
egrisi igin F* =% 99,73 ve 0 F = 0,27 gecerlidir.

Ek 3.2. Standart normal dagilimin birikimli olasilik degerleri (z degerleri, Davis, 1973).

Ortalama degerin  Birikimli ~ Ortalama degerin Birikimli ~ Ortalama degerin Birikimli

standart sapmasi (z) olasihk standart sapmasi (z) olasihk  standart sapmasi (z) olasilik
-3,0 0,0014 -0,9 0,1841 +1,2 0,8849
-2,9 0,0019 -0,8 0,2119 +1,3 0,9032
-2,8 0,0026 -0,7 0,2420 +1,4 0,9192
-2,7 0,0035 -0,6 0,2743 +1,5 0,9332
-2,6 0,0047 -0,5 0,3085 +1,6 0,9452
-2,5 0,0062 -0,4 0,3446 +1,7 0,9554
-2,4 0,0082 -0,3 0,3821 +1,8 0,9641
-2,3 0,0107 -0,2 0,4207 +1,9 0,9713
-2,2 0,0139 -0,1 0,4602 +2,0 0,9773
-2,1 0,0179 0,0 0,5000 +2,1 0,9821
-2,0 0,0228 +0,1 0,5398 +2,2 0,9861
-1,9 0,0287 +0,2 0,5793 +2,3 0,9893
-1,8 0,0359 +0,3 0,6179 +2,4 0,9416
-1,7 0,0446 +0,4 0,6554 +2,5 0,9938
-1,6 0,0548 +0,5 0,6915 +2,6 0,9953
-1,5 0,0668 +0,6 0,7257 +2,7 0,9965
-1,4 0,0808 +0,7 0,7580 +2,8 0,9974
-1,3 0,0968 +0,8 0,7881 +2,9 0,9981
-1,2 0,1151 +0,9 0,8159 +3,0 0,9987
-1,1 0,1357 +1,0 0,8413
-1,0 0,1587 +1,1 0,8643




Miihendisler i¢in istatistik ders notlari 84

4 ISTATIKSEL KESTIRIM (TAHMIN) YONTEMLERI

4.1 Genel

Istatistiksel kestirim veya tahmin yontemleri, drneklemin bilinen dlgiitlerinden bilinmiyen ana
kiitle (popiilasyon) 6lgiitleri hakkinda bilgi edinmeye yariyan yontemlerdir. Ana hatlar ile 2

kisma ayrilir:

1. Ana kiitle degiskenlerinin 6rneklemin moment gibi degiskenleri yardimi ve kestirim yon-
temleri ile kestirmek. Buna nokta kestirimi denir ve sadece degiskennin kendisi hesap-
lanir. Orneklemin veya ana kiitlenin (6rnek evreninin) dagilim degiskenleri de hesaplana-

bileceginden, dagilim kestirimi de denir.

2. Orneklemlerin degiskenlerinden ana kiitlenin degiskenlerinin belli bir olasilikla kestiril-

mesine de aralik veya giiven simirlar1 Kestirimi denir.

4.2 Nokta kestirimi

Nokta kestirimi, 6rneklemin 6l¢iitlerinden yararlanarak ana kiitlenin 6zelliklerini bulma ydnte-
midir. Degisken yonteminde, 6rneklemin degiskenleri, bilinmiyen ana kiitlenin degiskenlerine
esit sayilir. En iyi kestirim yonteminde ise (maximum likelihood), 6rneklemin n bagimsiz
verisinden c¢ikacak sonuglarin olasiligini bilinmiyen ana kiitle degiskenlerinin fonksiyonu

olarak verilir: L(0)=f(x1, X2,...Xn; 0) gibi.

Orneklemin hesaplanan degiskenlerinden ana kiitlenin &lgiitleri kestirilebilir. Boylece bir or-
neklem bir ana kiitleye uyarlanabilir. Bir 6rneklem, 6rnegin, ana kiitleden daha az 6rnek kapsa-
digindan, her zaman hata igerir. Dolayisi ile hi¢cbir zaman ana kiitleyi kesin temsil edemez.
Orneklemin biiyiikliigii hata oranini etkiledigi gibi ayn1 ana kiitlenin bagimsiz &rneklemlerinin

yinelenmesi de, 6rnegin, farkli X degeri verebilir.

Bu nedenle 6rneklemlerin degerleri ile ana kiitlenin degerlerinin bulunmasi ancak bir kestirim

fonksiyonu ile miimkiindiir. x, 6rneklemin degiskeni ve n de 6rnek kapsami ise, bu fonksiyon,

f(x, n) =X 4.1
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ana kiitlenin a gercek degerinin kestirimidir (estimation).

Bir kestirimin belli matematiksel kosullar1 yerine getirmesi gerekir. Bunlar,

1. Kestirimin beklenen degere (ana kiitle degerine) yaklasmasi (unbaised): Yani deneyin
ayn1 ornek kapsamu ile yinelenmesi halinde ortalama deger ana kiitlenin gercek degisken

degerine yaklagmasi,

2. Kestirimin tutarh olmasi (consistent): Artan n 6rnek veya deney sayisi ile kestirim, ana

kiitlenin degisken degerlerine yaklasmasi,

3. Kestirimin etkili olmas1 (efficient): Ayn1 drnek sayisi i¢in olasi en kii¢iik degiskeye sahip

olmasi ve

4. Bilgilendirici olmas1 lazim (sufficient): Baska hig¢bir degisken kestirilen degiskenden daha

cok bilgi verememeli.

4.3 Aralik kestirimi

Aralik kestiriminde, 6rnegin, 6rneklemin ortalama degeri i¢in,

H=X=— 2 X 4.2

esitliginden yararlamlir. Orneklem X ile ana kiitle p ortalama degerleri arasinda her zaman icin
bir hata payi (¢) bulunur ve bu,

X=pute 4.3

seklinde ifade edilir. Bu nedenle hata payi € i¢in ancak belli bir olasilikla bir araligin
belirtilmesi bir anlam tasir. Ana kiitlenin gercek degerini bulabilmek icin ya 6rnek kapsamini
oldukg¢a biiylik segmek veya ¢ok sayida ayn1 kapsamli 6rneklemi almak gerekir. Burada ayni

kapsamli bircok 6rneklem tercih edilip ortalama deger ayri ayri hesaplandiginda bu ortalama

degerlerin esit olmadig1 ve tiim ortalamalarin ortalama degeri X etrafinda oy standart sapmast
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ile (ortalama degerin standart hatasi) normal dagildiklar1 goriiliir. Kestirim fonksiyonunun ana

kitlenin gercek degiskenine yaklagmasi beklentisi nedeniyle,

x=13 4.4
=X== 32X :
# ni=1'
ve X=u
olur. Degigkesi icin de ,
ot =st= 1 i(x — )’ 4.5
N_1& H -
o?=5s? :LZ(Xi —X)* (N#n) 4.6
n—1%3

esitligi uygulanir. Burada 6rneklemin bilinen X ortalama degerinden ana kiitlenin p ortalama
degeri kestirilebilmektedir. Ayni sekil §? degerinden de o” kestirilebilir. Orneklem i¢in rastlan-

tisal degisken X=X =p alindiginda,

P(a<X<b)=0,95 4.7
. _a-u __b-u B . ) g
yazilabilir. X=7, —z= , Z= ve 0,95 = 1-a alindiginda (standardize edildiginde),
ox ox
P(A#<z< oM 14 4.8
X Ox
P(-z<Z <z)=1-0 4.9

elde edilir (Sekil 4.1). z degiskeninin normal egri alanlar ¢izelgesinden okunacak z,, degerleri
arasinda herhangi bir degeri alma olasiligi,

P(-Za/z <Z< Za/z):l-(l 4.10

seklinde gliven arali§ina doniistiirelebilir. Bu esitlikte z= X -u/oy

yazilirsa,
P(_Za/z <u<+2a/2):1—a 411
Ox
ve P(—Za/z.O'X/2<)?—/J<+Za,2.ax,2)=1—a 4.12
yazilabilir. Buna gore ana kiitle ortalamasinin giiven araligi,

P()?_Za/z.ax/z <u< )z+2a,2.dx,2)=1—a 413

seklini alir.
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Sekil 4.1. Aralik kestirimi. Bir degerin normal dagilimin kenarlarindan birine diisme olasilig1
a/2’°d1r.

Ornegin, t gizelgesinden (Cizelge 4.1) zy» =1,96 secildiginde,

A= H _ 196 4.14
Ox
b-4_1 96 4.15
Ox
a=p-1,96 o0y 416
b=p+1,96 o 417

bulunur. Bu sonug, i’ninci 6rneklemin ortalama degeri X; = g 'nin % 95 olasilikla,

n-1,96o0x < X;< u+l,96 0y 4.18

araliginda oldugunu gosterir. Bu, ana kitle ortalama degeri p’niin bilinmesi halinde 6rneklemin

ortalama degeri Xjhakkinda bir yargiya varilabilir demektir. Ancak asil hedef X; yardim ile p

hakkinda bir yargiya varmaktir. Ornegin,

u-1,96 ox < Xj Xj<p +1,96 ox 4.19
-X;-1,96 o¢ <-n -u <1960 -X; 4.20

Xj+1,960% > n=>-1,96 oy +X;j 4.21



Miihendisler i¢in istatistik ders notlari 88

oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Buradan da giiven araliginin genel esitligi,
Xj-Z,0x Spu< Xjt+z40x 4.22

bulunur.

Boylece anlamlilik derecesi a’nin verilmesi ve X;j=X ile oy degerinin bilinmesi durumunda

ana kiitlenin ortalama degeri W'yl igeren aralik hakkinda bir yargiya varilabilir. Bu aralik

giiven arali@idir. oy ’in bilinmemesi kosullarinda,

ox =0/ Jn 4.23
~s/+/n
alinir. Genel olarak,
Xj-Zy S/\/H SuE Xtz S/\/ﬁ 4.24

esitligi gegerlidir. Cizelge 4.1°de kullanilacak baz1 6nemli degiskenler 6zetlenmistir.

Cizelge 4.1. P olasiliginin (kesinlik derecesi) veya a anlam diizeyinin (yanilma olasiligi) veril-
mesi durumunda giiven sinirlarinin kestiriminde kullanilacak dnemli z ve t deger-
leri ile F serbestlik dereceleri (n-1).

P [%] a (I-P) z t=Fyp Fis F2o Fos Fso F1o00
80 0,20 1,282 1,37 1,34 1,32 1,32 1,30 1,29
90 0,10 1,645 1,81 1,75 1,72 1,71 1,68 1,66
95 0,05 1,960 2,23 2,13 2,09 2,06 2,01 1,98
99 0,01 2,576 3,17 2,95 2,84 2,79 2,69 2,62

99,9 0,001 3,290 4,59 4,07 3,85 3,72 3,50 3,39

Ornek 4.1

Bir maddenin 6zgiil agirlik 6lgtimleri {2,20; 2,25; 2,25; 2,30; 2,30; 2,30; 2,35} g/cm3 olarak
verilmistir. Orneklemin ortalama degerinin P = % 95 olasilikla giiven arali1 kagtir?

7
Céziim: X = % > (2.20+2.2,25+3.2,30+2,35)
n=1

=2,28 g/cm®

bulunur.
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Kesinlik derecesi P =0,95ten,

Yanilma pay1 a=1-P
=1-0,95
=0,05

elde edilir.

Serbestlik derecesi F=n-1
=7-1
=6’d1r.
Buna gore,
F = 6 igin t testi ¢izelgesi (Cizelge 3.1) ty2 = o025
=245

degeri bulunur. Esitlik 4.24’0 kullanarak (ty, = z,, ve o = 6),

2,28-2,45.(0,05/+/7 ) < 1 <2,28+2,45.(0,05//7)
2,28- 0,046 < p < 2,28+ 0,046
2,234 <1 <2,326
w=2,28 £ 0,05

sonucuna varilir.

Ahstirma 4.1

Cizelge 2.1°deki verilerin ortalama degerinin % 95 olasilikla giiven araligini bulunuz. Ayni
orneklem ayni kosullarda n=170 ornek kapsasaydi giiven araligi ne olurdu?

(Y: 6,24+0,38 ve 6,24+0,13)
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EKLER

Ek 4.1 Onemli baz1 degiskenler igin istatistiksel giiven simnirlari

Degisken n Giiven smir1 (£0)
P=9%0 95 P=% 99
Ortalama deger (X ) n>30 1,96 .s/7/n—1 2,58 .s/\/n-1
Ortanca (Xo) n>30 2,46 .s//n-1 3,23 .s//n—-1
Degiske () n> 100 2,77 .sl/n-1 3,65.s//n-1
Standart sapma (s) n> 100 1,39 .s//n-1 1,82 .s//n-1
Ornek

n=30 i¢in X =+ 1,96.s/+/n—1simirlar1 % 95 giivenle/olasilikla ortalama degeri kapsar. Kiiciik

ornek sayist icin ortalama degerin gliven simirlari Student-t-degerleri vasitasi ile hesap-

lanabilir: Ornegin, x + t.s/ ~/n —1 gibi.
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5 HATA HESAPLAMALARI

5. 1 Genel bakis

4. konuda orneklem degiskenlerinin hi¢bir zaman gergek degerleri olan ana kiitle degerlerine
esit olamiyacagi ve bunlarin ancak belli olasiliklarla degisik araliklarda bulunabilecegi ince-
lenmisti. Bir normal dagilimda 6rnegin, drnek sayisinin % 95’1 % 95 olasilikla +2¢ araliginda

bulunur. Bu sinirlar (giiven araligi) disinda kalan uc kisimlar bu konuda incelenecektir.

Fiziksel ve kimyasal ol¢iim ilkelerinin gorevi g 6lgli biiyiikliigiiniin nicel ve nitel 6zelliklerini
saptamaktir. Bunun i¢in X, y, z ve t’ye gore ayni kosullarda 6l¢iim yapilir ve 6l¢ii birimleri
(OB) karsilastiihir. G = g (X, y, z, t) = z .OB’dir. Burada z, 6zellik; n, rnek kapsamini ifade

eder. z, sinirh kesinliktedir ve zor saptanir. Buradaki degisimin 6l¢iimii ile hata hesaplamir.

Hatalar,

1. Sistematik hata,
2. Rastlantisal hata

olmak tizere 2’ye ayrilir.

1. Sistematik hata, hedef degeri yoniinde sapmadir, kolay giderilir. Bu hatalar tanimlandiktan
sonra anlamli dagilimdan sapmalari ile saptanir ve giderilebilirler (deneysel hata dagilim

yasast). Bunlar,

- aygit hatasi,
- el ve kullanim hatasi,
- degerlendirme hatasi ve

- yorum hatasi

gibi hatalardir. Kural olarak bunlar yuvarlak rakama veya en yakin tama tamlanirlar.
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2. Rastlantisal hatalar ise, hedef yoniindeki sapmadan ayirdedilemezler. Dolayis1 ile zor
giderilirler. Her zaman ve tesadiifen meydana gelebilirler. Bunlar 6rnegin, 6l¢iim sirasinda
gerilim diismesinden kaynaklanan yanlis Ol¢lim, kaplardan parcaciklarin bulagmasi gibi

hatalardir. Sonuglarin esas kesinligini bu tiir hatalar belirler.

Rastlantisal hatalar, sistematik hatalarin ortadan kalkmasindan sonra geride kalan hatalar1 veya

hata kismini olusturur. Diizenli dagilimlar i¢in belirleyicidir ve 6l¢glim degisimlerinin dagilimi

belli bir yasaya uyarlar. Bu yasaya, hata dagilim yasasi denir ve rastlantisal dagilimi tanimlar:
Buna gore, 6rnegin, v 6l¢tim biiyiikliiklerinin ¢esitleme olanaklari ise, ¢ok sayidaki x; dl¢timle-
rinin dagilimi, n=co ve v<oo i¢in binom, v=co i¢in de normal dagilim gosterir. Bu dagilimlarda
egri altinda kalan alanin toplami 1’e esittir. X; normal dagilim d6l¢iimlerinde sadece rastlantisal
hatalar arastirilir. Bun-larin iginde okuma hatalar1 gibi sistematik hatalar da olabilir. Gauss hata
hesaplama yontemi uygulanir. Bunun i¢in 6rnegin, ortalama degerler karsilastirilir. Buradaki
zorluk, sonuglarin yaklasik deger vermesidir. Elde edilen sonuglar normal ve binom dagilimlari

ile karsilastirilir.
5. 2. Hata kestirimi

Hata tahminleri veya kestirimleri ancak 6l¢iim dizisinde x; (i=1, 2,...,n) Olgiimlerinin aym
kosullarda ve belli birimlerle saglanmasi durumunda miimkiindiir. Burada x;’nin dagilim
yasalaria uygun olup olmadig1 denetlenir. Hesaplamalar i¢in X en iyi deger olarak alinir. Bu
degerden sapmalar hata olarak tanimlanir. Bunlar asagidaki sakilde incelenemektedir (bak.

ayrica Schonwiese, 1992):

a) Ortalama hata, bir tek dl¢limiin hatas1 veya sapma degeri x{ = X;- X ’dir. Bunlarin ortalama

degeri d,

1 n
d==>|x 5.1

esitligi ile hesaplanir.

b) Standart sapma s de bir ¢esit hatadir ve

1 O
S= E;XI (S>O) 52
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bagintisi ile hesaplanir. Standart hata anlamina gelir. En iyi veya ortalama degerin sapmasi

veya hatasidir. Burada,

¢) Mutlak standart hata (Ax<d) énemlidir:

1 o2
AX = i )
X n(n_l);x 5.3
= N2 5.4
n—li:

S
=2 55

Jn

bulunur ve varilan l¢iim kesinligini belirler. Olgiim sonucu (en iyi deger) Ax’teki gibi kesin

verilmez. Bunun 6l¢ii sonucuna (en iyi degere) gore neye oranlandigini gostermek igin

AX 100 = +ox [%] 5.6
X

seklinde verilir. Bu sonug, en iyi degerin,
d) Goreceli standart hatasidir (bak. ayn1 zamanda degiskenlik katsayis1 v).
y = f{(t, X, z, ...) gibi bir fonksiyonun hata payin1 hesaplamak olduk¢a karmasiktir. Bu durumda

her t, x, z degeri i¢in ayr1 ayr1 hatalar hesaplanarak toplam fonksiyona etkisi bulunur. Bu isleme

hata ekleme veya hata ilerlemesi denir (ayrintilar igin bak. Schonwiese, 1992).

Ornek 5.1 Hata tiirleri ve hesaplanmasi

_ a _.=£3-
m
as*b 9 o
Kn]
a+*Ab Ab
i
ﬁa*&bf

Olglim hatalari dikkate alinarak dikdértgen alaninin hesaplanmasi
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(a+Aa)*(b+Ab)= a*b + a*Ab+b*Aa +  Aa*Ab
beklenen mutlak hata ihmal edilebiler

deger hata.kismi
a) Beklenen deger A A=a*b
[Burada: Toplam alan]
b) Mutlak hata AA
-> Gergek degder (efektif, varilan sonug) A*=(a+Aa)*(b+Ab)

-> Beklenen deger (olmasi gereken/planlanan) A =a*b
-> Mutlak hata=gergek deger - beklenen dejer AA=(a+Aa)*(b+Ab)-a*b

-> Mutlak hata AA AA=a*Ab +b *Aa
, . mutlak.hata _AA _a*Ab+b*Aa _Ab  Aa
c) Goreceli hata hy = hg__:T S
beklenen.deger A a a
Ornek 5.2

Bir 6l¢lim dizisi asagidaki sonuglar1 vermistir (bak. alttaki Cizelge, x =Xi- X). Standart hata
tiirlerini hesaplayiniz.

Ol¢iim No. Xi x| x'2
1 2,6 0,125 0,0156
2 2,8 0,075 0,0056
3 2,7 0,025 0,0006
4 2,7 0.025 0,0006
5 3,0 0,275 0,0756
6 2,7 0,025 0,0006
7 2,4 0,325 0,1056
8 2,8 0,075 0,0056
Xn =28 21,8 0,850 0,1548
Coziim: Aritmetik ortalama X,
X=218/8
=2,725
eder.
a) Sapma degeri / ortalama hata d, d==+0,85/8
=+0,10625
~+%11

bulunur.
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b) Standart hata s,

sonucunu verir.

¢) Mutlak standart hata Ax ,

_ 1 2
Ax ==+ \/n(n—l)ZX'

=+ ,/0,1548/8.7
=+ ,/0,00276

=4 0,0526
=+0.05°tir.
Bulunan ortalama deger X = 2,72 +£0,05seklinde gdsterilir. Bu, X ’nin +2,77 ile -2,67 sinirlar
icinde gecerli demektir ve + % 5 yanilma payimi (1-P=a) verir. Bu gibi durumlarda yapilacak
kritik, yorum anlamindadir.
AX

d) Goreceli standart hata X ise, ox = —.100
X

~0,05.100
2,725

=1,83 [%]

bulunur. Bu, ayn1 zamanda diisiik degiskenlik katsayis1 v demektir ve 6rneklerin ¢ok diizenli

(v< % 20) dagildigina isaret etmektedir.

Alstirma 5.1

Bir fabrikada {iretilen bir iirlinlin iiretim siiresinin belirlenmesi i¢in 100 deney yapilmistir. Bu
deneylerin ortalama iiretim siiresi 7,30 saattir. Standart sapmasi 1,2 saat olduguna gore, ortala-

ma degerin standart hatasin1 bulunuz. (Y.:%0,19)
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6 SINAMA (TEST) YONTEMLERI

6.1 Sinama yontemlerinin ilkeleri

Smama yontemleri ile bir farkin hangi biiytikliikten itibaren belli bir glivenirlikle rastlantisal
olmadig1 veya anlamli gormek gerektigi arastirilir. Tiim smamalar varsayim veya savlarla
baslar. Varsayim veya sav, bir kuramsal sistemde kabul veya reddedilen, deneysel arastirma
sonug ve gozlemlerinin agiklanmasina yariyan bir 6ngoriidiir (= hipotez, tez). Sinama yontem-
lerinin uygulanmasi1 énemli bir gorevdir. Islenmesi ¢ok kuramsaldir. Ancak burada &ncelikle

uygulamaya yonelik islenecektir.

Sinama uygulamalarinda 2 varsayim bulunur:

a) Ho, sifir varsayimi (Null-hypothesis),

b) 1.veya 2. segenek varsayimlar (alternative hipothesis), H; ve H; gibi.

Bu varsayim veya savlar karsilagtirilir. Biri kabul edilirse, digeri reddedilir. H, varsayimi rast-
lantisal, sifir veya bir hictir. Bununla 2 6rneklem arasinda bir fark olmadigi, iki 6rneklemin de
ayni ana kiitleye ait oldugu varsayilir. Ancak karsit H; veya H; savlar: Hy‘1in tersini savunur
ve Hy'in yanlis oldugu gosterilir. H; ve H; rastlantisal degil, belirleyici veya anlamlidir.
Anlamhlik diizeyi, P ile tanimlidir. Burada P= olasilik veya giiven derecesi = 1-a; a, anlam

diizeyi veya yanilma olasiligidir (bak. Sekil 4.1 ve Cizelge 4.1).

Istatistikte kesinlik yerine olasilik bulundugunda,

H; kabul edilirse, H, reddedilir — H, (olumlu, istenen sinama sonucu)

H, kabul goriirse, Hy reddedilir — Hj (olumsuz sinama sonucu)

Iki varsayimin olasiliklar toplaminin, yani Ho + A; +A; = 1 etmesi gerekir. Buradan savlarin

tiim olasiliklar1 kapsamasi gerektigi ortaya ¢ikar.

Sifir varsayimi: Ho={a=b} savin1 savunur. Karsit savlar, Hy: {a#b} ve Hj: {a<b} ile H, : {a>b}

gibi savlar1 savunur.
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6.2 Sitnama yontemi ilkelerinin belirlenmesi

Sifir ve segenek varsayimlarinin igeriginden yontem diizlemine gegerken varsayimi kavramini

1y1 tanimlamak gerekir. Konuyu bir 6rnekle agiklamak daha kolay olacaktir:

Ornek 6.1

Bir ciftlikten simdiye kadar ortalama 9,5 birim/ha verim alinmaktadir. Ciftlik i¢in on goriilen
bir sulama yonteminin ekonomik olabilmesi i¢in en az 11 birim/ha verim gerektirmektedir.
Standart sapmasi s = 5 birim/ha olan n= 30 6rnegin ortalama degeri X= 13 birim/ha’dir. Bagka
orneklemeler farkli ortalama degerleri verdiginden, ha bagina 13 birim verimin rastlant1 sonucu

11 birim/ha’dan biiylik olduguna isaret etmektedir.

Simama yontemi sorusu: Hangi biiyiikliikten itibaren fark belli bir giivenirlikle rastlantisal

degil, anlamhidir?

Coziim: Ho: a ve X’in farkli degerleri rastlantidir (fark anlamli degil). Ana kiitle i¢in p=a

gecerlidir.

Hi: Sulama ile elde edilen verim 6ngoriilen verimden biiyiik ve anlamlidir. Ana kiitle

icin a<u gecerlidir.

Amag: Igerik diizeyinde sulama ydntemi uygulama amacina varmak igin Hy’1n yanlis oldugu

gosterilir.

Tiim sinama yontemleri konuyu sonunda H, kabul de edilse, red de edilse, a yanilma payi ile,

reddetmeyi 6n plana ¢ikararak islerler.

Boylece sinama yonteminin sematik ilkesi, icerik ve yontem diizeyi tamamlanmis olur.

Temel hedef, hesaplanan bir degerin rastlantisal olamiyacagini gostermektir.
Kabul sinamas1 H,: Fark yoktur.
Belli bir istatistiksel olasilikla H, reddedilir: Bylece amaca varilmis olur.

H, kabul edilir: Amaca varilmamistir.
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Yukaridaki 6rnekte a=11 birim/ha, X =13 birim/ha olarak verilmistir. Burada x-a farkinin belli
bir kesinlik derecesi ile sadece tesadiifen sifirdan farkli olup olmadigina karar vermek gerekir.

Bunun i¢in £ ( X -a)’nin verilen sinir1 agma olasilig1 hesaplanir.

Sonsuz sayida ¢ok ve n esit sayidaki orneklemlerin X ortalama degerlerinin ana kiitlenin p

ortalama degeri etrafinda

oS 6.1

n

e

ox

satandart sapmasi ile normal dagildiklar1 yukarida gosterilmisti (n, 6rnek sayisi). Her 6rnek-

lemin ortalamas1 X ’ten a degeri ¢ikarildiginda x -a farklar1 p-a=0 etrafinda

o S
S 6.2
Vn o Vn

ox

standart sapmasi ile normal dagilmis olacaklar (Hy’a gore p-a=0). o2 bilinmediginde, s? ile
Kestirilir. Bu durumda,

X—a

=

~ N (0;1) 6.3

farklar,
U-a
—i ~t(1-a, n-1) 6.4
Jn

etrafinda standart normal dagilacaklar.

Bir 6rneklemin mevcut X ortalama degeri giiven sinirlari ile saptanan,

X—a 6.5
S
Jn
araligina,
L8 =0 6.6

S

Jn

farki ile diiserse, fark rastlantisaldir ve H, kabul edilir.
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bu araliga diismezse,

reddedilir. Hy’1n saglanmasi i¢in sinama biiyiikliigii d,

6.7

X a’dan anlamli bir sekilde farkli demektir (anlam diizeyi=a) ve H,

A< 6.8
S
Jn
hesaplanir ve standart normal dagilim degeri dyr ile karsilagtirilir.
Tek tarafli sorgulama* Cift tarafli sorgulama
Ho : p=a Hi: p>a Ho : pu=a Hi:p#a
P(X<x) =0,95 P(|X|<x)=0,95
f(z)=0,95 f(z)=0,95
z=1,65 z=1,96 (=dy,,)
e ey Tee e X—a
Buradan sinama biiytikligi dge, , dgen = S 6,9
Jn
13-11

bulunur. Hesaplanan bu sinama biiyiikligii deneysel dgen degeridir. Burada dge,’nin, kuramsal

deger d,,,= 1,65’ten biiyiik olmasi, farkin rastlantisal goriilemiyecegi anlamina gelir. Dolayis1

ile H, reddedilir.

* Tek tarafli ssnama, alternatif savin a<b gibi bir yon belirttigi; ¢ift tarafli sinama ise, a#b gibi yoniin

belirtilmedigi snama demektir. Anlam diizeyi otek = 1/2 0y tarafli sinamadir.
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Ornek say1s1 n<30 durumlar1 igin t stnamas1 uygulanir: Buna gore,

Tek tarafli sorgulama Cift tarafli sorgulama

n=30 ve 0=0,05 ig¢in, dy,r =1,699 dy,r =2,045

elde edilir. Sonug: ortalama degerler (13-11) arasindaki fark anlamhidir (dy,,>d,, ), Ssulama

verimi anlamli bir sekilde arttiracak ve ekonomiktir.

6.3 Sinama calismalar: semalari

Bir sinama asagidaki semaya gore sonuglandirilir:

a) Verilerin siralanmasi:  a=11 birim/ha,
n=30,

s=5ve

X =13 birim/ha.

1. H,ve Hy’in formiile edilmesi

Ho: X ve a arasindaki farklar tiimiiyle rastlantisaldir (ana kiitle: X -a=0)

Hi: X ve a arasindaki fark tiimiiyle rastlantisal degildir (ana kiitle: X >0).

Tek tarafli sorgulama

2. Yanilma olasilig1 o’nin saptanmasi, 0=0,05

3. Sinama dagiliminin saptanmast: t dagilimi (n<30)
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b) Ho’in gercek olup olmadigina iliskin sitnama biiyiikliigiiniin saptanmasi:

4. d,,, un hesaplanmasi (bak. ayrica 6.9),  d,,, = x-a

Jn

5. dgen Ve dy, un Karsilastirilmasi: dg,, >d,, iSe, Ho red edilir (dy, , F’ye gore ¢izelgeden

okunur),
dgen < d,, 1S€, Ho kabul edilir.
Orneklem 6lgiitlerine gore, dye,=2,19>d,,,=1,699, H, red edilir.
6. Sonuglarin igerik olarak yorumlanmasi.

C) Ana Kkiitlelerin esit kapsam ve degiskeye sahip ortalama degerleri i¢in sitnama

Ornek 6.2

Normal dagilimli iki ana kiitlenin p, ve py ortalamalarinin esitliginin sinanmasi (ortalama
bugday verimi, a, Adana; k, Konya):

a) ngakzzaz,i

b) o2 # of
Verilenler:
l. 1.
Adana Konya
X 2 =6,26 birim/ha X k= 6,52 birim/ha
s2 = 0,19 birim/ha s¢ = 0,20 birim/ha
n,= 22 ornek Ng= 22 ornek

Adana ve Konya’nin bugday verimleri farkli midir?

1. Hy ve Hy’in formiile edilmesi:

Ho: Ha= Lk,
Hi: pa# (iki tarafli sorgulama)
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2. Yanilma olasilig1 a’nin saptanmasi: a=0,05

3. Dagilim ¢esidinin belirlenmesi: Normal dagilim (2n=44>30)

Serbestlik derecelerinin bulunmasi: F=2n-2=44-2=42

Ho’1n gercek olup olmadigina dair sinama biiyiikliigii d’nin bulunmasi

4. d gen’in bulunmasi (gizelgeden)

5. dkur Ve d ’nin karsilastirilmast: diyr = 1,96 >d gen = 1,9527 — H, kabul.

6. Kapsamin irdelenmesi ve igerigin yorumu.

Adana ve Konya 0rnegi i¢in ¢esitli ¢oziimler:

Ho H, o dden dyur Karar
Ua =Mk WaF Lk 0,05 1,9527 1,96 H, kabul
Wa =Mk Ma<Lk 0,05 1,9527 1,65 H, red
Ua =Mk Wa<{k 0,01 1,9527 2,33 H, kabul

6.4 Sinama yontemlerinin genel sorunlari

Sinama yOntemleri parametrik (parametric) ve parametrik olmiyan (nonparametric) yontemlere
ayrilirlar. t smnamsi Ornegin, bir parametrik sinamadir. Ciinkii ana kiitlede normal dagilim
gegerliligini sart kosuyor. Parametrik olmiyan sinamalar dagilima bagh degildir. Parametrik
sinamalar kadar kesin degiller. Bunlar, ki kare, Friedman, Mannn-Witney sinamasi gibi sinama

yontemleridir.

Asagidaki kurallara dayanarak o = 0,05 veya 0,01 gibi diisiik oranlarda tutuluyor. Hy’1n red ve
kabul edilmesi a’'nin seg¢imine biiyiik oranda baglidir. Her zaman igin yanlis karar olasiligi

bulunmaktadir. Ciinkii sadece olas1 4 karar diisiiniilebilir:

1. iki ortalama degerin farki saf rastlantisaldir. Smama sonucunda H, kabul edilirse, dogru

karar verilmis olur.
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2. 1Iki ortalama degerin fark: saf rastlantisaldir. Sinama sonucunda H, kabul edilirse, karar
yanhlis ve hata yapilmis olur. Buna 1. tiir hata denir. Bu hata, a’nin ¢ok kiiciik se¢ilmesi ile

diisiik tutulabilir. Clinkii t, veya z, yiiksektir.

3. Iki ortalama degerin farki rastlantisal degildir. Smama sonucunda H, reddedilirse, veri-

len karar dogru olur.

4. Iki ortalama degerin farki rastlantisal degildir. Sinama sonucunda H, kabul edilirse,
verilen karar yanls olur. 2. tiir hata* yapilmis olur. Bu hata, a’nin ¢ok biiyiik se¢ilmesi ile

azaltilabilir. Ciinkii t, veya z, kiiciiktiir.

H, hakkinda karar Hy dogru H, yanlis
Red 1. tiir hata (2.) Dogru karar (3.)
Kabul Dogru karar (1.) 2. tlir hata (4.)

Bagtan itibaren farkin rastlantisal olup olmadigi bilinmedigi i¢in, her zaman bir hata yapilir.
Bunun da miimkiin oldugu kadar kii¢iik tutulmasi istenir. 2. ve 4. noktalarin karsilastirilmasin-
dan bir hatanin kii¢iik tutulmasi ancak digerinin biiyiik tutulmasi ile miimkiin oldugu anlasil-
maktadir. Bu iki hata riski kars1 karsiya gelir ve ikisinin birden kiiciiltiilmesi miimkiin olma-
maktadir. Onun i¢in bastan itibaren hangisinin kiiciik tutulmasi gerektigine karar verilmelidir.

Hangi riske girildiginin bilinmesi i¢in a’nin 6nceden belirlenmesi gerekir.

Ornek 6. 3

Yazi tura atmada tura gelme olasilig1 rastlantisaldir ve P(O)=1/2= % 50 turadir. Yinelenen
rastlantisal (stokastik) olaylarda,

2. kestirme i¢in P(O)=(1/2)* = 1/4 = % 25
3. kestirme i¢in P(O)=(1/2)3 =1/8 =% 12,5
4. kestirme igin P(O)=(1/2)" = 1/16 = % 06
5. kestirme icin P(0)=(1/2)°= 1/32 = % 03

gecerlidir (bak. ayrica 1.5). Yanilma olasiligi o = % 5 verildiginden, P = (1-a ) = % 95
anlamlilik diizeyi bulunur. 4. atista gelen tura rastlantisal kabul edilirken (H, kabul), 5. kerede
gelen tura rastlantisal kabul edilmez (H; kabul). Ciinkii P(O) = % 3 < a = % 5 verilmistir

(gtiven sinir1 P’nin digina tasiyor) .

* Dogru sifir varsayiminin reddedilmesine 1.; yanlis sifir varsayiminin kabul edilmesine de 2. tiir hat denir.
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Alstirma 6.1

Asagida belli dlgiitleri verilen iki 6rneklemin ayni ana kiitleye ait olup olmadiklarini bulunuz.

Olgiitler: X=5,7  n,=30 s5=2,5
y=71  n,=20 s%, =29 o= 0,05, P= % 95.

<
1

(Y.: Fark % 95 olasilikla anlamlidir, H, red)
6.5 Onemli snama yontemlerinin uygulanmasi
6.5.1. Ortalama degerlerin karsilastiriimasi
Ortalama degerlerin karsilastirilmasinda Ek 3.1°deki ¢izelgeden yararlanilarak Student-t
sinamasi uygulanir. Bu sinama yonteminin uygulanmasi i¢in gereken onkosul 6rneklemlerin en
azindan yaklasik bir normal dagilim gostermesi ve standart sapmalarinin anlamli bir fark

gosterme-meleridir. Tki durum ayirdedilir:

a) Ornek sayilar ny=n,=n olan deneysel 2 drneklemin ortalama degerlerinin karsilastiriimasi.

Burada 6nce sinama degeri t,

6.10

esitligi ile hesaplanir ve serbestlik derecesi F=2n-2 esitligi ile bulunur.

b) Ornek sayilar ni#ny olan deneysel 2 Orneklemin ortalama degerlerinin karsilastirilmasi.

o A2 o« e s
Burada 6nce §° degerinin,

2= (n=Dsf +(ny ~1)s] 6.11
n+n,—-2

esitligine gore bulunmasi gerekir (bak. 3. konu). Boylece sinama degeri t,

X
t--1 6.12

(72>

hesaplanabilir duruma getirilmis olur.
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Hesaplanan mutlak t degeri ¢izelgedeki tgg degerinden biiyiik ¢ikarsa, ortalama degerin sapmasi
“anlamlidir” denir. Bu, ortalama degerin % 99 kesinlikle 6rneklemin esas alindig1 dagilima uy-
madig1 anlamina gelir. Eger bulunan t degeri tgs ile tgg arasinda ise, % 95 kesinlikle “muhte-

melen anlamlidir” denir.
6.5.2 Standart sapmalarin karsilagtiriimasi

2 standart sapmanin karsilastiritlmasi i¢in Snedecor-F sinamasi (F sinamasi, bak konu 3) uygu-
lanir. Bu sinamada da 6rneklemlerin en azindan yaklasik normal dagilima uymalar1 beklenir. F

sinamasinda, varsayima gore, standart sapmalarin esit oldugu savunulur (Ho) ve Q orani,
Q=biiyiik §? degeri/kii¢iik §* degeri

ile sinanir. Bu oran ne kadar biiylik olursa, 6rneklemlerin de o kadar farkli degiskeleri olan ana
kiitlelere ait olma olasiliklar1 bulunur. Kesin bir sonug¢ i¢in F sinamasi ¢izelgesinden (Cizelge
3.2) n;-1 ve ny-2 serbestlik derecelerine gore F degeri okunur. Q degerinin ¢izelge degerinden
biiylik olmas1 durumunda 6rneklemlerin degiskeleri arasindaki fark anlamli demektir (bak. 3.

konu).
6.5.3 Dagilimlarin karsilastirilmasi

t ve F sinamalarindan farkli olan ki kare (xz) sinamasi, dagilimlar karsilastirir; dagilim ¢esidi
hakkinda baska bir kosul ileri siirmez. 5° yonteminin uygulanmasi evrenseldir, ancak alisik t ve

F sinamalarina karsin kritik bakis agist ister (bak. 3. konu).

Koordinatlardan absis, 6rneklemlerin 5’er, hatta 10’ar degerini alacak sekilde k (I3, I2,...1k).
araliklarina boliiniir. Her Ij aralig1 icin 1. ve 2. drneklemlerin Ij araliklarina diisen gj (g6zlenen)

ve bj (beklenen) 6rnek degerleri belirlenir. Buradan * degerleri,

2 z:(gi _bj)z
Xden = b—

6.13

j

hesaplamir. ;2  degeri ne kadar biiyiik ¢ikarsa, dagilimlarin da o kadar farkli oldugu anlagilir.

Buna bagl olarak farkm anlamliligi da artar. Onceki sinamalarda oldugu gibi tahminlerde
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bulunabilmek i¢in ¢izelgelerden yararlanilir (bak. Cizelge 3.3). Cizelge, F serbestlik derece-

lerine gore, F = (k-1) (I-1)-h, hesaplanan ,2 ‘e uyan y, degerinin bulunmasina yarar.

Tanima gore saf ana kiitler icin asagidaki kurallar gecerlidir (P %):

22> 72+ Pog = Dagilimin farklilig1 anlamlidir,.

Vv

22, > Zhur Pos= Dagilimin farkliligi muhtemelen anlamlidir
2o = 22, Pos= Bilyiik olasilikla ¢ok az 6rnek kapsami

22, < X Pos= Farkin olmadigma iliskin H, varsayimu giiriitiilemiyor.

Ornek 6.4

Bir bilgisayar firmasinin satiglar1 aylara gore asagida verilmistir. Ho: Satislar normal dagilim

gostermektedir. Hy: Satislar normal dagilim gostermemektedir.

Ay Mayis Haziran Temmuz Agustos
Satis 8 25 45 22
% orani 15,9 34,1 34,1 15,9

4
D (g —by)’
— i=l

2
z = =
den bi

_(8-159)° . (25-34,1)2 .\ (45-34,1)2 .\ (22-15,9)?
15,9 341 341 15,9

=12,18

bulunur. Serbestlik derecesi, yalniz 1 satir bulundugundan, F = 4-1 = 3’tiir. Bununla ¢izelgeden

(Cizelge 3.3) kritik 42, degeri 11,34-16,27 arasinda bir deger olarak okunur. Boylece satislarin

bir normal dagilim oldugunu savunan H, hipotezi kabul edilmis olur ( ;2. > z4, : 12,18>11,34).
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Alstirma 6.2

Uykusuzluk ¢eken 10’ar 2 grup 6grenci iizerinde bir uyku ilact denenmistir. Deneme sonucu

asagida verilmistir. Buna gore,

a) Ho varsayimini ifade ediniz,

b) t stnamasi ile sinayiniz.

Veriler: Hasta s. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 1,9 0,8 11 01 -01 44 55 1,6 4.6 3,4
B 0,7 -16 02 -12 -01 34 3,7 0,8 0,0 2.0

Fark 1,2 24 13 13 00 10 18 08 46 14

(Y.: a) Iki ilacin etkisi aynidir. B) tg. 0 2=3,25, H, reddediliyor, A, B’den etkilidir).
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7 VARYANS ANALIZI

7.1 Temel ilkeler

Basit bir varyans analizi* (VA) bir ana kiitle degiskenlerini karsilastirir, yani ana kiitlenin veya
orneklemin 6rnekten drnege degisen standart sapmasini inceler. Ana kiitlenin saf olmasi duru-
munda Orneklemler arasindaki farklilik karakteristik degildir. Aksine karisik bir ana kiitlede
orneklemler arasi degiske orneklemlerin degiskesindan anlamli bir sekilde biiyiik olur. Bu
farklilik, ornklemin birine veya tiimiine farkli olaylarin veya ayni siddetteki bir olayin farkli

etki ettigini gosterir.

Varyans analizinden birka¢ ana kiitlenin karsilagtirilmasinda yararlanilir. Saf ana kiitlelerin
sinanmasinda, grup farklarinin sinirlandirilmasinda, 6rnegin, tipta tedavi yontemlerinin, yer-
bilim-lerinde kayag tiirlerinin veya fasiyes tiplerinin ayirdedilmesinde, uygulanir. Varyans
analizi, onemli etkenleri 6nemsizlerden ayirmayi saglar. Bu amacla R. A. Fisher (1890-
1962) tarafindan deneyleri planlamak ve degerlendirmek i¢in bulunmus ve gelistirilmistir. Bir
tek bagimsiz 6zelligin incelenmesine dayanan varyans analizine tek etkenli veya basit, 2 veya
daha fazla bagimsiz 6zelligin incelenmesi durumunda ise, ¢ok etkenli varyans analizi denir.

Yontemin esasini toplam varyansla kismi varyanslarin karsilastirilmasi teskil eder. Buna gore

inceleme 1 etkene indirgenir. Yani bir ana kiitlede bir 6zelligin degiskenligi bagimsiz birkag

etkenden kaynaklanip kaynaklanmadig: arastirilir. Bu durumda,

2 2 2 2
0t =61+t0o+..+op 7.1

esitligi gecerli olur (t, toplam; n, 6rnek sayisi). Esitligin saglanmasi, incelenen 6rneklemlerin
bir ana kiitleden olustugunu, aksi taktirde kiimenin heterojen oldugunu, yani 1’den fazla ana

kiitleden meydana geldigini gosterir. Bu esitlik standart sapma s i¢in gecerli olamaz, yani,

St £ s1+ Sp +...+ Sy dir.

* Simdiye kadar varyans yerine kullanilan “degiske” burada yerlesmis “varyans analizi” yerine kullanilamaz.
Degiske, standart sapmanin karesi oldugundan, yerine gore biri digeri yerine kullanilmistir.



Prof. Dr.-Ing. Hiiseyin Celebi 109

Bulunan degiske farklar1 F sinamasina tabi tutulurlar. Karsilastirmak i¢in gerekli sinama deger-
leri ilgili tablolardan okunarak farkliliklarin karakteristik olup olmadiklar: tesbit edilir. Fark-
liligin tam belirlenemedigi durumlarda derece veya rang yonteminden yararlanilir. Bu yontem-
de mevcut analiz degerleri k smiflarina ayrilir (k=1+2+3+...+m). Her sinifin derisimi toplam
ylzde ile ¢arpilarak dereceler elde edilir. Bu dereceler de ¢esitli matematiksel islemlere tabi

tutularak farklarin ortaya ¢ikarilmasi saglanir.

Varyans analizinde degiskenler ana kiitleler arasinda arastirilir. Anlamli olmiyan fark duru-
munda 1, aksi durumda en az 2 ana kiitlenin bulundugu ortaya ¢ikar. Bunun nedenleri olduk¢a
farkli olmaktadir. Karar karsilastirma sonunda verilir. Incelenen ana kiitlelerin 6rnek sayis1 esit

veya farkli sayida olabilir.

Varyans analizinin geometrik anlami1 Sekil 7.1.’de gdosterilmistir. Burada, bulunan bagimsiz

ortalama deger y'dir. Bir 6zelligin etkin olmasi durumunda da ortalama degerler y; veya
Ym'dir. Bu beklenen ortalama degerlerden sapan (y;-y;) farklar rastlantisal dig etkenlerden

kaynaklandiklarindan, agiklanamazlar. Boylece 7.1°de gosterilen toplam sapma veya sa¢inim,

aciklanan sapma ile agiklanamiyan sapmanin toplami oldugu veya toplam sapmanin agiklanan
ve agiklanamiyan sapma bilesenlerine (elemanlarina) ayrildig: goriiliir (Backhaus ve dig, 1990).

Bunun ispat1 Ek 7.1°de verilmistir.

y
Yim ®
}Aglklanamlyan sapma
Ym
Acgiklanan sapma
Agiklanan sapma y
yi®
Aciklanamiyan sapma
Yij ®
X
1. etken 2. etken

Agiklama: i, rnek sayisy; j, grup sayisidir. Ornegin, yi;, j grubunun i’ninci degeri y demektir.

Sekil 7.1 Varyans analizinin geometrik ilkesi, a¢iklanan ve agiklanamiyan sapmalar.
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Varyans analizinin Sekil 7.1°deki geometrik anlami Cizelge 7.1°de matematiksel olarak

Ozetlenmistir.

Cizelge 7.1. Sapma kareleri ve hesaplama esitlikleri (ispat i¢in bak Ek 7.2).

Toplam sapma Aciklanan sapma Aciklanamiyan sapma
Agiklanan sapmalarin =  gruplar aras1 sapmalarin + gruplar i¢i sapmalarin
karelerinin toplami karelerinin toplami karelerinin toplanu
KT optam)™ KT agrasy) KTigi)
m n 2 m 9 m Nj
Z z (Yij—)_/) = an(yj'y) + ZZ(YU—V;)Z
j=1 =l =1 j=L =l

* KT: Kareler toplamy; i, rnek sayist (i=1,2,..,n); j, grup sayist (j=1,2,...,m); ¥;, grup; Yy , genel ortalama degeridir.

Orneklem ortalamalar1 v j ile toplam ortalama y arasindaki farklara (v -y = e;) etken (effect)

denir. Bu fark, dolayis1 ile kareleri toplami, ne kadar kiigiikse, grup veya orneklemler birbirine
o kadar benziyor demektir. Buradan “Orneklemlerin ayni ana kiitleye ait olabilmeleri i¢in

etkenlerin kareleri toplaminin sifira yaklagsmasi gerektigi” sonucu ortaya ¢ikar. Bu da en Kii¢iik

kareler yonteminin gegerli oldugunu gosterir. Yani,

n e_2
- > min 7.2
i=1

olmas1 gerekir. Bu, ayn1 zamanda hatalarin ve etkenlerin ortalama degerlerinin 0 olmasini

gerektirir.
7.2 Tek degiskenli varyans analizi

Tek degiskenli varyans analizinde 1 tek 6ezelligin degerleri, 6rnegin, agirliklar g olarak, karsi-
lastirilir. Varyans analizi ilke olarak F sinamasindan baska bir sey degildir. Bagka bir deyisle
varyans analizi, F sinamasini kullanan karmasik bir varsayim yontemidir. Bu varsayimda, tek

etkenli varyans analizinde (ANOVA=analysis of variance), sifir ve karsit varsayimlari,
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Ho: Ortalamalar esittir. Omegin, Ui =H2 = ...... Hn 7.3
Hai: En az biri farklidir. Oregin, ¥,#7;

seklinde ifade edilirler. Bununla gruplarin homojen oldugu savunulmaktadir (Ho, sifir hipotezi
= ortalama degerler arasinda fark yoktur). Tersine segenek varsayimina (H;) gore belki de bir
ana kiitleye ait degildirler (= ortalama degerler arasinda fark vardir). Hy’in kabul veya

reddedilmesi i¢in farkin anlamlilig1 F sinamasi ile denetlenir.

Varyans analizi ile bir 6rneklemde bir¢ok etkenin etkisi birden arastirilir. Grup sayis1 normal
kosullarda 10°u, 6rnek sayis1 da 50°y1 gegmez. j, Orneklem (grup) sayisi olarak verilmistir. Bu

durumda j 6rneklemlerinin 6rnek sayilari ng, Ny, ...,Ny olur. Buna gore,

Xi degerlerinin genel sayist n =nj+ny+...4+Np, 7.4
Xi degerlerinin genel toplami Xx; = X;+Xo+...+X, 7.5
eder. Buradan,

Genel ortalama X = Xxiln, 7.6

Serbestlik derecesi F=n-1, 7.7

Toplam karelerin ortalama degeri KO; = KT /(n-1) 7.8

bulunur (KO, toplam kareler ortalamasi; n-1, serbestlik derecesidir).

7.3 Sapmalarin hesaplanmasi

Varyans analizinde sapmalarin hesaplanmast ve bunlarla ilgili islemler yontemin temelini
olusturur. Bunun i¢in isleme girecek olgiimler ve gruplar ilk dnce adlandirilir veya numara-

landirilir. Omegin, j gruplarinin ortalama degerleri X1, X2,..., Xm IS€,

1. Tim Kkarelerin toplamu,

KTy = (X1- X )24 (Xo- X ) 4.+ (Xo-% )2, 7.9

2. Kiimeler aras1 kareler toplami,
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KTa=ny (X1-% )%+ N (X2- %)% +... 405 (Xj-X)° 7.10

ve

3. Kimeler igi kareler toplamu,
KTi = KT;— KT, 7.11

olarak bulunur.

Degiske, ortalama karelerin sapmasi olarak tanimlandigindan,

KT

KO= ——M—
g6zlem.sayis: —1

7.12

esitliginden hesaplanir (Cizelge 7.1). Paydadaki sayi, serbestlik derecesi, gézlem sayisinin 1
eksigidir. Sapmalarin hesaplandig1 degerlerden ortalama degerin kendisi de hesaplandigindan,

degerlerin biri hi¢gbir zaman serbest olamaz ve toplam serbestlik derecesi,
Fi=n-1 7.13

degerini alir. Ayni sekilde her gruptaki orneklerin de biri hi¢cbir zaman serbest olamiyaca-

gindan, gruplar aras1 serbestlik derecesi de,

Fa=m-1 7.14

olur. Genel kareler toplam1 KT;, KT, ve KT; kisimlarina ayrildig1 gibi serbestlik dereceleri de
kisimlara ayrilabilir. Buna gore, m sayidaki gruplarin her birinin i¢indeki 6rneklerden ancak n-

1 tanesi serbest hareket edebileceginden, gruplar igi serbestlik derecesi,

Fi = n-1-(m-1)
=n-m 7.15

olur. Kareler toplamimin (KT; KT, ve KT;) ortalama sapma degerlerinin hesaplamasinda

kullanilan formiiller Cizelge 7.2°de toplanmustir.
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Cizelge 7.2. Kareler toplami ortalamalarinin hesaplanmasi.

KT
Toplam ortalama degiske, KO = tl 7.16
n -
, .. KT,
Gruplar arasindaki ortalama degiske, KO, = 1 7.17
m —
. .. KT,
Gruplar i¢i ortalama degiske KO;= ' 7.18
n—-m

KO, ve KOy’ye F testi uygulanarak anlaml farklar bulunur (bak. Ornek 7.1).

Ornek 7.1

Asagida P, Q ve R sekilleri ile tanimlanan 6rneklemlerin ayni ana kiitleye ait olup olmadik-

larinin gosterilmesi.

Verilen deney sonuglart:
P Q R

Q: 2-3-1-1-3
Ng=95
Xq = 2

Toplam grup ve drnek sayistm =3, ny =12

Istatistik yontemlerinde hesaplamalari diizgiin yiiriitmek ve saglama olanag1 vermek i¢in 6rnek-
ler kullanilacak formiillere gore diizenlenirler. Bir varyans analizinde verilerin hesaplamaya ha-
zirlanmasina faktoryel dizayn (factorell desing) denir (bak. Cizelge 7.3.). Burada amaca uygun

bir ¢izelge yapilarak islemler yapilir. Bu sekil ¢oziim, Ornek 7.1 icin Cizelge 7.3’te verilmistir.
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Cizelge 7.3. Ornek 7.1’in ¢dziimii: Devami i¢in bak. Cizelge 7.4.

Grup/ KT KT, KTi
Orneklem X -y | Xm0y ) 220 )
(2-3°=1 (2-3°=1 (2-2°=0
1 (3-3)2= 0 (2-3)°=1 (3-2)°=1
(1-3)2= 4 (2-3)%=1 (1-2)°=1
(2-3°= 1 (2-3)°=1 (2-2)°=0
(3-3°= 0 (2-3)°=1 (3-2)°=1
2 (1-3)°= 4 (2-3)°=1 (1-2)°=1
(1-3)°= 4 (2-3)°=1 (1-2)°=1
(3-3)°= 0 (2-3)°=1 (3-2)°=1
(2-3)°= 1 (5-3)°=4 (2-5)°=9
3 (4-3)°= 1 (5-3)°=4 (4-5)°=1
(8-3)2=25 (5-3)°=4 (8-5)°=9
(6-3)°= 9 (5-3)°=4 (6-5)°=1
Toplam 50 24 26

2 grup veya kiime ile 9 6rnek serbestlik derecelerine gore kuramsal degiskeler oran,
Faen=F2; ; 0,95=Fiur 7.19

F sinamasi ¢izelgesinden 4,3 olarak okunur (Ek 7.2). Buna gore farklilik anlamli degildir.
Ciinkii bulunan deneysel 4,1 (=Fgen=F2.9.005) ile ¢izelgeden okunan kuramsal Fy, = 4,3 aym

grup ve ornek serbestlik derecelerine aittir. H, varsayiminin reddedilmesi igin,
F2:9:0,05 < Frur 7.20

olmasi lazimdir. Dolayisi ile buradaki 6érneklemler homojendir ve bir ana kiitleye aittirler. Bu
sonug, ortalama degerlerin karsilastirilmasindan da anlasiimaktadir (xo=Xp=2, X4=5). Bu sonug-
la H, varsayimi kabul, H; reddedilmistir.

KTi= ?KT,+ KT;
— 50=24+26

Islemin saglanmasi:

ile ¢ozlim saglanmistir.
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Cizelge 7.4. Varyans analizinde kullanilan esitliklerin 6zeti. Sayilar Ornek 7.1°deki sonuglardir.

Degiske Kareler Serbeslik | Karelerin
Kaynag toplam derecesi | ortalamasi F2.9:0.05 (Fden)™
SER T KT
Toplam KT Z (yi —Y Y»=50| F,=n-1 =11 [KOy = n_tl =454 --
=L =l h
o KT
Gruplar aras1 KTy Z ni(yj-y ¥ =24| F,=m-1= 2|KO,= al =12,00 --
j=1 -
Gruplar ici KT 3 V)2 =26| F= = 9 KO = KTi =2,90 KO, =12/2,9=4,1
ruplar ici i ;;(yij_yj) = i=n-m = i o 9=4,

7.4 Cok degiskenli varyans analizi

Incelenen veri kiimeleri birden fazla 6zellikleri bakimindan incelenmek istendiginde, ¢ok de-

giskenli varyans analizi uygulanir. Bunun uygulanisi ilke olarak tek degiskenli varyans analizi

ile aynidir. Ancak daha karmasik hesaplama yontemlerinin izlenmesi gerekir. Bu nedenle 6rne-

gin ¢cogu yerde determinantlar kullanilarak satir, tabaka ve siitunlar (3 degiskenli) ayr1 ayr ele

alinir. Burada bu yontemlerin iglenmesi bu notlarin kapsamini asar. Bu nedenle kaynakcadaki

Tiiysiiz ve Yaylali (2005), Schonwiese (1992), Backhaus ve dig. (1990) ve Sachs (1984) eserle-

rine bas vurmalar1 6nerilir.

Ahstirma 7.1

Asagidaki cizelgede verilen degerler i¢in bir varyans analizi veya F sinamasi hesaplayiniz.

I Orneklemler
i 1 2 3
1 3 4 8
2 7 2 4
3 7 6
4 3
n= 2 4 3 n=9
Xi= 5 4 6
XX = 10 16 18 X Xx;=44

Yanit: H, kabul, Fz; 6;0,95 =0,69<5,14

* Fa.g0.95: 2 grup, 9 serbestlik dereces ve % 95 anlam diizeyi (kesinlik derecesi) ile demektir.
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EKLER

Ek 7.1 7.1 esitliginin ispati:

n

Z Z (yij = :z z (Yij—7j+7j—37)2 7.21

=1 =1 j=1 =l 20

basite indirgemek i¢in,

KTe=> > (¥ =¥, +9,-9) 7.22
j=1 =l T ﬁf
J

=Y Y (v +z,) 7.23
[N

= Zm: Zn: (Vi +2v,z, +27) 7.24
=L =
m n m n m n

=y Y vﬁ+z Z 2vijzj+z Z z3 7.25
[ j=1 il j=1 il
m o m n m

=y Vi+2> (z,D vy)+n, > 73 7.26
= i=l = i=1 =

Kij = yij- ¥; bireysel hata oldugundan ve hatalarin toplaminin 0 olmasi kosulu bulundugundan,

=) Zn: Vi +22 (2,2, vi)+n 2 7] 7.27

i1 i1 = i1 i1
-0
Buna gore esitlik,

m n m

=> 2 Vﬁ+n,—Zl: Z] 7.28
g =

=0, Y 2+Y YV 7.29

j=l j=1 =l

Kii ve |i’nin degerlerinin yerlerini konulmasi ile,
j j

KTi= HJZ (7, -v) +ZZ(y., y;)? 7.30
j=1 i=1
= KT,+KT; 7.31

bulunur.
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Ek 7.2 F sinamsi gizelgesi (Pgs, a=0,05, Backhaus ve dig., 1990).
i
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,41 199,5 2157 224,6 230,2 234,00 236,8) 238,9( 240,5( 2419
2 18,5 19,0 19,11 19,2 19,3 19,3] 19,3! 19,3 19,3 19,4
3 10,1 9,5 9,2 9,1 9,0 8,9 8,8 8,8] 8,8 8,7
4 7,7 6,9 6,5 6,3 6,2 6,1 6,0/ 6,04 6,0 55
5 6,6 57 5,4] 51 5,0 4,9! 4.8 4.8 47 4,7
6 5,9 51 4,71 4,5 43 4,21 4,2 4,1 4,1 4,0
7 5,5 47 4,3 41 3,9 3,8] 3,7 3,7 3,6 3,6
8 5,3 4.4 4,0 3,8 3,6 3,5 3,5l 3,4 3,3 3,3
9 5,1] 4,2 3,8 3,6 3,4 3,3] 3,2 3,2 3,1 3,1
10 4,9 41 3,7 3,4 3.3 3,2] 3,14 3,0 3,0 2,9
11 4.8 3,9 3,5 3,3 3,2 3,0 3,0 2,9 2,9 2,8
12 4,7! 3,8 3,4 3,2 3.1 3,0 2,9 2,8] 2,8 2,7
13 4,6] 3,8 3,4 3,1 3,0 2,9 2,8 2,7 2,7 2,6
14 4,6 3,7 3,3 3,1 2,9 2,8! 2,7 2,7 2,6 2,6
15 4,5 3,6 3,2 3,0 2,9 2,7 2,7 2,6 2,5 2,5
16 4,4 3,6 3,24 3,0 2,8 2,7 2,6 2,5 2,5 24
17 4.4 3,5 3,2 2,9 2,8 2,7 2,6 2,5! 24 2,4
18 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6l 2,5 2,5 2,4 24
19 4.3 3,5 3,1 2,9 2,7 1,6 2,5 2,4 24 2,3
20 4,3 34 3,1 2,8 2,7 2,6 2,5] 2,4 2,3 2,3
21 4,3] 34 3,0 2,8 2,6 2,5] 2,4 2,4 2,3 2,3
22 4,3 3.4 3,0 2,8 2,6 2,5 2,41 2,41 2,3 2,3
23 4,2 3.4 3,0 2,8 2,6 2,5] 2,4 2,3] 2,3 2,2
24 4,2 3,4 3,0 2,7 2,6 2,5 2,4 2,3 2,3 2,2
25 4,2 3,3 2,9 2,7 2,6 2,44 2,41 2,3 2,2 2,2
26 4,2] 3,3 2,9 2,7 2,5 2,4 2,3 2,3 2,2 2,2
27 4,2] 3,3 2,9 2,7 2,5 2,41 2,3 2,3 2,2 2,2
28 4,2 3,3 2,9 2,7 2,5 2,4 2,3 2,2 2,2 2,1
29 4,1 3,3 2,9 2,7 2,5 2,4 2,3 2,2 2,2 2,1
30 4.1] 3,3 2,9 2,6 2,5 2,4 2,3 2,2] 2,2 2,1
40 4,04 3,2 2,8 2,6 2,4 2,3 2,2 2,1 2,1 2,0
60 4,0 3,1 2,7 2,5 2,3 2,2 2,1 2,1 2,0 1,9
120 3,9 3,0 2,61 2,4 2,2 2,1 2,0/ 2,0 1,9 1,9
00 3,8 3,0 2,6l 2,3 2,2 2,1 2,0 1,9 1,8 1,8

i: Agiklanabilen degiskenin serbestlik derecesi (n-1), j: Paydanin serbestlik derecesi (n-m).
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Ek 7.3 F sinamsi1 degerleri (Pgg, a=0,01, Backhaus ve dig., 1990.).
J
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1| 4052 4999,50 | 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 6056
2 98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 99,40
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,35 27,23
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 591 5,81
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54
12 9,33 6,93 5,95 541 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 410
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 414 4,00 3,89 3,80
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51
19 8,18 5,93 5,01 4,50 417 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 3,31
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 3,21
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63
120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56 2,47
o0 6,63 461 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32

i: Agiklanabilen degiskenin serbestlik derecesi (n-1), j: Paydanin serbestlik derecesi (n-m).
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8 BAGINTI (KRELASYON) ANALIZI

8.1 Genel bakis

Bir anakitlede veya orneklemde birden fazla 6zelligin veya degiskenin incelenmesi ile 6zel-
liklerden birinin digerine bagl olarak degisip degismedigi de arastirilabilir. Bu degisim Orne-
gin, bir matriks seklinde satir ve siitunlarla ifade edilebilir. Orneklemin bir insan gevresi olmasi

halinde, bu gevre bireylerinin x; boylari ile y; kilolarinin karsilagtirilmasi gibi.

Bu sekilde yapilan karsilagtirmalara baginti (korelasyon), inceleme yontemine de bagint1 analiz
yontemi denir ve en ¢ok kullanilan istatistiksel analiz yontemlerindendir. Uygulanmasi olduk¢a
esnektir. Degisken arasindaki iligkilerin saptanmasinda, yorumlanmasinda, degisken deger-
lerinin tahmin edilmesinde ve beklenen gelismelerin 6nceden kestirilmesinde énemli rol oynar.
Ornegin, bir malin fiyatinin satisina etkisi veya bir kare alaninin degisen a kenar uzunlugu ile

degismesi (F = a%) v. s. gibi.

Varyans analizi ve y° yontemleri ile de bagmtilarin olup olmadigi arastirilir. Ancak bu yontem-
ler birer fonksiyon degildir. Bunlara karsin baginti ve bagimim (regresyon) analiz yontem-
lerinde birkag veri kiimesi arasinda bagintilarin varligi gosterilebidigi gibi, fonksiyon iliskileri

de arastirilabilmektedir.

Dogada bir¢ok degisken, 6rnegin, yogunlukla hacim, 1s1 ile basing veya element derisimleri,
birbirine bagimlhidir. Korelasyon, kelime anlami olarak, iligki, baginti demektir. Yontem, bir X
degiskeninin (bagimsiz degisken) alabildigi degerler dizisinin olusturdugu dizi ile bir y
degiskeninin (bagl degisken) alabildigi degerlerin olusturdugu bir bagintinin olup olmadigini
arastirir ve baginti varsa, bunun derecesini saptar. Bagli ve bagimsiz degiskenler yer degis-
tirebilir. Degiskenler arasindaki baginti, bagint1 katsayisi r ile gosterilir ve bagint1 analiz yon-
teminde bagintinin derecesini belirler. Baginim analizinde ise, sadece fonksiyonal bagimlilik
incelenir. Baginti ve bagimmim birbirlerine siki sikiya baglidirlar. Bagimmim analizinde hem
bagimli, hem de bagimsiz degiskenin metrik 6l¢iide olmasi gerekir. Bunun disindaki dlgiiler

(biner veya nominal) istisnadir.



Miihendisler igin istatistik ders notlar1 120

8.2 Bagint1 analizi (BA) ve cesitleri

Bagint1 analizi, degiskenler arasindaki iligkileri inceler. Degiskenler, ana kiitlelerin, dncelikle
derisim, ¢ekim kuvveti, 1s1 ve basing gibi 6zellikleri olmaktadir. Bu O6zellikler arasindaki
bagintilar ¢cok cesitlidir. Bir tahmine isaret ederler ve degiskenler arasindaki neden ve sonug
iliskisine dayanirlar. Dogrusal baginti, yukarida da belirtildigi gibi, en yaygin gozlenen baginti
seklidir, dogada ve giinliik yasamda Orneklerine sik rastlanir. Bunlarin bazilar asagiya
cikarilmistir (Sekil 8.1). Bunun yaninda islii fonksiyonlarin da cesitli tipleri sikga goriiliir.
Gozlemler arasindaki iliskinin tanimlanmasi i¢in once siklik dagilimlarinin homojenliginin

bilinmesi gerekir. Ciinkii bunlar degisik 6zelliklere sahip ana kiitlelere ait olabilirler.

Bir iki boyutlu bagint1 genelde asagidaki 6zellikleri tasir:

1.iki degisken istatistiksel olarak birbirine bagh degildir (Sekil 8.1a). Bu durumda veriler bir-
birinden bagimsiz veya iliskisizdir (r = 0). Degiskenlerden birinin sabit, digerinin degismesi

durumunda da baginti olmaz.

2. Iki degisken tamamen veya kismen birbirine baghdir (Sekil 8.1 b ve c). Baglilik dogrusal-
dir (dogrusal bagint1). Bu bagintida degiskenler esit oranlarda artarlar (Sekil 8.3), ancak

baginim dogrusunun egimi,

a) pozitif olabilir (r > 0). Bu durumda degiskenlerden biri artarken digeri de artar demektir
(uyumlu veya pozitif bagint). r = +1 degeri en uyumlu bagintiy1 gosterir ve tim nokta-

lar 1 dogru iizerindedir.

b) negatif olabilir (r < 0). Bu durumda degiskenlerden biri artarken digeri azalir demektir

(uyumsuz veya negatif bagint1). r = -1 en uyumsuz bagintiy1 gosterir.

3. Bagimim dogrusal degildir (dogrusal olmayan bagint1). Burada artan veya azalan bir lissel
bagintt mevcuttur (Sekil 8.1 d). Bu tiir bagintilarda degiskenlerden biri bir 6l¢ii birimi

artarken, digeri degisik dlciilerde artar veya azalir.
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Bagli degisken
y =0 y =2
X X X
X X X
X X ¥ XX XX
X X X X
X X X X X
X X X b X XX
a
v X X
Bagimsiz degisken
y y
X r<o -0 x
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X Uyumlu
c X d X X XX artan

a, Bagint1 yok, r=0; b, uyumlu dogrusal bagmti, r >0, C, uyumsuz dogrusal bagmnti, r <0 ve d, iissel uyumlu baginti, r> 0.

Sekil 8.1. Onemli bagint1 gesitleri.

8.2.1 Bagint1 katsayis1 (r, BK)

Bagint1 derecesini belirliyen bagint1 katsayisi r, ancak,

-I<r<+1 8.1

degerlerini alabilir. En iyi bagint1 degeri r,

r=11

oldugu zamandir (bak. yukariya). Bunun arasindaki degerler zay1f, ancak anlamli olabilirler.
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Bir bagint1 verilerinin bagimsiz ve normal dagilmis olmasi lazimdir. Bu, bagintinin 6n kosulu-

dur. Iki degisken arasindaki dogrusal bagint: derecesi r, matematiksel olarak,

8.2

n

20 =% =)
\/Zn:(xi —)_()2\/_2”:(% -X)?
anxiyi _:]-(anxi)(zn:yi)

J[ixhi(ixﬁ[iyz L

seklinde ifade edilmektedir (n-1 terimleri kisaltilmistir). Gorildigi gibi r, katisik degiske
(kovaryans) sy ile degiskenlerin standart sapmalari olan sx ve Sy‘den veya bunlarin ham deger-
lerinden hesaplanmaktadir. Oneminden dolay1 katisik degiske asagida acik sekliyle verilme-

sinde yarar vardir:
1 . ! ’
Sxy= —— ¥ X.y
ey

N XY =D %D,
_ i=1 i=1 i=1

n(n-1)

8.3

gibi.

Gorildigi gibi katisik degiske, garpanlart esit olmiyan degiskedir, yani (xi-X) (Xj-X) yerine
(Xi- X) (yi- ¥ ) seklidir.

Bagint1 analizinde az sayidaki 6rnek icin yliksek r istenirken, ¢ok sayidaki ornek i¢in diisiik r
degerleri de anlamli sonug verebilir. Yani r’nin belirlilik sinirlar1 artan 6rnek sayisi ile azalir.
Ornek sayisina veya serbestlik derecesine bagli olarak hesaplanmis belli bir giivenirlik

derecesini, P=% 90, 95, 99 gibi, ifade eden r degerleri hazir ¢izelgelerden alinabilir (Ek 8.1).
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Bagint1 katsayisi r bir 6rneklemin tiim 6rneklerine ait oldugundan, 6rneklerin sadece tiimii i¢in
gecerlidir. Ayrica karsilastirilacak veya ortalamalar1 alinacak iki 6rneklemin baginti katsay1-
siin yaklasik ayn1 sayidaki 6rnege ait ve ayni birimde olmalar1 gerekir. Ciinkii belirlilik 6rnek
sayisina gore cabuk degisir. Ancak bu ve buna benzer durumlar gézoniine alinarak bir baginti

analizinin yapilacak yorumu, gercekci ve objektif olabilir.
8.2.2 Belirlilik katsayisi (%)

Bir veri kiimesindeki toplam sapma veya degiske acgiklanabilen ve agiklanamiyan degiskeler-

den meydana gelir. Buna gore toplam degiske veya sapma,

S -9 =2 -9+ -9 8.4

Toplam sapma = Agiklanan sapma + agiklanamiyan sapma

terimlerinden olusur (Sekil 8.2). Buradan belirlilik katsayisi r, agiklanabilen saginimin, top-
lam sa¢inima orani olarak,

2 Aciklanan.sapma
Toplam.sapma

> (7-9)
=2t 8.5
Z(Yi - y)z

ifade edilir. Ac¢iklanan sapma orani ne kadar yiiksekse, 1% de o kadar biiylik olur. Dolayisi ile r?

en gok 1 degerini alir ve sagimimlarin tiimiiniin agiklandig1 anlamina gelir. Aksine r*=0"dir.

Dy -9’
Belirlilik katsayisi 1%, r=1- =24 8.6
Z (yi - y)z

i=1

seklinde, aciklanamiyan sapmanin toplam sapmaya oraninin en yiiksek degeri olan 1’den ¢ika-
rilmasi ile de hesaplanabilir. Buradaki ¢evirme islemi hesaplamay1 kolaylastirmaktadir. 1 ile

olan fark, toplam degiskenin agiklanan, yani baginim dogrusu tarafindan kapsanan, sistematik
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etkenlerden kaynaklanan belirlilik kismini, geri kalan kismi da agiklanamiyan, rastlantisal

etkenlerden kaynaklandigini gosterir.

<

(X1, Y1)

yi = Bagh degiskenin i gozlem degeri, i= 1, 2,...,n
Xi = Bagimsiz degiskenin i gézlem degeri,
y = Bagli degiskenin okunan (kestirilen) degeri,

y = Bagli degiskenin ortalama degeri

Sekil 8.2. Sapmalarin geometrik olarak elemanlarina ayrilmasi.

r?, istatistiksel acidan r’den daha anlamhdir (% = r2.100). Agiklanan saginimin toplam sagi-
nima oranini, yani gercek degerden spma oranini, ifade eder. Logaritmik veya yiiksek dereceli

fonksiyon 6zellikleri i¢in daha 6nemlidir.

Hesaplanan bir r degeri cizelgelerdeki (Ornek 8.2) veya grafikten (Wellmer, 1989) okunan
degerlerle karsilagtirilarak anlamlilig1 saptanir. Bu en kolay yoldur. Bulunan bir bagint1 katsa-
yisinmn anlamhiligi t veya F sinamasi ile de saptanabilir. Ornek sayismin 50’den az (n<50)

olmasi1 durumunda t ssnamasinda belirlilik,

t= —2-—1n-2 8.7
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esitligi ile saglanir (n-2, serbestlik derecesi). Burada verilen anlam diizeyi i¢in hesaplanan
deneysel tgen degerinin kuramsal tyy’dan biiyiik (tgen>tkyr) olmsi gerekir (Ho= red, Hy = kabul,
bak. Ornek 8.1).

Varyans analizinde oldugu gibi baginim analizinde de belirlilik derecesinin bulunmasinda
kullanilacak degiskenler kolay ve sistematik hesaplama amaci ile faktoriyel dizayn edilir

(Cizelge 8.5). Basit bir hesaplama icin gerekli degiskenler Cizelge 8.1’de derlenmistir:

Ornek 8.1.

Altin (g Au) satisinin (talebinin) fiyatina (YTL/g) etkisi* (bak. Sekil 8.5).

Verilerin hazirlanmasi

1 2 3 4 5
Satis No, Degerler (x-X)? vir V) x-X) (yirY)
i Xi, (9 Au) Vi, (YTL/g Au) % % Syy
1. 30 47 82,81 88,36 85,54
2. 25 41 16,81 11,56 13,94
3. 21 37 0,01 0,36 -0,06
4. 25 46 16,81 70,56 34,44
8. 11 27 98,01 112,56 104,94
6. 16 32 24,01 31,36 27,44
7. 11 27 98,01 112,36 104,94
8. 17 35 15,21 6,76 10,14
9. 27 44 37,21 40,96 39,04
10. 26 40 26,01 5,76 12,24
Sn=10 209,00 376,00 414,90 480,40 432,60

Cizelge 8.1°deki verilerin degiskenleri:

X =209:10 y =376:10
=20,90 g Au (bagimsiz degisken) =37,60 YTL/g Au (bagl degisken)

s?, = 414,90:(10-1) s?, = 480,40:(10-1)
= 46,10 = 53,38

Sx = /46,10 Sy= /53,38

=6,799 Au =7,31YTL/g

* Hindistan’da 6rnegin, diigiin donemlerindeki altin talebi fiyatlarmn artmasina neden oluyor (giiz, 2007)
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Sxy = 432,60:9 Syx = Sxy
= 48,07
Ixy = Sxy:(Sx-Sy)
=48,07:6,79.7,31
=48,07:49,63
=0.969

bulunur. Buna gore belirlilik katsayisi 0,969 =0,939 eder. Buradan,

rn-2

i

0,969./10 - 2
J1-0939

_0,969.4/8

= —m

=0,969.2,828:0,247

=2,740:0,247

=11,09

t=

elde edilir.

Cizelge 3.1’de, F=8 (n-m) satir1 ve Pgg siitunundan t,=3,36 okunur (tx,>3,36: red bolgesi).
taen=ts:0.99 (11,09)>tyyr (3,36) dir. Boylece H, varsayimi reddedilmistir (y, x’e baglidir). Yani bu
deger % 99 olasilikla (giivenle) anlamlidir veya x ve y arasinda gegerli bir bagmt1 vardir.
Sistematik ve rastlantisal hata oranlarinin saptanmasi i¢in bagimim dogrusu denkleminin
bulunmas: gerekir (bak. 8.3.2 ve Ornek 8.2). t hesaplamasina gerek birakmiyan anlamli

minimum r degerleri Ek 8.1°de verilmistir.

8.3 Bagimim (regresyon) analizi (BaA)

Bagint1 ve baginim analiz yontemleri ¢ok Onemli bir arastirma yontemidir ve c¢ok yararl

sonuglar elde edilebilir. Ornegin, benzer iliskiler, ¢iftlerin degisim ve davranislari ile sakli bazi
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ozelliklerin kesfedilmesi hakkinda énemli bilgiler saglanabilir. Baginim dogrusunun egimi de

degisimin degerlendirilmesinde kullanilabilir ve bagintilar incelenebilir.
8.3.1 Bagimim dogrusu (BD)

Bir bagint1 analizinde genelde baglh degiskenle bagimsiz degisken arasinda bir dogrusal ilis-
Kinin bulundugu kabul edilir. Dogrusal iliski demek, degiskenlerin sabit oranda degismesi de-

mektir (Sekil 8.3). Yani,

ﬂ = sabit 8.8
AX

ifadesi gecerlidir. Bu sabite, baginim dogrusunun absisle yaptig1 aginin egimidir.

Bagint1 analizi, bir 6rneklemde bagl ve bagimsiz degisken arasinda bir iliskiyi saptamak mec-
buriyetindedir. Bu esitlik,
y=b+ax 8.9

seklinde bir dogru denklemidir. Burada y, bagh degisken; X, bagimsiz degisken; a, bagimim
dogrusunun egimi (a = tg a) ve b, dogrunun y ekseni iizerinde kestigi parca, intersepttir. a’ya

bagimim katsayisi da denir.

y X y = b+ax
X AX
X D

x: Bagimsiz degisken

y: Bagli degisken

b: D dogrusunun y ekseni tizerinde kestigi parca, intersept
Ay/ Ax : D baginim (regresyon) dogrusunun egimi, a = tg o

Sekil 8.3. Baginimin geometrik anlama.

Baginim analizinin amaglari,
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1. Verilen esitligin katsayilarin1 bulmak (Ornek 8.2) ve

2. Orneklemde saptanan bagintinin drnek evreni i¢in de gegerli olup olmadigini incelemektir.

Baginim (regresyon), iki degisken arasindaki bagliligin seklini ifade eden bir terimdir. Yani bir
orneklemin 2 veri 6zelligi veya bagimsiz degerleriyle calisilir (bak. Sekil 8.3). Burada regres-
yonun Oztiirk¢e karsiligr bagimim kavrami kullanilacaktir. Bu baglilig1 gdsteren egriye de ba-

ginim egrisi denir. Baginim, geometrik bir ifadeye sahip olmasi nedeniyle, 6zel 6nem tasir.
8.3.2 Kalint1 degerler (e;)

Bagint1 analizi ile baginim analizi birbirine siki sikiya baghdir. Baginim, bagint1 analizi ile elde
edilen nokta bulutuna en uygun dogrunun uyarlanmasidir. Bu islemde her nokta uyarlanan dog-
ruya belli mesafede olur. Olgiim degerlerinin baginim dogrusuna uzakliklarma kalnti (resi-
dual) degerler denir. Bunlar Sekil 8.4°te e; ile gosterilmistir. Degerlerin baginim dogrusuna olan
uzakliklarmim karelerinin toplami 0<Ze’<1 arasinda degisir. Baska hi¢bir dogruya olan uzak-
liklar baginim dogrusuna olan uzakliklarin toplamindan kii¢iik olamaz. Bir dagilim ne kadar
uyumlu ise, kalint1 degerler o kadar kiigiik olur. Bunlarin biiyiikliigiinden baginim dogrusunun
noktalara uyumu belirlenir. En iyi uyumda, yani noktalarin dogru tizerinde bulunmasi duru-
munda, i’ degerlerinin toplanmi min veya 0 olur. Bu duruma en kiigiik kareler toplami, yon-
teme de en kiigiik kareler yontemi denir. Tiim hesaplamalarda e;? degerlerinin toplamimin miim-

kiin oldugu kadar kiigiik olmasi istenir.

Baginim analizinin ojektif fonksiyonu,

n n 2

>’ :Z[yi —(b+ax,)] — min 8.10

fonksiyonudur. Esitlikte,

ej = 1’ninci gozlemin kalint1 degeri,i=1,2, ..., n

yi = Bagli degisken ( ¥,, dogru iizerinde okunan, kestirilen degerdir)
b = Baginim dogrusunun sabitesi, intersept

a = Baginim sabitesi, D dogrusunun egimi, a =tg a

Xi = Bagimsiz degisken

n = Gozlem sayis1
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3 (X3, Y3)

es= Bagli 6zellik kalint1 (residiial) degeri, ej =yi- ¥,

X3 = Bagimsiz ozellik biiytikligi

ys = Bagli ozellik biiytikligi

y = Bagimim dogrusuna gore x3’lin okunan (kestirilen) y degeri

Sekil: 8.4. Kalint1 degerlerinin geometrik agiklanmasi.

Bu kosulu Sekil 8.3 i¢in sagliyan dogru,

y.=b-ax 8.11

baginim dogrusudur. Ancak bu dogru veya esitlik vasitasi ile x’e bagl ve D dogrusu iizerin-

deki §, degerleri kestirilebilir (bak. Ornek 8.2).

8.3.3 Bagimim dogrusunun degiskenlerinin hesaplanmasi

Baginim dogrularinin ¢esitli degiskenlerinin hesaplanmasi i¢in standart sapma, degiske ve kati-
siks1z degiske gibi temel verilere gereksinim vardir. Bunlar burada yinelenmiyecektir, ancak

iliskileri tizerinde kisaca durulmasinda yarar vardir.

Baginim dogrusu degerlerin sapmalar1 konusunda bilgi vermezler. Ancak bir baginim dogrusu
% 95 kesinlikle y = +3sy araligina diiser (s, standart sapma). Dogrunun egiminden (a) degisken-
lerin birbirine ne kadar bagli oldugu bulunabilir. Ornegin, a ile r arasinda su iliskiler bulunmak-

tadir:
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a <0 igin, r <0,
a> 0 i¢in, r>0ve

a=sy/syiginder=1

degerini alir. r, ayn1 zamanda baginim dogrusunun apsisle yaptigi aginin cos’diir. Sekil 8.5’te

bagimsiz ve bagl degiskenlerin yer degistirmesi halinde ortaya ¢ikacak durumlar1 gostermek-

tedir. Buna gore alt simgeler xy, 6nce bagh degisken gelecek sekeilde bagli degiskene gore yer

degistirir. Ornegin, y=b+ax esitligi i¢in ayy seklinde verilir. Dolayis1 ile D bagmim dogrusunun

egimi,

2

/sy

axy = Sxy

nixiyi _ixizyi
DREORDE

degerine sahiptir (Sxy=Syx’dir). Buna gére a’nin r cinsindeki degeri,

SX
axy =r g
seklini alir.
E
Y A
X=f(y); Iyx, ayx, Dyx
y=f(X); Iy, axy, bxy
D
3 «
byx

8.12

8.13

8.14

Sekil 8.5: Bagli degiskenin degisimi.

Bunun gibi kesim noktas1 da r cinsinden hesaplanabilir. Ornegin,
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Dyy=¥ —a,,X 8.15
S
=y-r2Xx
SX

gibi. Dogru denklemindeki sabiteleri bagh ve bagimsiz degiskenler cinsinden hesaplamak

miimkiindiir. Baginim D ve E dogrularinin y ve x eksenlerine gore esitlikleri sirast ile,

y =f(X) 8.16
= b+ax 8.17
veya
x = f(y) 8.18
= b+ay 8.19

seklindedir (bak. Sekil 8.5). Bu durumda baginti katsayisi r ve katisik degiske degismez. Degis-
kenlerin degerleri ayn1 olan 2 dogru ¢akisir. Bilindigi gibi kosut dogrularin egimleri esit, dik
dogrularin egimleri ise, birbirinin negatif tersidir (ax,=-1/ayx). Bu islemlerde tim formiiller

ordinata uyarlanir. Buna gore,

Iy = Fyx 8.20
ve Ay Byx= I 8.21
olur. Yani |r]= 1 igin, axy < 1/ayx 8.22

degerinde olur.

Benzer sekilde yukaridaki x=b+ay E dogrusunun kesme noktasi,

byx=X —a,y 8.23
= X-rxy 8.24
Sy
seklini alir (bak. ayrica 8.15).
E dogrusunun r cinsinden egimi,
ayx = I.Sy/Sx 8.25

oldugu goriiliir.
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Dolayisi ile y esitligi (8.16 eya 8.17),
y = b+(r.sx/sy)x 8.26

ve =y +r.z—x (X, = X) 8.27
y

genel baginim dogrusuna cevrilebilir. Bu esitlikteki x; degerleri vasitasi ile, 6rnegin E dogrusu

tizerindeki ¥, degerleri, onceden yaklasik kestirilebilir.

8.4 Sonuclarin saglanmasi

Bagint1 ve bagimim analizlerinde sonuglarin saglanmasi énemli bir yer tutar. Yapilan uzun ve
karmagik islemler sik¢a hatalara neden olur. Bunlar1 onlemek i¢in bir ¢izelge hazirlanir

(faktoriyel dizayn) ve hesaplanan sonuglar buraya aktarilarak,

KTy =KTp + KT 8.28

SN =X -9 Ry

formiiliiniin saglanmasi gergeklestirilir. Cizelge 8.1 buna bir 6rnek olusturmaktadir.

Cizelge 8.1: Ornek 8.1 degerleri igin degiskelerin hesaplanmasi (ANOVA: analayses of vari-
ance) faktoriyel dizayna.

1. Degisim 2. Kareler 3. Serbestlik 4. Kareler toplamu |S. t Sinamasi
kaynagi toplam dercesi ortalamasi sonucu

2. Toplam degisim KTy n-1 KO

3. Dogrusal baginim* KT m-1 KOy

4. Toplam sapma KT, n-2 KOs KOu/KOs =tgen

*KT, kareler toplami, KO, kareler ortalamasi; b, baginim; s, sapma ve t, toplam demektir

Dogrusal bagimimin ortalamasinin toplam sapma ortalamasina orani, KOp/KOg = tgen SONUCUNU
verir. Bu deger t veya F dagilim cizelgesindeki teorik degerlerle karsilastirilir (bak. Cizelge

3.1). Bunun igin 6nce bir kesinlik derecesi, 6rnegin, P=%99, se¢ilir. Bundan sonra F serbestlik
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derecesinin (n-m) satirina karst gelen P sititununun (olasilik derecesi) kuramsal ty, degeri
okunur (tr: p:) Ve tgen ile karsilastirilir. tgen > tiyr durumunda, Ho kabul, tgen < tyyr oldugunda da

red edilmis olur (bak. Ornek 8.2). Ayni sey determinantlarla da yapilabilir.

Ornek 8.2

Ornek 8.1°deki dagilimin bagmim katsayilar1 ve dogru denklemi (devam):

a) Dogru denklemi,
y =b+ax ise,
By = 51, Doy = ¥ =8k
_ (2,87,8)72 = 37,60-1,042.20,90
=1,042 = 15,83 g Au

bulunur. Boylece, y = b+ax dogrusunun denklemi (Sekil 8.4),

y =15,83+1,04 x
veya
YTL/g Au = 15,83+1,04 g Au

bulunur (Sekil 8.6).

Eksenlerin degismesi durumunda E dogrusu igin,

X=-1294+090y

g Au =-12,94+0,90 YTL/g Au

dogru esitligi bulunur (a,=48,07/7,31%)=0,90; by =20,90-0,90.37,60=20,90-33,84=-12,94).

S
Aym sekilde r? = Ixy-fyx V& X; =X +r—=(y, — y) oldugu goriiliir (X, dogru lizerinde okunan

Sy

degerdir).
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b) Degiskelerin hesaplanmast

Baginim degerlerinin hesaplanmasi (bak. Ornek 8.1, faktdryel dizayn).

A

i X oo 9i=188404 Y KTe= D (§-9) k=D (T )t k=D (Y - V)
i=1 i=1 i=1
1 30 47 47,12 37,60 90,63 0,01 88,36
2 25 41 41,94 37,60 18,83 0,88 11,56
3 21 37 37,77 37,60 0,03 0,59 0,36
4 25 46 41,94 37,60 18,83 16,49 70,56
5 11 27 27,34 37,60 105,33 0,11 112,36
6 16 32 32,55 37,60 25,48 0,30 31,36
7 11 27 27,34 37,60 105,33 0,11 112,36
8 17 35 33,60 37,60 16,04 1,97 6,76
9 27 44 44,03 37,60 41,28 0,00 40,96
10 26 40 42,98 37,60 28,97 8,89 5,76
¥n=10 209,00 376,00 376,59 376,00 450,74 29,37 480,40*

*KT, ile KT,+KT; arasindaki 0,29’luk fark sayilarin tamlanmasindan kaynaklaniyor.

Degiskelerin hesaplanmas: (ANOVA -analayses of variance-, bak. Ornek 8.1 ve asagiya).

1. Degisim 2. Kareler 3. Serbestlik (4. Kareler toplam | 5. t/F sitnamasi
kaynagi toplam derecesi ortalamasi Lgen

2. Toplam degisim KT =480(n-1 =9 KO = 53 --

3. Dogrusal baginim* | KTy, =451|Im-1 =1|KOy = 45]1| KO/KO; =

4. Toplam sapma KT ~ 29 [n-2 =8 KOs = =451/3,6 = 125

*KT, kareler toplami, KO, kareler ortalamasi; b, baginim; s, sapma ve t, toplam demektir. m=2 element (Cu, Co).

50 »

20 +

YTL/g Au

10 o

YTL/g Au-g Au bagintisi

40| =0.969 -
30 4

YTL/g Au=15,83+1,04g Au

10

20
g Au

30 40
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Altin talebi ile fiyat bagintisi.

C) Baginti katsayist r’'nin saglanmasi

KOW/KOs = tg: 0,99) = 125 sonucu t dagilim ¢izelgesindeki degerlerle karsilastirilir (bak.Cizelge
3.1). Bunun i¢in 6nce bir kesinlik derecesi, 6rnegin, P = % 99, secilir. tyyr cizelgesinin F=8
satir1 (n-m) ile Pgg siitunundan tg: 099y = 3,36 okunur. tg099 (125) > tiwr (3,36) oldugundan,
baginim katsayis1 % 99 olasilikla anlamlidir, yani bulunan r degeri incelenen 6rnek sayisina

gore dogrudur. Bu da yukaridaki saptamay1 kuvvetlendirmektedir.

Bunun yaninda,

(2= Aciklanabilen.deg iske
Toplam.deg iske

_|9-y)°
s,”

KT,
KT,

_ [45139
480,40

= 0,969

olarak 6rnek 8.1°deki degere esit bir deger bulunur.

Toplam degiske ortalamasi, KOy, yaklasik 53; aciklanan degiske kismi, KOy, 50 ve aciklana-
miyan degiske kismi da, KOs, 3,6 = 4’tiir (Ornek 8.2; 3 degisken de n-1’e boliiniir). Yaklasik
rakamlarla toplam degiske 53 = 50+4 alinabilir. Buna gore agiklanan degiske kismi (50:53)
aciklanamiyan degiskeden (4:53) oldukca biiyiiktiir ve toplam degiskenin % 94’{ine karsilik
gelmektedir. Bu, bagmim modeli (dogrusu) tarafindan kapsanan degiske kismi demektir.
Dolayist ile baginim katsayisi r, oldukea giicliidiir. Buna yaninda kalint1 degiskesi s2Xy =29/8 =
3,6 tutmakta ve agiklanamiyan degiskenin ¢ok kiiciik oldugunu pekistirmektedir.
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8.5 Cok degiskenli bagintilar

Dogrusal olmayan korelasyonlarin denklemi parabol formiilleri ile hesaplanir. Her baginim
gercek olmayabilir. Bazen goriiniir veya sakli bir baginim da mevcut olabilir. Bagint1 analizi;
element ciftleri, gruplar1 ve mineraller arasindaki iliskiler hakkinda 6énemli ipuglar1 verebilir.
Bu sayede komsu ornekler, cevherlesmeler ve element gruplari karsilastirilabilir. Eger ¢ok
sayida degisken varsa (birka¢ element gibi) ¢oklu baginti (multiple correlation) ve baginim
analizi de yapilabilir. Boylece bir 6rnegin elementlerin birine veya birkacina bagli oldugu
ortaya ¢ikarilabilir. Ornegin,
y = bo+bixg+box, 8.29

dogrusal bagint1 esitligi gibi.

Bagimti ve baginim, faktor, diskriminant ile cluster analizi gibi analiz yontemleri ve diger
cok degiskenli istatistik yontemlerinin temelini teskil eder. Ancak bunlar1 baginti analizi kadar
detayli incelemek, bu notlarin kapsamini asar. Bunlara yeri geldikge deginilecektir. Ilgi duyan-
larin bu konularla ilgili kaynaklara bagvurmalari 6nerilir. Sonug olarak bagint1 ve baginim ana-

lizleri ile ancak olas1 sonuglar belirlenir veya bunlara isaret edilir.

Alstirma 8.1

Bir sirketin ilk 5 yillik kar1 asagida verilmistir. Sabit giderleri 500.000 $/y1l olan sirketin

gelecek 3 yilin yaklagik karini ve degisim fonksiyonunu bulunuz.

Verilenler: Yillar | 1 2 3 4 5.
Kar(106$)|1,52 1,35 153 217 3,60

Yamt: Yaklagik % 15.50 ortalama yillik artis.
Ahstirma 8.2

Bir radyoaktif elementin (izotop) N miktarinin agagida verildigi sekilde doniistiigii saptanmis-
tir. Yarilanma siiresi t12’yi ve doniigiim esitligini bulunuz.

N [g] | 1.0000 .9797 8795 7736  .2770 .0768

t [glin] | 0 10 50 100 500 1000
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Aciklama: Genel yarilanma esitligi,
N = Noe™
seklindedir. Bu esitlik,
InN =1In Ng- At

seklindeki bir dogru esitligine doniistiiriilebilir. Burada No, t=0 baslangi¢ miktaridir. N/, de ty
yarilanma siiresi sonundaki miktardir. Buna gore,
No=1 ise,

N1/2=0,5"tir.
Burada yarilanma siiresi asagidaki grafikten okunur veya yukaridaki dogru denkleminden
hesaplanir. Bunun i¢in ordinat tizerindeki

InNy2=1In0,5
=0,6931

noktasindan absise ¢izilen kosutun grafik dogrusunu kestigi noktadan absise indirilen dik,

absisi t,,= 270 giin noktasinda keser. Bu, yarilanma siiresidir.

t,,=270 gin  tZamani [giin]
05 4 ' 400 600 800 1000
41
15+
-2 -
251
-3 -

Yukaridaki verilerden t zaman1 dogrusal absis degerleri (x); miktarin da (N) dogal logaritmasi
ordinat degerleri (y) olarak alindiginda, yarilanma fonksiyonu ortaya ¢ikar. Buna gore fonksiyon
degerleri soyledir:

X | 0 10 50 100 500 1000

y | 1,0000 -0,0250 -0,1284 -0,2567 -1,2837 -2,5666

Radyometrik yas tayini veya yarilanma siiresinin bulunmas:
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Yukaridaki
In Nm =1In No_— 7\1&

esitliginden,
b=0 (orijinden gegen dogru) ve
a=-A
= - 0,02567
bulunur (bak. 8.12 ve 8.24). Buradan dogru denklemi,
In 0,5 =In 1-(-0,002567)ty,
cikar. Degerler yerine konulduklarinda,
0,6931=0+0,00256711/,

0,6931
0,002567

=270,00

giin elde edilir. Bu siire, baslangigtaki radyoaktif N, kiitlesinin yarisinin dontistiigii stiredir.

tyo=
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EKLER

Ek 8.1 Anlamli en kiigiik |r| degerleri (Schroll, 1976).

Serbestlik Olasihk P Serbestlik Olasilik P
Derecesi F (n-2) p =95 % p=99 % Derecesi F(n-2) p=95% p =99 %

1 0,997 1,000 21 0,413 0,526
2 0,950 0,990 22 0,404 0,515
3 0,878 0,959 23 0,396 0,505
4 0,811 0,917 24 0,388 0,496
5 0,754 0,874 25 0,381 0,487
6 0,707 0,834 26 0,374 0,478
7 0,666 0,798 27 0,367 0,470
8 0,632 0,765 28 0,361 0,463
9 0,602 0,735 29 0,355 0,456
10 0,576 0,708 30 0,349 0,449
11 0,553 0,684 35 0,325 0,418
12 0,532 0,661 40 0,304 0,393
13 0,514 0,641 45 0,288 0,372
14 0,497 0,623 50 0,273 0,354
15 0,482 0,606 60 0,250 0,325
16 0,468 0,590 70 0,232 0,302
17 0,456 0,575 80 0,217 0,283
18 0,444 0,561 90 0,205 0,267
19 0,433 0,549 100 0,195 0,254
20 0,423 0,537 125 0,174 0,228

150 0,159 0,208

200 0,138 0,181

300 0,113 0,148

Ornek: Ornek sayis1 n=10 ¢ift olan bir dogrusal bagintinin % 95 giivenle bagint1 katsay1st |r| > 0,632’dir.
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9 ZAMAN DIZILERIi

9.1 Genel bilgiler

Zaman dizileri, n 6rnekten olusan bir biitiiniin veri biitiinligldiir. Belli t; zaman araliklarinda

olusmasi1 ve zamana baglilig1 esastir. Genelde,

At = t+1)-ti 9.1

gibi sabit bir zamanin siiresi ile incelenir ve tammlanir. Oncelikle cografi sekillerin veya
sistemlerin uzun zaman gdzlenmesi sonucu ortaya ¢ikarlar. Gézlemler ancak belli zamanlarda
gerceklestikleri icin zaman dizileri sakh veya gizli verilerden olusur. Zaman araliklart kural
olarak esit secilirler. Buna karsin gozlemlerin stirekli yapildigi zaman dizileri de bulun-

maktadir. Bunlara siirekli zaman dizileri denir.

Zaman dizilerinin en 6nemli 6zelligi, zaman fonksiyonu y(t)’ye karsin, y zamana bagl bir
stirekli fonksiyon (sabite) olmalaridir. Bu nedenle zaman araliklarinin kesin 6lgiimii zaman
dizilerinin incelenmesinde biiyiik rol oynar. Ge¢mis degerlerinden gelecek degerlerinin
okunabildigi ve akiginin kestirilebildigi zaman dizilerine belirlenimci (determinist) zaman
dizileri denir. Pratik uygulamada bu tiir zaman dizilerine ender rastlanir. Ancak zaman
dizilerinin ¢ogunlugu rastlantisaldir (stokastik). Her hangi bir zaman araliginda ortalama
degeri veya degiskesi degismiyen, yani bir yonelimin de olmadigi, zaman dizilerine duragan

(stationer) zaman dizileri denir. Duraganlik, zaman dizilerinin genel 6zelligidir.

Zaman dizilerinin analizinde ilk adim dizinin seklini ¢ikarmaktir. Bu yolla periyotlar veya
mevsimsel degisimlerle uc degerler tanimabilir. Sekil 9.1 zaman dizilerini geometrik olarak

gostermektedir.

a) veriler tj baglarinda (At = zaman adimi, periyot, o = veri), 6rnegin, saat basi pip sesi, niifus

sayimi, motor ve 1s1 dlgiimleri gibi,

b) wveriler t;j ortalarinda (ortalama deger olarak), 6rnegin, firtinali gegen giinler, mevsimler,

don, giinesli veya yagish donemler, giinler ve saatlerin aylik veya yillik ortalamalar1 gibi.
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Vi a b
I yl
Fonksiyon =
Al _
] |
A R t. V: :V A 4 A 4 A 4 A 4 t.
At At
Sekil 9.1. Zaman dizilerinin geometrik gdosterimi.
Matematiksel olarak bir zaman dizisi,
yi(ti), tisa-ti = At 9.2

= sabit

ile ifade edilir (i=1, ..., n). 3 ¢esit zaman dizisi ayirdedilmektedir:

a) Esit zaman At aralikli diziler, saat bas1 6l¢limler gibi gercek degerler,
b) At birlesim araliklarinda (periyotlarinda) verilerin meydana geldigi ve gerceklestigi diziler,
C) At zaman araliklarinda ortalama deger olarak goriinen sabit zaman dizileri, drnegin, n

degerleri gibi.

Dizi uzunlugu L, L = n. At, ile hesaplanir. Baslangi¢ i¢in her zaman dizisi a, b veya c gibi bir

degiskenye sayilabilir. Ornegin, 30 yillik ortalamalar, n = 360 dizisi olarak,
Ny =n/12
=360/12

=30

aylik ortalamalara ayrilabilir. Aralik (interval) ortalamasi,
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X; = r_:H;(xi) 9.3
i=1,...,n
j=1,...N<n
g=1,..,n
r=qg+l,.., Nve
r-q=sabittir.

Zaman araliklari, saniye (s), dakika (min), saat (h), giin (d) ve saire zaman birimleridir. Zaman
dizileri ¢cok yonlii ve cesitlidir. Burada hepsini incelemek ve zaman o6zelliklerinin tiimiini
bulmak miimkiin degil. Bunun i¢in burada geleneksel yontemlerle sinirli kalarak zamanin
ancak degisim 6zellikleri incelenecektir. Bu inceleme yontemleri yonelim, diizenli ve diizensiz

degisimlere ayrilabilmektedir. Degisimlerine gore su zaman dizileri ayirdedilmektedir:

a) Periyodik zaman dizileri. Bunlar kesin zaman dilimleri ile, T periyoduyla, siniissoydal,

yinelenirler, yi(t;) = yi(ti+T) gibi. Yerbilimlerinde gel-git olay1 buna 6rnek verilebilir.
b) Diizenli zaman dizileri. Bunlar ritmik, hemen hemen periyodiktir. yi(t;) = yi(ti+'l_') gibi.
) Doniisiimlii zaman dizileri. Bunlar bagimlidir, egilim gosterirler ve
d) Rastlantisal (stokastik) zaman dizileri (Sekil 9.2).
Zaman dizileri ile dncelikle zaman 6zellikleri incelenir. Karisik tipleri ¢oktur. Siniflandirmak
olduke¢a zordur. Clinkii i¢ periyotler veya ritimler sakli olabilir. Dizinin uzunlugu L, L = n.At ile
bulunur. T =1,2,..., Tk ise, harmonik zaman dizisi, sézkonusudur (k = y1il, ay, giin v.s.). Zaman
dizilerinde de homojenlik esastir (6rnegin, L periyodunun degisimi bagimlilig: etkilememeli).

Uc degerler kesinlikle dikkate alinmalidir.

Bir zaman dizisinin esas yapist ¢esitli kisimlardan olusmaktadir. Ornegin, bunlar dizinin

0zglin degerinden olusur. Bu,

0zgiin degeri = mevsimsel degeri + yonelim degeri + kalint1 degeri
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demektir. Dolayisi ile dizinini mevsimsel etkenden arindirilmis degeri = yonelim degeri +

kalint1 degeri olur.

y a i i b .
Periyodik Ritmik
C d
Bagimh

Rastlantisal

AWy

Sekil 9.2. Zaman dizilerinin baslica gesitleri.

Zaman dizileri analizlerinin amaci, esas elemanlardan temel diziyi ortaya c¢ikarmak, yani
filtrelemektir. Bir zaman dizisinin kisimlar1 arasindaki yonelimin genel yonelimle uyumlu
olmasi gerekir. Buna karsin mevsimsel etkenle yonelim elemanlarinin uyumlu olmamasi,
yonelim her hesaplamada ayni degeri vermesi ve yillik 6zgiin deger toplamimnin yonelim ve

artik deger toplamlarinin ayn1 olmasi lazimdir.
9.2 Filtreleme
Belli frkans araliklarindaki degisimleri 6n plana ¢ikarma veya ortadan kaldirma yontemlerine

filtreleme denir. Dogrusal filtreleme yonteminde kisa siireli degisimler zayiflatilir veya ortadan

kaldirilir. Burada bir |x| zaman dizisi dogrusal bir operatorle, 6rnegin,

yi:zs:aixmv Zslai =1 9.4

i=—s i=—s
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ile, diizgiinlestirilmis |y gibi baska bir zaman dizisine doniistiiriiliir. y; degerlerine t noktasin-
daki diizgiinlestirilmis ortalama deger denir. Bu degerlerin destek alani [t-q, t+s] terimidir. &
katsayilar1 hesaplamalarda kullanilan agirliklardir. Dogrusal filtrelemeler ¢ogu zaman simet-

riktir, yani, s=q ve a;= aj-1 dir.

En basit filtreleme yontemi agirliksiz diizgiinlestirilmis ortalama degerdir. Bu simetrik filtrele-
mede tiim degerler ayn1 agirlikla, yani,

1
2q+1

9.5

katsayis1 ile hesaba katilirlar. Diger diizgiinlestirme ortalama degerlerinin katsayilari binom

filtreleme yonteminden, 6rnegin,

(% + %qu 9.6
teriminden, ortaya cikarlar. q = 1 i¢in,
a1= av 9.7
=1/4 ve
ap=1/2"dir.
q =2 i¢in, Ao = A 9.8
=1/16,
ai1=a+
=1/4 ve
ap=1/2"dir.

Bunlardan bagska kullanilabilen filtreler, g=1 i¢in,

di=d+ 9.9
=1/8
do :3/4,
ve q=2 i¢in, A= as 9.10

=1/24,
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di=ad+
=7/24
dog= 1/3,

d2=ds2
=1/8,

a1=d+1
= ap
=1/4

olarak bulunur.

Dogrusal filtreleme yontemi zaman dizilerinin sinirlarini gegebileceklerinde, ilk q ve son s’te
sorunlar ¢ikar. Bunu agmak i¢in, 6rnegin |X;| dizisi uzatilir. Polinomlarin ilk ve son degerleri

genelde saptiklarindan, bunlar, diger degerlerden elde edilirler.

Bundan bagka filtreleme olanagi bu ilk ve son zaman dizisi degerlerini tek tarafli filtre ile

uyarlanir. Bunun ig¢in,

0

Y= iaixnl ve Zaixt+i =1 9.11
i-0

==
seklinde bir operatorle agirlikli diizgiinlestirilmis uyum saglanir. Agirliksiz uyum i¢in dizinin
ilk ve son degerleri tahmin edilirler (qy: degerleri 2q+x; degerleri vasitasi ile, bak Barsch ve

Billwitz, 1990).

Ornek 9.1

Bir ortalama degerin n = 3 aralig1 kullanilarak diizgiinlestirilmesi (bak. alttaki sekil).

Coziim:

Ozgiin araliklar: 5 7 4 3 2 3 4 5 7 2 6

Tasinan aralik: 53 47 3,0 27 3,0 40 5,3 47 50 3,0
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RNZaa

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
a Aylar

Riizgar hizi (km/s)
n

Riizgar hizi (km/s)
N

(op

Aylar

a, 6zgiin veriler; b, piklerin giderildigi diizgiinlestirilmis veriler

Ornek 9.1°¢ ait ortalama degerin n = 3 aralig1 kullamilarak diizgiinlestirilmesi.
9.3 Mevsimsel arindirma

Zaman dizilerinin bazilar1 bir periyot i¢inde diizenli inis-gikislar gosterir. Ornegin, uzun siireli
yillik iiretim, yagis ve 1s1 Ol¢timleri belirgin bir sekilde boyle diizenli 6zellikler gosterir. Bu
periyotluklar yonelim veya simdiye kadar fark edilmiyen baska 6zellikleri ortebilir. Bu nedenle
bazi durumlarda bu etkenin giderilmesi gerekir. Bu da ancak diizgiinlestirilmis ortalama deger-
le miimkiindiir. Mevsimsel etkenden arindirilmis deger = yonelim degeri + artik deger

oldugundan, periyot uzunlugu p tek sayili ise (p=2k+1), diizgiinlestirilmis ortalama deger yz,

1 k
v D X 9.12

i=—k

esitligi ile hesaplanir. y; ¢ift sayili ise (p=2k), mevsimsel arindirma,

11 KL 1
Yi = B{E X + izzk;l X+ E Xk :| 9.13

esitligi ile gergeklestirilir. Mevsimsel etkenin kestirimi zaman dizisinin gelismesine baglidir.
Tiim zaman boyunca mevsimsel etken aymi kaldiginda, toplam (additif) demektir ve xi-V;

farkindan kestirilir. Etken degisen ortalama degere gore degistiginde de xi/y; oranindan bulunur.

Basit durumlarda bir mevsimsel arindirma sadece,
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Yt=Xt-Xt-p 9.14
farki ile de yapilabilir.

9.4 Yonelim saptama

Yo6nelim, bir zaman dizisinin uzun siireli gelismesini gosterir. Gozlem siiresinden kisa periyotlu
(dalda boyunda) artma ve azalmalar1 igermez. Bu nedenle yonelimler uzun siireli degisimler

olarak tanimlanirlar.

Bir yonelim ol¢iilmeden once mevsimsel dalgalanmalarin temizlenmesi istenir. Yonelimleri
gbstermeye yarityan en uygun yontem dogrusal veya dogrusal olmiyan baginim modellerinin
diziye uyarlanmasidir. Bunun i¢in zaman dizisinin x; degerlerinin t zamanlar1 bagimsiz, X;

degerlerinin kendileri de bagimli degisken olarak ele alinirlar.

8. konuda gosterilen bagnim modelleri yaninda lojistik fonksiyon,

o
X = ————— 9.15
T lrae™
ile Gompertz fonksiyonu, Inxt= & +ae™ 9.16

¢ok kullanislt olmaktadir. Burada a, b ve 6 baginim degiskenleridir ve b pozitiftir.

Iki dogru da artan t ile doygunluk simir1 denilen asimtot degerine yaklasirlar. Lojistik egri icin

memesi durumunda uyumun dogrusal olmiyan yontemlerle tahmin edilmesi gerekir.

Zaman dizisi degerleri x; ile bagimmim dogrusu degerleri arasindaki farklara artik (residual)

degerler denir. Bu degerler gozlem uzayindaki degisimleri gosterir.

Zaman dizilerine dogrularin uyarlanmasi bir kiiresel kestirimdir. Bundan amag, dizinin zaman
akisini en yiiksek giivenirlikle kestirmektir. Kiiresellesmenin diziye uygun olmamast durumun-
da gozlem araligi [1o, T...] veya [11, T2...] gibi parcalara ayrilarak irdelenir. f(t, aj,,..., &) gibi

uygun bir baginim modelinin se¢ilmesi ile baginim degiskenleri ag,..., k1 hesaplanir.
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Ornegin kismi yonelim (sequentiell trend analysis) analizlerinde dogrusal yonelim esas almur.

Dizinin her hangi bir araliginda, [, ti+1] gibi, |x dizisi,
Y =artaz(t- 1) 9.17

yonelim fonksiyonu ile tanimlanmasi gerekir. Bu esitlikte yonelim fonksiyonu degeri y.1) alt
aralik sonu ile sabittir. y(;1) = a; gecerli oldugundan, 1. baginim katsayis1 saptanmis olmaktadr.

2. katsay1,

Z[Xti - y(tj)]2 = Z[th - —4a, (tj —Ti)]2 =min 9.18
j j

esitligi ile bulunur (optimizasyon kriteri, Barsch ve Billwitz, 1990). Burada da en kiigiik kareler
toplaminin gegerli oldugu goriilmektedir. Toplam, dizinin [7;, Ti+1] araliklarinin t; zamanlarimi

kapsar. Yukaridaki toplamdan a; igin,

Z[th _al_az(tj _Ti)] (tJ _Ti)=0

aZZZ(th _aj)(tj -7;)
Z(tj -17;)

esitliginden, 9.19

bulunur. Bdylece siireklilik nedeni ile a; degeri yonelim fonksiyonun kendisinden sonraki

araligin Y(z,+1) = a+ay( 7, +1-7; ) dizi degeri ile 6zdes olur.

Baginim fonksiyonunun zaman dizisine uyumu gereksiz goriildiigli veya arzu edilmedigi
zaman yonelimin diizlestirilmesi uygun olur. Bunun i¢in sik¢a dogrusal filtreler kullanilir. Bir

diizgiinlestirmenin yeterli olmadig1 yerlerde birkag kez filtreleme kullanilir. Ornegin,

q

Y= zaixm Ve 9.20
i=—q

2= Y by, 9.21
j=-s

filtreleri gibi. Tkisinin arka arkaya gelmesi durumunda,
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Z= ibj iai Xy jsi 9.22

j==s  i=—g

g+s

= Z C Xk

k=(-q+s)

seklini alir. Toplam agirlik,
ck=>ba,, 9.23
j=-s

degerine sahiptir.

Bazen bir zaman dizisinin yonelimin arindirilmasi istenir. Bu durumda ya yonelim saptanarak

degerleri dizinin degerlerinden ¢ikarilir, ya da,
Yt=Xt+1-Xt 9.24
farklar1 olusturularak yonelim elimine edilinceye kadar diziden ¢ikarilir.

Ornek: 9.2.

Bir sirketin ilk 5 yillik kar1 asagida verilmistir. Gelecek 5 yilin yaklasik karini ve degisim

fonksiyonunu bulunuz.

Verilenler: Yillar | 1 2 3 4 5
Kar (10°$) |1,52 1,35 1,53 217 3,60

Coziim:

a) 3. yila gore 1 ve 2 ile 4 ve 5’in ortalama oranlar birlestirilerek uzatildiginda gelecek 5 yilin
degerleri dogru iizerinde yaklasik okunur (ba. Alttaki sekil). 1. ve 2. yilin ortalamasi
yaklasik, (1,52+1,35)/2 = 1,44 mil. § ve 4. ile 8. yilin ortalamas1 da yaklasik (2,17+3,60)/2
= 2,89 mil. $ olarak bulunur. Grafikte bu iki noktadan gegen dogru iizerinde diger degerler
yak-lasik okunur. Ornegin, 7. yil i¢in 4,05 mil. $ gibi.
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b) 2. yontem en kii¢iik kareler yontemidir. Buna gore bu noktalara uyan dogru veya egri denk-
lemi bulunarak 5. yildan sonraki yillar i¢in esitligi sagliyan degerler okunur. Buna gore y =
mx + n dogrusunda,

my = syx:s% = 0,496 ve
ny=y-mx=0,549’dan
y15 = 0,549+ 0,496 x

bulunur. Buna gore 6rnegin, 8. yil igin yg = 0,496.8 + 0,546 = 3,968 + 0,546 = 4,514 mil. $ kar
okunur (bak. asagidaki sekil).

6
<4
K}
o
°
c
o
22
=
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Yillar

Yanit: Yaklagik % 10 ortalama yillik artis.

Ornek 9.2°ye ait yonelim analizi ile gelecekteki degerlerin kestirimi.

9.5 Zaman dizilerinin korelasyonu (otokorelasyon)

Otokorelasyon, korelasyon fonksiyonunda oldugu gibi, yi=Yis) seklinde bir bagmti sunan

fonksiyonlardir. Otokorelasyonda bagint1 katsayisi ra,

> = %)Y, ~7.)

rA B n n—-r
\/Z(Xi _)_()ZZ(ym _yr)z

i=l+7

9.25
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esitligi ile bulunur.

Burada,

- 1<ra<+1,

i=1,..,nve

t=0,1,...M<n’dir.

T =0, zaman kaydrimasi yok,

T =1 i¢in x; sonraki X.1 ile korele edilmiyor demektir.

Zaman kaydirma, k = M.At olarak hesaplanir.

Ornek 9.3

9.26

Zaman kaydirma ile otokorelasyon

l. X1 Xa X3 Xy X5 X6 X7 ceeiiennnn 7=0.At
1. X1 X2 X3 Xa X5 X6 verrenennnn T=1.At
1. X1 Xo X3 Xy X5 ceerinnnnenn T=2.At
V. X1 X2 X3 X4 ceiinnnnn. T=3.At

Bir zaman dizisi bagka bir zaman dizisi ile zaman kaydirmadan da korele edilebilir.
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Ornek 9.4

1950-60 1s1 ortalamas1 (n=11) otokorelasyonu.

Yil

1950
1951
1952
1953
1954
1955
1956
1957
1958
1959
1960

Xi

1.
8,8 (°C)
8,4
8,1
8,3
73
73
6,5
8,2
8,5
8,2
8,4

Xitr
2. 3. 4.
84 81 83
81 83 7.3
83 73 7.3
73 73 65
73 65 82
65 82 85
82 85 82
85 82 84
82 84
8,4

Coziim:

1.adm: t=0

1. siitun ve 1 korele edilir. ra(1,1) = 1,sa(1,1) = 0,44 =5,

2.adim: t=1

1. ve 2. siitunlar korele edilir. ra(1,2) = 0,36, sa=(1,2) = 0,16

3.adim:t=2

1. ve 3. siitun korele edilir. ra(1,3) = 0,20, sa(1,3) = 0,00 v. s. seklinde devam edilir.
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9.6 Harmonik analiz

Harmonik analiz, bir siirekli, kesintisiz ve sonsuz periyodik zaman fonksiyonudur. x(t)= x(t+T)
fonksiyonunun siniis-kosiniis dizisidir ve T=n;.P periyoduna sahiptir. Bu esitlikte n;, bir dogal

sayidir. Analiz veya ¢6ziim i¢in fourier dizisi kullanilir. Fourier dizisi,

B n . n
X(t) :7"+ZAi sinwt+ Y B, coswt 9.27
= =
o=2n/T=2xnf,

_ 2T .
A= ?jo X(t)sini o tdt ve

Bi= TEJ: x(t) cosi wt dt Fourier katsayilari 9.28

seklindedir. Bu ¢6ziimlerdeki zorluklar sunlardir:
- Veriler sonludur,

- Xj(t) seklinde ortaya ¢ikarlar,

- Kesin periyodik olaylara ender rastlanir.

Ornek: 9.5

Bir ana periyodun harmonik kismi salinimlara ayrilmasi (Ho=T)).

P yili = 12.At

AT=1 ay, N=12, N/2=6 kisim salinim veya titresim.
P1=12, P,=12/2=6 ay

Pmin=2 ay

Pmax= 12 ay.
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H=

Ha

Hs

H>

H- Hn+Ta

O S M NMHTAE E KA
Aylar

Ornek 9.5%¢ ait ana periyodun harmonik kismi salmimlara ayrilmasi (Ho=Tj).

Harmonik analiz yontemi, fourier (Furiye) dizisi fonksiyonlarinin gelistirilmis degisik bir
seklidir. Kullanim1 bakimindan sakli zaman dizilerini olugturur. Analizden sakli periyotlarin

bulunmasinda yararlanilir. Bulunan periyodik 6zellikler “diizenli donem” olarak nitelendirilir.

Analizlerde 6nkosul, dizinin durayliligidir. Bunun i¢in 6nce, dizideki diger belirtileri ortme-
meleri amaci ile, yonelim ve mevsimsel degisimler ortadan kaldirilir. Kolaylik saglamasi i¢in t

zamaninin 1, 2, ..., n gibi degerler aldig1 ve n’nin ¢ift oldugu kabul edilir.

Basitlestirilmis bu diisiinceden ¢ikarak bir |x;| zaman dizisinin bir belirlenimci, o frekansli siniis

sekilli eleman1 bulundugu ve bir rastlantisal hata oldugu goriiliir. Buna gore diziye,

Xi=p + a cosmt + B sinot 9.29

esitligi uyarlanabilir. Burada o, B ve o en kiiciik kareler yontemine gore dizi verilerinden

hesap-lanirlar. Eger wp =2n.p/n (p =1, 2, ..., n/2) ise, p # igin,

w=1nXx = X,
o =2/n X x; cos(mpt) ve
B =2/n X x; sin(wpt)
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olarak hesaplanabilir. p = 2 ise, her hangi bir t i¢in (sinwpt = 0 iligkisinden),

p= X ve 9.30
a=1mXxicosmt 9.31
=1/m 2 (-1)' %

elde edilir.

Buna gore her hangi bir zaman dizisi i¢in dizi degerlerinin toplam ortalama degerden sapma-
lariin siniis seklindeki elemanlarmin toplam1 ve o, frekansi olarak gosterilebilir. Bu, agikca

bir Fourier dizisidir (harmonik analiz) ve

n/2-
X =a,+ ZTap cosw,t+b, sinw,t]+a,,, cos 9.32
p=L

ile ifade edilir (t= 1, 2,..., n). a,=X, ap ve by o, frekanslari i¢in dzdestir ve yukarida hesaplanan
a ve B degiskenlerine karsiliktir. Fourier analizinde n zaman dizisi degerleri x;, ao, an/2, a, Ve

bp wp (p=1,2,...,n/2-1) yardimu ile tanimlanirlar.
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