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ONSOZ (I.SURUM)

Tiirk¢e kaynaklarin azlig1 biz 6gretim iiyelerini kendi ders notlarimizi diizgiin bir formatta
hazirlayarak 6grenciye sunma ydniinde motive etmektedir. Ancak ders notlarinin bir kitap
kadar detayli ve kapsamli hale gelmesi icin ayrica 6zenli bir ¢alisma gerekmektedir. Bu
caligma ise bir silireci gerektirmektedir. Su andaki haliyle ikinci siirimden amacladigimiz
ogrencinin rahatlikla takip edebilecegi bir yardimci kaynak olusturmaktir. Dolayisiyla bu ders
notlarinin bir ders kitab1 yerine gecemeyecegi ve dersin Ogretim iiyesi tarafindan tavsiye
edilen yerli ve yabanci kaynaklarla beraber diislintildiiglinde katkisinin amaglandigi yonde
olacagi goz onilinde bulundurularak bu notlardan faydalanilmalidir.

Oldukgca kisa siire icerisinde hazirlanan bu ilk siiriime ilaveler ve diizeltmelerin yapildigi
bu ikinci silirimde “Probability, Random Variables and Stochastic Processes by
Athanasious Papoulis”, “Probability, Random Processes, and Estimation Theory for
Engineers by Henry Stark and John W. Woods”, “Lecture Notes on Probability Theory and
Random Processes by Jean Walrand Department of Electrical Engineering and Computer
Sciences University of California Berkeley, CA 94720 August 25, 2004”, “Isaret ve Sistem
Analizinde Olasitlik Yontemleri” by Prof. George Cooper and Claire McGillem olmak {izere
cesitli yabanci ve Tiirkge kaynaklardan faydalanilmastir.

Atatiirk Universitesi Miihendislik Fakiiltesi Elektrik-Elektronik Miihendisligi 1. simf 2.
yariyilinda okutulan “Olasilik ve Rastlanti Degiskenleri” dersi igerisinde bir elektrik-
elektronik miihendisi i¢in gerekli olan ve olasilikta temel teskil eden konular iizerinde
durulmaya dikkat edilmis ve Ogrencinin rahatlikla takip edebilecegi bir yardimci kaynak
olusturulmaya c¢alisilmistir. Bu ders notlarinin daha iyi bir kaynak haline gelmesi icin, bu
dersi alan Ogrencilerden ve bu notlari inceleme firsati bulan 6gretim iiyelerinden eksik
gordiikleri yonlerin diizeltilmesine 1iliskin katkilarin1 bekledigimizi 6zellikle belirtmek
istiyoruz.

Bu kaynagm ilk siiriimiiniin bilgisayara aktarilmasinda emegi gecen dgrencimiz Omer
Coban’a ve II. siiriimiin kalite kontroliinii yaparak eksik yonlerinin diizeltilmesini saglayan
Ars. Gor. M. Alptekin Engin’e tesekkiir ederiz.
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1. Olasiliga Giris

Olasilik teorisi belirsizligin matematiksel olarak modellenmesi ile ilgilenir. Evrende
gerceklesen biitiin olaylarin “GIZLI” bir degiskenin fonksiyonlar1 oldugunu diisiiniirsek, bu
degisken ve fonksiyonlarin bilinmesi/tanimlanabilmesi halinde “belirsizlikler” ortadan kalkar.
Tabiiki bu degiskenin ve fonksiyonlarin “KESIN” olarak bilinmesi pratikte miimkiin degildir.
Bunun igin “OLASILIK TEORISI” “TEKRARLANAN” olaylarin ortalama davranislarina
odaklanir.

“TEKRARLANAN” olaylar i¢in gozlemler yapildiginda ve ozellikle gozlemlerin sayisi
artirlldiginda belli ortalamalarin sabit degerlere yaklastigi ve bu ortalama degerin daha
sonraki olaylarin katilmasiyla dahi degismeme egiliminde oldugu gozlemlenmistir.
Tekrarlanan olaylara Ornek olarak; elektron yayinimi, telefon aramalari, radar algilamasi,
kalite kontrolii, sistem ¢dkmesi, yazi-tura atilmasi vb. olaylar1 verebiliriz. Basit¢e anlatmak
gerekirse, bu teorinin amaci olaylarin ortalama davranmislarint olaylarin olasiliklart
cinsinden tanimlamak ve kestirmektir.

1.1. Olasihigin Muhendislikteki Uygulamalari

Olasilik muhendislik alaninda birgok uygulama alanina sahiptir. Elektrik-Elektronik
Muhendisligi alanina giren uygulamalarindan bazilari

Elektrik devrelerde isil gurultu

Zayf radar ve radyo sinyallerinin algilanmasi
Enformasyon Teorisi

Haberlesme Sistem Tasarimi

Sistemlerin Guvenilirligi

Sistem/Cihaz Hata/Basarisizlik Oranlari ve Olasiliklari
Haberlesme Aglari, or: Ag Trafigi

YVVYVYVYYY

seklinde siralanabilir.

1.2. Cesitli Olasilik Tanimlari

Olasiligin tanimi genel olarak 3 temel yaklasimla yapilir.

1.2.1. Klasik Tanim

Deneye dayali olmayan bu tanimda bir “A” olaymin olasiligi, o olaym
gergeklesebilecegi farkli durumlari sayip (Na), bu saymin mimkin olan biitin sonuglara
oranini “ONCEDEN” hesaplayarak bulunur. 2 kere arka arkaya yazi-tura atilmasini ele
alalim,

2.PARA
é Yazi (Y) Tura (T)
= E Yazi (Y) YY YT
Tura (T) TY 1T
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Bu durumda goéruldigu gibi toplam 4 tane olasi sonu¢ var. Eger biz her ikKi
paraninda yazi gelmesi olasiligini “YY” ariyorsak, bu durumda bu olayin olasiigi 1/4
olur. Eger an az bir paranin Y gelmesi olasiligini ariyorsak, bu durumda YY,TY ve
YT sonuglarindan herbiri bizim aradigimiz sonuglaridir. Dolayisiyla bu olayin olasiligi
bu kez 3/4 olur.

Klasik teori iki agidan yetersizdir
1. Esit sansa sahip olmayan olaylar igin dogru sonug¢ vermez.

Mesela atilan iki zarin toplaminin 3 olmasi olasiligini arayalim. Bu durumda
mumkun toplamlar {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olabilir. Yani 11 farkli sonug
mumkundur. Dolayisiyla toplamin 3 olmasi olasiligi 1/11 dir diyebiliriz. Ancak tabiiki
bu sonu¢ YANLIS tir. CUnkU toplamin 2 olmasi ve 3 olmasi ayni sansa sahip dedgildir.
Yukaridaki gibi bir tablo yaparak dogru sonucun 1/18 oldugu ¢ok rahatlikla gérulebilir.

2. Sayllamayacak kadar ¢ok olasi sonucu olan durumlarda yaklasimlara
basvurmadan ¢dézim Uretemez.

1.2.2. Bagil Frekans Tanimi

Bir A olayinin olasihgini bagil frekans yoluyla belirlemek bir denemeyi n kere
tekrarlamaktan gecer. Bu n deneme esnasinda A olayinin goéruldugu durumlar sayilir
ve bu na olarak kaydedilir ve A olayinin olasihgi

P(A)= na/n olarak verilir.

na<n oldugundan P(A) O ve 1 arasindadir (O<P(A) <1). Bu teoriyle ilgili problemlerden
bir tanesi hi¢ bir zaman sonsuz sayida deneme yapamayacak olmamizdir. Bu
durumda P(A) yi sonlu sayidaki denemelerden kestirmek durumunda kaliriz. Daha
sonrada bu oraninin n sonsuz oldugu durumda bir limit degerine yaklastigini
savunuruz. Yani

P(A) = lim (na/n) olarak verilir.
n—>o0
Bu probleme ragmen bagil frekans yaklasimi, olasilik teorisini gercek dinyadaki
olaylara uygulamada 6nemli bir yere sahiptir.

1.2.3. Aksiyomatik Tanim

Cogu modern olasilik kitabinda kullanilan tanim bu tanimdir. Ancak bu tanimi
yapmadan once temel birka¢ kavram Uzerinde durmamiz gerekmektedir.

1.3. Kiumeler ve Olaylar

Kiime: Belirlenmis nesneler topluluguna kiime denir. Ornek olarak;
A={sinifta boyu 1.80’nin Uzerinde olan &grenciler} , B={3,5,8} kumeleri
verilebilir.



Alt Kiime: BUtin elemanlari daha buy(k bir kiimenin iginde yer alan kiime. Ornegin
C={5,8} kimesi B={3,5,8} kimesinin bir alt kimesidir.

Bos Kume: Hig bir elemani olmayan kime. & yada { } ile gosterilir.

Ornek Uzayi: Bir H deneyinin biitiin olasi sonuglarini iceren kiimeye érnek uzayi

denir. Genelde bu kiime Q ile gosterilir. Her kiime ayni zamanda kendinin alt kimesi

oldugundan, Q2 da bir olaydir.

Olay: Ornek uzayinin alt kiimeleri olay olarak adlandirilir.

Kesin Olay: Ornek uzayinin kendisi kesin olaydir.

imkansiz Olay: Olmasi mimkin olmayan olaydir. Kiime teorisinde bos kiimeye

tekabul eder.

Ornek:
1. Yazi-Tura atma deneyi
Q={Y,T}> Ornek uzayi
A={Y} - Yazi gelmesi OLAYI
2. 2 kere Yazi-Tura atma deneyi
Q={YY,YT,TY,TT}> Ornek uzayi
A={YT,TY} -> Bir yazi ve bir tura gelmesi OLAYI
3. Bir direncin gucunu dlgme deneyi
Q={P:P>0}-> Yani 0’dan buyuk butln sayilar érnek uzayimizi olusturuyor.
4. Elastik bir carpismada nukleer bir parcacigin, ¢arpisma sonrasi ayrilis agisini
g6zlemleme deneyi
Q={6: -m< B8 <m-> Ornek uzayi
B={-11/4 <0 < 11/2}-> Ayrilma agisinin -11/4 ve 11/2 arasinda olmasi olay!.

Kiime islemleri

pe A :p, Akimesinin bir elemanidir.

AcB : Akimesi B kimesinin alt kimesidir (A kiimesinin bitln elemanlari B
kimesinin de elemanidir).

A=B : A'nin her elemani B’nin ve B’nin her elemani da A’nin da elemani ise
A ve B kumeleri esittir.

pe A, AcB, A=B ifadelerinin karsitari sirasiyla pg A, Az B, A#B seklinde

yazilir.
%) : Bos kime.
Q : Evrensel Kime (Ornek Uzayi).

Not: Herhangi bir A kimesi icin & < AcQ ifadesi yazilabilir.



GIRIS

A ve B herhangi iki kiime olsun AUB ile gosterilen A ve B kiimelerinin
birlesimi A’ya ya da B'ye bagl elemanlar kiimesidir.

BIRLESIM => AUB={x:x € A ya da x€B}

Ornek: A={1,2,3}, B=(3,4,8} => AUB={1,2,3,4,8}
AnB ile gosterilen A ve B nin arakesiti (kesisimi) A ve B kiimelerinin her ikisine
birden baglh elemanlarin kiimesidir

KESISIM =>  AnB={x:x€A ve xE€B}

Ornek: A={1,2,3}, B=(3,5}, AnB=(3}
Eger AnB =@ ise yani A ve B nin ortak eleman: yoksa A ve B ye “AYRIK”
kiimeler denir.

A ve B arasindaki ayrim ya da A\B bigiminde gosterilen B kiimesinin A ya
bagli olup B ye bagli olmayan elemanlarin kiimesidir.

FARK => A\B={x:x€A ve x¢B}

Burada A\B ve B nin ayrik olduguna yani (A \B)nB=0 olduguna dikkat ediniz.
Ornek: A=(1,2,3}, B={3,5} => A\B ={1,2}, B\ A={5}
(A\B)nB={1,2}n{3,5}=0
(B\A)nA=({5]n{1,2,3}=0

Ac bigciminde gosterilen A’'nin salt tiimleyeni A ya bagli olmayan ve 6rnek
uzayma bagl olan elemanlarm kiimesidir.

TUMLEYEN=> Ac ={x:x€Q ve x¢A)}

Ornek : A={3,5}, Q={1,3,5,7}=> A={1,7}
Q: Evrensel kiime.



Tarali1 Alan: AUB Tarali Alan:AnB

Taral1 Alan: A\B Tarali Alan: A¢

KUME ISLEM KURALLARI

1) Tanimlama Kurali: AUA=A , AnNA=A

2) Birliktelik : (AUB)UC=AU(BUC), (AnB)NC =An(BNC)

3) Degisme . AUB=BUA, ANB=BnA

4) Dagilma . AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB) U (ANC)
5) Ozdeslik . AUg=A , Ang=0 , AUQ=Q , ANQ=A

6) Tumleme : AUA=Q , ANA=0 , (A)=A, Q=0, 0=Q

7) De Morgan : (AUB)=AnB¢, (ANB)=A<UB¢




OLASILIGIN AKSIYOMATIK TANIMI

Olasilik bir P[ ] kiime fonksiyonudur ve bu fonksiyon her bir A olayma “A
olaymin olasilig1” diye adlandirilan bir P[A] degeri atar. Bu P[A] degeri asagidaki
aksiyomlara uyar.

1) P[A]=0

2) P[Q]=1
3) P[AUB]=P[A]+P[B] Eger AnB=0
Bu aksiyomlar asagidaki sonuglari olusturmak igin yeterlidir.
4) P[@]=0
5) P[AnBc]=P[A] - P[AnB]
6) P[ A]=1-P[A]
7) P[AUB]=P[A] + P[B] - P[AnB]
Bu noktadan itibaren AUB yerine A+B ve AnB yerine AB notasyonunu degisimli

olarak kullanacagiz.

Ornek:
7. Ozelligi aksiyomlari kullanarak ispatlayalim
AUB=AB<U A‘BU AB {AUB olaymn 3 ayrik olaya boldiik}

Sekil 1. Goruldigiti gibi bu ti¢c olayin birbiriyle hi¢ bir ortak noktasi yoktur.
Dolayisiyla bu olaylar ayrik olaylardir.

A'B

ABS

Sekil I.
AB

Uciincii aksiyomu kullanirsak ,



P[AUB] = P[AB: U AB] + P[AB]
—P[AB|+P[AB]+P[AB]
—P[A]-P[AB]+P[B]-P[AB]+P[AB]
—P[A]+P[B]-P[AB]

Ornek:
Bir torbadan 1 ile 12 arasinda numaralandirilmis toplar1 ¢ekme deneyini ele
alalim.

Q={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olur.
A olaymu 1 ile 6 arasindaki toplar1 ¢ekme, B olayin1 da 3 ile 9 arasindaki toplari
olarak tanimlayalim.

Yani
A={1,2,3,4,5,6} ve B={3,4,5,6,7,8,9}

AUB={1,2,3,4,5,6,7,89} , AB={3,4,5,6}, ABc=(1,2}
B={1,2,10,11,12} , A={7,8,9,10,11,12} , AB={10,11,12}
(AB)=(1,2,7,8,9,10,11,12}

Dolayisiyla,
P[A] =P[{1}] + P[{2}]+. e + P[{6}]

P[B] =P[{3}] + P[4} eeeeeeeereeeeeeeee, +P[{9}]
P[ABI=P[{3}] + P4+ oo, +P[{6}]
Eger PI{1}I=.ccveovennn. =P[{12}]=1/12 => P[A]=1/12, P[B]=7/12 ve P[AB]=4/12 olur.

i NOT : {1,230 N} gibi N eleman: olan kiimeden bu N elemaninda esit :
sansla bu kiimede bulunmasi kosuluyla bir eleman se¢me olayinin olasilig1 P=1/N dir. :

Ornek:

AnB=@ iken AcB¢ oldugunu ispatlayiniz?



AnB=0 B¢ taral1 alandir dolayisiyla
AcCBe
Ornek:
A={0}ise = @=A dogrumudur?
A kiimesi elemani “0” olan 1 elemanli bir kiimedir. Dolayisiyla A kiimesi hicbir
elemani olmayan @ kiimeye esit olamaz.

Ornek:

Bir fabrikadaki ¢alisanlarin 30'u baski devre, 25'i tasarim ve 10 tanesi de hem
baski devre hem de tasarim kisminda calisabilecek durumda iscilerdir. Bu
isletmeden rastgele secilen bir kisinin baski devre boliimiinde ¢alisabilme ihtimali
nedir?

A={x: x, bask1 devre kisminda calisabilecek kisi}
B={ x: x, tasarim kisminda calisabilecek kisi }

A kiimesi 30 eleman igeriyor s(A)=30
B kiimesi 25 eleman igeriyor s(B)=25
ANB kiimesi 10 eleman igeriyor s(AnB)=10

7. Ozellikten s(AUB)=s(A)+s(B)-s(AnB) => s(AUB)=30+25-10=45

Q2 A B :
Not: Q= AuB

P(A)=na/n =30/45 olur.
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BILESIiK, KOSULLU,TOPLAM OLASILIKLAR VE BAGIMSIZLIK

Asagidaki A , B ve C olaylarin ele alalim
A:{Erzurum da herhangi bir giinde sicakligin 15°C’'nin {izerinde olmas}
B:{ Erzurum da herhangi bir giinde 1 iizeri yagis olmasi}
C:{A ve B olaylarmin her ikisinin de ayni giinde gerceklesmelsi}
Yani C2AB

Bu C olayma A ve B'nin “Birlesik olasilig1” denir. Bu kavram 2 den fazla olay
i¢in de gecerlidir. Ornegin herhangi bir E,F,G olaylarin bilesik olasilign H=EFG olarak
verilir.

Olasiligin Frekans tamtmindan hareketle,

P[A]=na/n, P[B] =ns/n ve P[AB] =nas/n

Simdi nas/na oranina bakalim.Bu oran A olaymnin ve AB olaymin gerceklesmesi
arasindaki bagil frekanstir.

Bu oran sicakligin 15°C oldugu giinlerde yagisin da 1 cm’nin {izerine ¢iktig:
giinlerin oranini verir. Yani baska bir olayin olmas1 “kosuluna” dayali bir olasilik var
karsimizda.

Ufak bir matematiksel diizenlemeyle,

nas/ n=(nas/n)/(na/n)=P[AB]/P[B] oldugu goriiliir.

Bu olayda A olaymin olmast kosuluyla B olaymin olmasi ihtimali P(BIA)
tanimlamamizi saglar.

nas/ na=P(BIA) =P(AB) /P(A) , tabii ki P(A) >0 olmali
ve benzer yolla

P(AIB) =P(AB)/P(B) ifadesi yazila bilir. Tabii ki P(B) > 0 olmal.

Ornek:
X=0,P[x=01=12 08 =0 Yandaki gekilde gosterilen bir ikili
haberlesme sisteminde 0 ve 1
0.1 sembollerinin iletildigi bir sayisal
0 haberlesme yapilmaktadir. Bu sistemde
\ “Y” alinan sembolii, “X” ise gonderilen
X=1,PX=1]= 172 Y=1 sembolii gostermektedir.

0.9
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Bu sistemin Ornek Uzay1 olan “Q)”
Q={(x,y): x=0veya 1, y= 0 veya 1}={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

X olay1 X = {(x,0),(x,1)} ile verilmektedir.
Y olay1 Y = {(0,y),(1,y)} ile verilmektedir.

PLOoy) =@l =Plx=i]P[y5 I x=i] ; 1j=0,1
Bu sistemde haberlesme sistemindeki giiriiltiiden dolay1 gonderilen 0 bazen 1
bazen 0 olarak alinabilmektedir. Ayn1 zaman da gonderilen 1'de bazen 0 bazen 1
olarak alinabilmektedir.
Yapilan ol¢timler neticesinde asagidaki olasiliklar bilinmektedir.

Ply=11x=1]=0.9 ; Ply=11x=0]=0.1
Ply=01x=1]=0.1 ; P[y=01x=0]=0.9

Ayni zamanda haberlesme sisteminin tasarimindan gelen bir 6zellikle 0
tiretilme olasiligy 1 tiretilme olasiligina esit olup
P[x=0]=P[x=1]=1/2
=>Bazi bilesik olasiliklara bakalim

P[x=0,y=0] = P[y=01x=0] P[x=0]=0,9 - 0,5= 0,45
P[x=0,y=1] = P[y=11x=0] P[x=0]=0,1 - 0,5= 0,05

Ayni sekilde P[x=1,y=0]=0,05 ve P[x=1,y=1]=0,45

KOSULSUZ OLASILIK
Cogu miihendislik veya bilimsel problemde bagka olaylara bagli olmayan
“KOSULSUZ OLASILIGI” bulmak isteriz. Bir B olayina iligskin bu kosulsuz olasilik
kosullu olasiliklarin agirlikli ortalamasi cinsinden verilebilir. Bu hesaplama asagidaki
teorem vasitasiyla yapilir.

Teorem:

ALAv.cooi An ayrik olaylar ve (( [I}2; 4; = 2)) olsun. B olay1 da
Aflerin olusturdugu bu olasilik uzayinda tanimlanmis bir olay olsun. O zaman
P[Ai]#0 olmak kosuluyla
P[B]=P[B| A1].P[A1] + P[BI A2].P[A2] +..veeoeeeereeennnn, + P[Bl An].P[Ax]

Bazen P[B], esitligin sag tarafindaki hesaplamanin dogas1 geregi ortalama olasilik
olarak da adlandirilir.
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fspat:

Afler ayrik oldugundan AiA;=0 , i#j iken ve (][}~ 4; = 2) ve
BQ=B=BI[-, A; =11}, BA:
BAicA:i dir. Dolayisiyla (BAi)(BAj)=0 , her i# igin.
Aksiyom 3’ kullanirsak (n olaya genisletilerek);

P[B]=P[Ur=1BAi]=P[BA1]+P[BAz]+......ceeveeininannes + P[BAnx]
=P[BIA1].P[A1] + P[BI A2].P[A2] +..ceevenininiinnnn. + P[B | An].P[Ax]

Ornek:

Bir onceki Ornekle verilen ikili haberlesme sistemi i¢in P[y=0] (0 alinma) ve
P[y=1] (1 alinma) olasiliklarini hesaplayalim.

P[y=0] = P[y=01x=0] P[x=0] + P[y=01x=1] P[x=1]

- 09. 05 + 01 . 05 =05
Ply=1] = P[y=11x=0] P[x=0] + P[y=11x=1] P[x=1]
- 09. 05+ O01. 05 =05

Ply=1] i ayrica {y=0} U {y=1 }=Q oldugundan dikkat ederek,
P[y=0]+P[y=1]=1 den {Aksiyom 2} hesaplayabiliriz.

BAGIMSIZLIK:
Olasiligin oldukc¢a 6nemli kavramlarindan biridir. Ayri 6rnek uzaymda tanimh

A ve B olayina yalniz ve yalniz
P[AB]=P[A].P[B] ise “BAGIMSIZ” dur.

Genel ifadesiyle P[AB]=P[B|A].P[A]=P[A|B].P[B] oldugundan

Bagimsiz olaylar icin
P[BIA]=P[B]
P[A|B]=P[A] dir.

Dolayisiyla bagimsizlik tanimi A, B olaylarinin bagimsiz oldugu durum igin A
olaymin iizerinde ve B olaymin da A {izerinde higbir etkisi olmadigini séylemektedir.
Bu tanimda temel kavramlarimizla ayni dogrultudadir

3 farkli A,B,C olay1 i¢in {P(A)#0, P(B)#0, P(C)#0 olmak kaydiyla}
Bagisiz olma Sart1 (P(A)#0 P(B)#0 P(C)#0 olmak kaydziyla)
P[ABC]=P[A] P[B] P[C]
P[AB]=P[A] P[B], P[BC]=P[B] P[C], P[AC]=P[A] P[C]

3 olaymn bagimsiz olmas: icin sadece P[ABC]=P[A] P[B] P[C] ’ nin yeterli
olmadigina ve her ikilinin de bagimsiz olmasi gerektigine dikkat edin.

BAYES TEOREMI:

Onceki sonuclarin 1s1ginda oldukga basit ve ayni1 zamanda ¢ok genis kullanim
alanina sahip olan BAYES formdiliinii yazabiliriz.

P[B]>0 ve P[Ai]#0 , Vi icin
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P[B|4;]. P[A)]

Pl4; [B] = L1 P[BIA;]. P[A]]

Ispat:

Paydadaki ifade P[B] ye esittir. Dolayisiyla BAYES teoremi kosullu olasiligin
bir uygulamasidir.

NOT: :
P [Aj| B]'ye A; ‘nin B kosuluna bagli “sonradan” olasiligi denir. P[B| A;]'ye ise B'nin :
Aj'ye kosuluna bagli “6nceden” olasiligr denir. :
Genelde pratikte “sonradan” olasiliklar gozlemler sonucunda hesaplanir,
“Onceden” olasiliklar ise gecmis dlciimlere dayanilarak kestirilir(Tahmin edilir.)

Ornek:

Bir haberlesme kanalinda Po ihtimalle 0, P1 ihtimalle 1 gonderilmektedir.

( P1=1-Po) Kanaldaki giiriiltii dolayisiyla 3 olasilig1 ile O, 1-p olasiligiyla da 1 alintyor.
Aliada 1 gozlemlendigine gore 1 gonderilmis olma olasiligi nedir?

w=n ,Fa 1B / =0

P
&

}{:1, I:'l =1

Cevap:

Kanalin yapis: yukarida verilmistir. P[X=11Y=1] olasiligin1 ariyoruz.

P[X = 1|Y = 1]
PIX=1Y =1] = PV = 1]
B PlY =1|X =1].P[X = 1]
PlY =1|X =1].P[X =1]+ P[Y = 1|X = 0].P[X = 0]
___P(I-p)
) Pi(1—pB)+Pp
Ornek:
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Bir kanser testine iliskin asagidaki sonuglar tanimlaniyor olsun
A : Teste gore test edilen kisi kanser.
B : Kisi gercekten kanser.
Ac: Teste gore test edilen kisi kanser degil.
Be: Kisi gercekten kanser degil.
Ve asagidakilerin de bilindigini varsayalim.

P[A|B] = P[A¢|B€] = 0.95 ve P[B] = 0.005

Bu test “IYI” bir test midir?

Cevap:
Bu soruyu cevaplamak icin testin kanser teshisi koydugu kisinin gercekten

kanser olma ihtimalinin ne oldugunu bilmemiz gerekir. Yani P[B| A] ya bakmaliy1z.

_ P[A|B].P[B]
PlBlA] = P[A|B].P[B] + P[A|B¢]. P[B¢]

B (0,005). (0,95)
~ (0,005).(0,95) + (0,05).(0,995)

= 0,087
Yan sadece testlerin oldugunu soOyledigi kisilerin gercekten kanser olma
ihtimali %8,7 dir. Geri kalan %91,3 liik kisimda kanser teshisi konulan kisi kanser
olmayacaktir.Dolayisiyla “IYI BIR TEST DEGIL”
Bu sonug sasirtici gibi goziikse de kanser olan ve olmayanlarin sayis: arasindaki
dengesizlik (yani kanser olanlarin azlig1) testi basarisiz kilmaktadir.

SAYMA FORMULLERI

Yerine koyarak ornekleme:

Bir torbadaki numaralandirilmis toplar 6nce gekiliyor numaras: kaydediliyor
sonra tekrar torbaya konuluyor. Bu durumda ilk 6rneklemede “n” tane (torbada n

£o_ 7

tane top oldugu varsayimiyla) farkli secenek ve ikinci 6rneklemede yine “n” tane

‘“_7s

farkli secenek s6z konusudur. Sonug olarak “n” elemani olan torbadan “r” elemanl

“n*“ tane farkli siralanmis 6rnekler elde edilebilir.

Yerine koymadan ornekleme:
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Yine yukarida bahsedilen durun igin bu sefer c¢ekilen toplarin yerine geri
konulmadigini diistinelim. Dolayisiyla ilk igin “n” top varken ikinci ¢ekim igin “n-1"
top tiglinctide “n-2” seklinde azalan sayida top olacaktir.

Sonug olarak:

nl

M), 2nn-1)Nn-2)n-3) v e eeeee . (=1 + 1) = _(n —.r)!

L’ Bu durumda olusabilecek sekillerin sayisi

|
n), = (nﬁ.r)' kadar “farkli siralanmis” 6rnek elde edilebilir.

“n” elemanli bir popiilasyondan olusabilecek “r” elemanli alt popiildsyonlar:

Olasilikta olugabilecek temel sorulardan biridir. Ornegin 1’den 4’e kadar
numaralandirilmis toplari ele alalim. Bu toplardan 2’1i kag grup olusturulabilir?

(1,2) (2,3) (3,4) Bu yerine koymadan 6rnekleme
(1,3) (2,4) 6 tane grup | yapilan elde edecegimiz
(1,4) 4x3=12 den kiicukttir.

(1,2) (2,1) (3,1) 4,1)
(1,3) (2,3) (32) 42 } 12— Yerine koymadan
(1,4) (2,4) (3,3) (4,3)

(1,1 @1 31 41 Yerine koyarak orneklemede ise
(1,2) (2,2) 32 42 4x4=16 grup elde edilir.

(1,3 (23) 33) 43)
(14) (@24 34) 44

Bize 6 farkhi grup veren dizilim igin genel bir formiil elde edilir. Bu dizilime
n’in ¥'li kombinasyonu denir ve C;! sembolii ile gosterilir.

“r” tane elemandan olusan popiilasyon igin r! tane farkli dizilim soz

konusudur. Dolayisiyla C? alt popiilasyonu igin C}r.r! tane farkhi siralamadan

bahsedebiliriz.
Bu durumda,

Clr.rl=(n),

=2 ()

r (n-r)L.r!
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clt 2 (?) ye ayni zamanda binom katsayis1 denir.

! L,
ve (:"l) - r!(:—r)! - (n—ri)!.r! = (nr—lr) - CT?Z_T

: i n _ rn
Yani : Cy —Cn—r

Not: Zn: (7:) = 2n

r=0

BERNOULLI DENEMELERI

Sonucu “P” olasilig: ile bagar1 {E1=s} ve q=1-p olasihig1 ile basarisizlik{E1=f}
olsun ve tek bir deneme iceren bir denemeyi ele alalim. Bu durumda 6rnek uzay:

Q={s,f} olur. Bu deneyi tekrarladigimiz1 varsayalim bu durumda yeni 6rnek uzay1

Q=0xQ olur ve O ={ss, sf, fs, ff}. Bu uzay 2>=4 tane olay igerir OxQ carpimi
“KARTEZYEN CARPIM” olarak adlandirilir. Eger n tane “bagimsiz” deneme
yaparsak ornek uzayi

On=0OxOXOXOX. i xQ), olur ve bu 6rnek uzay 2" eleman igerir.
— _/
YT
n — kere
D ={ @, au} p=2n
a,=Z2ij e Ziy Zij =sveyaf

Her bir Zij sonucu digerlerinden bagimsiz oldugundan

P[Ziy ...........Zi, | = P[Zi4].P[Zi;] ... ... ... .. cce v ev o ... . P[Zi,,] Olur. Dolayisiyla “k”
basar1 ve “n-k” basarisizlik iceren bir sirali kiimenin olasihig1 " p*q™ *"dir. Ornegin 3
kez yazi, tura attigimizi diistinelim. “p=P{Y} ve q=P{T}” olsun.

P{YTY}=pqp=p?q olur. Bize aym basar1 olasiligin1 verecek farkli siralamalar da
miimkiin. Bunlarin sayis1 da

r = (Z) dir.

Yani “n” denemeden “k” basar1 ve “n-k” basarisizlik ihtimali var. Bu da

P(k basari,n — k basarisizlik) = (})p*q™™* £ b(k; n,p)
Tanimladigimiz bu “b(k;n,p)” ye “Binom Kanunu” denir. “n” deneme yaparak “k”

basar1 elde etme ihtimali arama olayina da “Binom Denemeleri” denir.

Ornek:
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Saniyede 10 bagimsiz bit iireten alinmaktadir. Hatali bit alinma olasiligr ( 0
gonderilip lalinmasi yada tam tersi ) 0,001 dir. Saniyede “En Az” bir hata olma
olasilig1 nedir.

Cevap:
P(En az bir hata) = 1 — P(hic hata olmama)
=1—(7)(0,001)°(0,999)°
=1-(0,999)°

= (0,01

Binom kanunu ile il¢ili formiiller:

1) “k” yada daha az basar1 olma ihtimali

Zbonp) Z() i

2) Enaz “k” basar1 olma ihtimali

z b(i;n,p) = Z ( =1-
3) En aZ “}” en fazla ”k” basar1 olma ihtimali

Zb(an) Z() n-i

0={1,2,3,4} , A={1,2} , B=(2,3} , C={3,4}

k— 1

l=0

P(ABC) = P(A|B)P(B|C)P(C) Esitligi acaba saglanir m1? Ona bakalim.

Cevap:
AB={2} , BC={3} , AC=0

1
P(A)=P(B)=P(C) = > P(AB)=P(BC) = —

P(AB) _1/4 1  p@le =TEO _1/4_1

PUIB) =35y =127 2 P(C) 1/2 2

111 1
P(A|B)P(B|C)P(C) = === =

5378 ABC =@ oldugundan P(ABC) =0 olur.
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RASLANTI DEGISKENLERI

Raslant1 degiskeni kavrami orijinal ornek(olasilik)uzaymin yerine olaylarin
rakam kiimelerinden olusturdugu bir uzayr kullanmamizi yani reel(R) eksende
calisabilmemizi miimkiin kilacaktir.

Ornek uzay1 “Q” olan bir H deneyini ele alalim. Q 6rnek uzayinin elemanlari
(§) H deneyinin rasgele sonuglaridir. Eger her bir eleman ( &) icin reel bir say1
kullanirsak &’ler ve reel(R) eksen arasinda bir karsilik bulma kurali buluruz. Bu
kurali X(&) ile gosterelim. Boyle belirli kisitlamalara sahip kurala “RASLANTI
DEGISKENI” diyoruz. Dolayisiyla “X(.)” yada kisaca “X” rasgele degiskeni Q
domeninde calisan ve reel eksende degerler alabilen bir fonksiyondur.

X(.

X(&) R

~

A

Sekildeki agiklandigr gibi bir eslestirme sonucunda X reel eksende degerler
almaktadir. Ozellikle;

r
1

{&: X&) <x} yadakisaca{X < x} : X:raslanti degigkeni y
. x: reel sayilardaki karsiligr
0zel bir olaya karsilik gelmektedir ve biz bu olaya bir olasilik degeri atamak isteriz. )
Bu olasilik,
P[X < x] 2 E.(x) dir ve bu olasiliga “OLASILIK DAGILIM
FONKSIYONU(PDF)” deriz.
Ornek:
Iki farkli paranin birlikte atilmasi durumunda drnek uzay1
0={T7T),,Y),(TY) Y, T)} Buodrnek uzayinda farkh raslant1 degiskenleri

tanimlamak mimkindiir.
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X: Gelen tura sayisi olarak ele alindiginda)
X(T, T)=2 X(Y,T)=1
X(T,Y)=1 X(Y,Y)=0

’ P(X=1)=1/2 F(0)=P(X <0)
X: Gelen yazsi sayisi olarak alindiginda P(X=0)=1/4 F(1)=P(X <1)
X(T, T)=0 X(Y,T)=1 P(X=2)=1/4
X(T,Y)=1 X(Y,Y)=2 J

Bu durumda atilan iki paranin da yazi olma olasiligi P(x=0), birinin tura birini
yazi olma olasilign P(x=1), ve her ikisinin de yazi olma olasiligi P(x=2), ile ifade

ederiz.
Eger “olasilik dagilim fonksiyonunu (PDF)” ¢izmeye c¢alisirsak soyle bir grafik

elde ederiz.

N F(x)=P(X<x)

=
IN
v

A
[e
S
—_
[\
P

Raslanti degiskenin taniminda esas olan oOrnek uzaymin her bir Ogesi
karsiliginda Reel say1 ekseninde (R) bir karsilik bulabilmesidir.
Ornek:

Siftaki 6grenciler igin

O1: Boyu 150cm’den kiigiik olanlar
Oz2: Boyu 169cm’den kiigiik olanlar seklinde tanimlanmais olaylari ele alalim.

Os: Boyu 160cm’den biiytiik olanlar

X: Bir grencinin boyunun uzunlugu ise

X(O1)=A1={x | x <150} » P(X <150) Bu olaylar degisken
X(O2)=A={x | x <169} » P(X<169) olasiliklardir.
X(Os)=As={x | x <160} » P(X <160)
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Raslant1 degiskeni reel eksende aldig1 degerlere gore “siireksiz” ve “siirekli”
raslant1 degiskeni olmak tizere ikiye ayrilirlar.

Eger X raslant1 degiskeninin R deki deger kiimesi sayilabilir olarak sonsuz bir
kiime ise X “stireksiz” bir raslant1 degiskenidir.

Ornegin reel eksendeki deger kiimesi {x | x = 1,2,3,...} olan bir raslant
degiskeni stireksizdir.

Eger deger kiimesi sayilamiyor ise o zaman X stirekli bir raslant1 degiskenidir.
Ornegin {x | a <x <blseklinde ise bu raslant: degiskeni siireklidir.

OLASILIK DAGILIM FONKSiYONU (PDF):

P[X=0veyal]l=1, P[X=0] = , P[X =1] =% olan bir raslanti
degiskenini ele aldigimizda P[X < x] seklinde yazabilecegimiz biitiin olasilik
degerlerini elde edebilir.

Mesela P[X £ 0,5]=3/4 olur.

Bir ¢cok durumda her bir olasilik igin tek tek olasilik fonksiyonu P[.] ‘yi yazmak garip
olabilir. Bunun i¢in PDF (olasilik dagilim fonksiyonunu) kullanmaya ihtiya¢ duyariz.

Al w

PDF : Fx(x)=P[ X £ x ] seklinde tanimlanur.

ENOT:
: Raslanti degiskenlerinin biiyiik “X” ('Y,Z vs. olabilir ), Bu ralant: degiskeninin aldigr ; 5
édegerlerzn ise kiiciik “x” ile gosterildigine dikkat edin bu durumda Fx(y) yazmamzz
 notasyonda herhangi bir problem olusturmaz. Fx(y)=P[X<y] olur.

Olasilik Dagilim Fonksiyonunun Fx(x)’in 6zellikleri:

1) Fx(°°)=1 Fx(-°°)=0
2) 0< Fx(x) <1
3) x1< x2 — Fx(x1) £ Fx(x2)

4) P(x1 < X <x2) =Fx(x2) - Fx(x1) >0

Ornek:

Bir bilgisayarin hafizasindaki bit dizisini inceleyelim. Eger bit “1” ise X=1 ve “0”
ise X=0 dir. Bitin 0 olma olasiliginin “q”, 1 olma olasiligmin da “1-q” oldugunu
varsayalim.

Bu durumda Q={0,1} olur. Bu olasiligin dagilim fonksiyonu Fx(x)i hesaplayalim
i) x <0 : Bu durumda {X < x}=0 bir ve Fx(x)=0
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ii) 0 <x <1: Bu durumda {X < x}=q dur.
iii)  x2>1:Budurumda {X < x}=Q olur yani P(X<1)=1

2 Fx(®)
l--eee- e
Y

v
>

Ornek:

Bir raslant1 degiskeni asagidaki olasilik dagilim fonksiyonuna sahiptir.

0 , —co < x < —1
Fx(x) = %+%x ) —-1<x<1
1 , 1<x<oo
a) X=1/4
b) X>3/4

Once bu olasilik dagilim fonksiyonunu cizelim
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A Fy(x)

v

“_7

a” sikkini ¢ozmek icin F(x™) = lim,_,, F(x — €) ,0< ¢
Yani olasilik dagilim fonksiyonunun x noktasindaki soldan limitini tanimlayalim.
Burada sunu iddia ediyoruz P{X=x}= F(x)-F(x)

Ispat:
X =X—¢& ve X, = x ele alalim

4. Ozelligi kullanarak P(x; < X < x,) = F.(x,) — F.(x;1)
Px—e<X<x)=FE(x)— E(x—¢)

lin})(Fx(x) —F(x—¢)) = E(x) — F.(x7) dir.
E—
Siirekli fonksiyonlarda fonksiyonun sagdan ve soldan limitleri fonksiyonun o

noktadaki degerine esit oldugundan Fx(x)=Fx(x) olacagindan P(X=x) siirekli
fonksiyonlar i¢in “0” olur. Yani P(X=1/4)=0

b) P(X>3/4)=1-P(X<3/4)=1-F«(3/4) = 1/8 olur.

OLASILIK YOGUNLUK FONKSIiYONU (pdf)

dx

fo> = 4D

> Olasilik yogunluk fonksiyonu.
Ozellikleri:

1) f F(r)dr = F() — F(—) = 1
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2)F(x) = ff(r)drzP[XSx]

3 Fa) = Few) = [ f0)dr= [ fydr = | f03dr =Pl <X < x]

fx)in yorumu:

Plx <X <x+Ax] = F(x + Ax) — F(x)

Yeterince kiiciik bir Ax degeri igin

x+Ax

F(x+ Ax) —F(x) = f f(r)dr = f(x)Ax

dolayisiyla kiigiik Ax igin P[x<X<x+Ax]=F(x)Ax eger Ax—0'a giderse
P[X=x]=f(x)Ax—0 olur.

BEKLENDIK DEGER

)

X =E[x] = fxf(x)dx

—o0

Burada beklendik deger olarak nitelendirdigimiz deger ,X raslant1 degiskeninin

ortalama degeridir.

MOMENT

oo

Xt = E[x"] = fx"f(x)dx

—00

X" e X rasgele degiskeninde goriildiigii izere “n=1" olunca bu moment

beklendik deger, “n=2" olunca karesel beklendik deger adin1 alir ve bu da bizim i¢in

onemlidir.
[ee]

X2 = E[x?] = fxzf(x)dx

—00
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Karesel beklendik deger eger ragele degiskenimiz bir direng tizerindeki gerilimi
ifade ediyorsa direncin {iizerinde harcanan gii¢ bu karesel beklendik degerle
orantilidir.

Merkezi moment diye tamimlayacagimiz momentlerde rasgele degiskenden
beklendik degerin ¢ikartildiktan sonra elde edilen momentlerdir.

X—X" = E[(x - "] = f (x = D" f () dx

n=1 i¢in merkezi momentin “0” olacag: aciktir.
n=2 icin ise oldukca 6nemlidir. Buna “varyans” denilir.

o2=x—-%)?%= j(x —%)? f(x)dx

0% = E[(x — ¥)?] = E[x* — 2xX +(X)?]
= E[x?] — 2E[x]x + (¥)?
= x2 — 2%X + ()2

xZ — (¥%)?

Vo2 =0 ve o degeri de standart sapma olarak adlandirilir,

Ornek:

. fix) a) Sekilde verilen olasilik
yogunluk fonksiyonunun gegerli bir “pdf”
olmasi i¢in “a” ne olmali?

b) E[x]

C) o?

d) o
Coziim:

X “a” sikkmmin ¢oztimi igin olasilik

1 5 yogunluk fonksiyonunun 1. Ozelligini

kullanacagiz.

a) ff(x)dx =1 oldugunu biliyoruz.
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5
1
jadx=1 = ax|§=1:a(5—1)=1:a=z olur.

1

oo 5

b) E[x]= jxf(x)dx= Jx%dx =%2|§=%(25—1)=3

) o?=E[x?*] - (E[x])?

oo 5

. . 1, X1 124
E[x“] = fx f(x)dx=fzx dx = ﬁllzﬁqu_l):f
—00 1
124 124 108
2 _ %% g2 _ 2 2T 2 %
AT 12 12 973

2
d) o=+0?2? = oc=— olur.
) o N5
Ornek:

Asagida olasilik dagilim fonksiyonu verilen X raslanti degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonunu ¢iziniz.

s F®)
o) = ED o usunu biti

. flx) = 7, OlduBunu biliyoruz.
; Dolayisiyla olasilik dagilim
E fonksiyonunun tiirevi bize olasilik
! yogunluk fonksiyonunu verir.
1 » X
2

Cevap:
Af(x)
1/2
» X
2
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DIRAC DELTA FONKSIYONU:

Delta fonksiyonu 0(x) genellikle x=0 disindaki biitiin noktalarda 0 degerini alir
ve x=0 da ise

oo

f §(x) dx = 1 degerini saglayacak sekilde sonsuza uzanan bir fonksiyon dur.

Diger bir tanimda rect (dikdortgen) fonksiyonu kullanilarak verilir.

5(x) = lim a rect(ax) 4 arect(ax)
a—>oo

Sekilde a—e gittiginde dikdortgen
genisligi azalarak 0’a gider ve yiiksekligi a
artarak «’a gider.

> X
-1/2a 1/2a
X=X; noktasindaki siireksizligin tiirevi:
Elimizde birim basamak fonksiyonu olsun. o(x)
A
. . _ (1 x=>0 1
birim basamak fonksiyonu = U(x) = {0 %<0
> X
U(x-x;) 0
A Sekil a
1 : Solda gosterdigimiz fonksiyon U(x-xi) yani

birim basamak fonksiyonunun xi kadar biiyiik
seklidir. (Sekil b)

Sekil b

F(x)

Sagdaki sekilde (sekil c) ise 1
sekil b'nin Ax—0 giderken bir
yaklagim gosterimidir.

0 Xi- AX/2 X X; + Ax/2
Sekil ¢



Sekil ¢ deki fonksiyonun tiirevini alirsak asagidaki grafigi elde ederiz.

f(x)
A dF(x) ~, dF(x) y . X — X;
dx ™7 dyx; = moso A irec [ Ax; |
1/Ax
dF (x)
I |, = 6(x — x;) olur.
» X Yani x = xi noktasindaki bir stireksizligin tiirevi x

e 52 ek £512 = xi noktasinda tanimh ve yiiksekligi siireksizligi
ile dogru orantili olan bir d fonksiyonu ile verilir.

F(x)=P(X<x) = z P,(x;) oldugunu hatirlayarak aym sekilde

Xi <X

F(x) = Z P.(x;) U(x — x;) seklinde yazabiliriz
i

dF
dolaysiyla f(x) = dix) = Z P.(x;) 6(x —x;) olur.
i
Ornek:
F(x) f(x)
A A
1 —PDF ise
12— 1/2 1 o
» X » X
0 0
Sik Kullanilan Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari: Fs)
1) Uniform pdf (diizgiin) 1
b—a | .
1 <x<b
f)={b—a s
0 diger durumlar
: »X
0 a b

Bu dagilim daha oOnceden bilgi sahibi
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olmadigimiz durumda belli araliklarda olabilecek olaylarin esit sansla olabilecegini
kabul etmemize

karsilik gelen pdf dir.
Bu olasilik yogunluk fonksiyonunun PDF’sini ¢izecek olursak
F(x)
A
1
» X
0 a b
0 x<a
F(x) = r—a a<x<b
“|b—a -
1 x=b
. a+b
ortalama deger E[x] = p = olur.
,  (b—a)?
varyansio® = —r-
2) Exponansiyel (Ustsel dagilim)(u>0)
4 f®
1 _ 1/t
fa) == hU(x)
u
Ortalama deger =
Varyans o= ~ X
3 >

Ustsel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun PDF’sini gizersek

AF(x)=1- e_ﬁU(x)

v
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3) Normal (Gaussian)pdf

_ _1(;
f) = —e72s

Ortalama deger E[x]=p
Varyans = 02
Bu olasilik yogunluk fonksiyonunun PDF’si ise

1 —
F(x) = > (1+ erf (%))

b b
P(a <X <b) ff()d . f‘%x;”fd
a = = X X = e o X
J V2n02a

Bu integrali almak zor bunun i¢in “erf” fonksiyonundan yaklasim yapacagiz.

a—p
o

P(a<X§b)=erf<%)—erf( )

erf fonksiyvonunun birkac ozelligi:

1) erf(—x) = —erf (x)
2) P(X<x)= ; + erf (x)

3) PX>x) = % — erf(x)

30
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4) P(X>—x) = % + erf(x)
5) F(—x < X < x) = 2erf (x)
6) P(|X|>x)=1-2erf(x)

Ornek:
N(0,4) gaussian bir dagilim igin P(2<X<4)=?

Cevap:
4—-0 2—0
PR<X<4)= erf(—) — erf(—)
2 2

=erf(2)—erf(1)

=0,477 - 0,341

=0,136 olur.
Ornek:

Sinif mevcudunun 66 kisi oldugunu diistinelim p=30 ve 0=20 bu simnufta 20 ile 40
arasinda not alan kag kisi vardir?

Cevap:

40 — 30) 20-30
—er

< =
P(20 < X < 40) erf( - =)

= erf(0,5) — erf(-0,5)
= 2erf(0,5)
=2(0,191)

=0,382
66.0,382 = 25,08 = 25 kisi 20 ile 40 arasinda not alir.

4) Rayleigh (a>0) ve (n20)

F) = 52U (x)
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0,606

v

Ser u=a |~
Ortalama deger p=a J;

2 — ATy 2
Varyans 0° = (—-)a

Bu pdf haberlesmede gecikmeli (fading) kanalin modellenmesinde kullanilir.
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lvTESRA L

a

LIRS(3

Bs

7 AGLASV

fxcosax‘dx: %(wsax+axsinax)

1 . ¢
[x’sinaxdx = ;—B(Zax sinax + 2cosax — a®x? cosax)

r R 1 __ o X . \
] x*cosaxdx = —(2axcosax —~ 2sinax + a’x? sin ax)

sin(a —b)x sin(a+b)x

. ) _ _ 2 32
/smaxsmbxdx-— 2(a - b) 2(a +b) a“#b
_ _ [eosta—b)x  cos(a+b)x 2.
fsmax'cosbxdx—--[ 2@ —b) 2@ +b) ] a £V
_sin(@—b)x  sin(@+bx 2 432
]cosa.xcosbxdx— 5@ =5 2@+b) ¢ #b
fe"dx=l¢‘"
a
/xe"‘dx=£z(ax~l)
a
]ngadx.—_ -:"—s(azxz—Zax+2)
/e“‘ inbx d =2 (asinbx — bcos bx)
SMOXAxX =T *
& cosbxd -—ef———(acosbx+bsinbx)
f cosOXax =12
1 _1 X
fx2+a2dx_am a
x 1.2, 2
[x2+azdx_2h(x +a)
/udu:uv—/vdu
[ s@icax = feee - [ fogmax
fsinaxdx=—lcosax fcosaxdx::lsinax
a a
. x  sin2ax i
/szaXdX=E—T fcoszaxdx=§+sm4iax

. 1 .
fxsmaxdx = ﬁ(smax — ax cosax)
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5) Binom olasilik yogunluk fonsiyonu (n>m ):

P{X=k}= (:) pkqnk ve p+q=1 olmakizere.
n
n
Fe = (1) pkar 60—
kT=rLO
F(x)=Z(Z)p”q"‘k m<x<m+1

&
Il
o

Olasilik yogunluk grafigini cizersek
A f(x)

P(xX=01

Ortalama deger U=n.p
“n” eger ¢ok biiytikse { 8

Standart sapmast ¢ = \/npq

6) Poisson (a>0) :

k

a
P{X=k}= Fe‘a k=012,..
buna gore: .
fx)=e"¢ F&(x—k)
k=0
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mak
F(x)=e‘a2F m<x<m+1
k=0

Simdi bunlarin nasil elde edildigine bakalim.

Ispat:
n
= (k) pkqnk ve p+qg=1
=> n>»1 , p<KLK1l , np=a olsun
™k n—k _ n! ak e oaynk
= (k)p T = =kl (n) (1 n)
1 a k a n—k
=1 =D =2) o (n =k + D). (ﬁ) (1 - H>
1 n¥ a\n-k
_ k(41 _%
“ma @ (1-3)
ak a n-k
=70 (1 — E) paydadaki n sonsuza giderse (n — o)
Taylor serisinden
= ia"e‘a
k!
ak
=>e ¢ o olarak bulunur.

Ornek:

Bir bilgisayarda 10 bin tane elektronik eleman vardir. Her bir eleman
digerinden bagimsiz bir yilda bozulma olasilig1 (p=10-) olarak veriliyor. Bilgisayarin
yil sonunda ¢alistyor olma olasiligi nedir? Bir eleman bozuldugunda bilgisayarinda
bozuldugu kabul ediliyor.

Cevap:
P=10+ n=10000 k=0 ve a=n.p =1 oldugunu biliyoruz.
ak 10
e‘aF = ae‘l = 0,368 olur.
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a=At

A: birim zamandaki olaylarin sayis1
T. araligin uzunlugu (t,t+17)
(ﬂ‘[)k —At

e
k!
Trafik modellemelerinde ¢cokca kullanilan yogunluk ifadesi

P(k;t,t+1) =

Ornek:
Seklinde verilen bir pdf i¢in PDF yi bulunuz.

F (If) =P(X=x)

e — Pu

6/8

5/8

4/84—d

v

-1 0 1 2

Cevap:

v
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fﬂﬂw:.f@wjD+6$Uﬁ&gn+5&;”%u+f%m
’;(c)nplamm inte_goroali integrallerin toplamina esittir. Dolayisiyla 1
_Z%dx = %_Z‘?(H Ddx = -.1 =%
Z%?m::%f&@w==£l=%

_Z(S(xT_l)dx B %_Z‘S(x — Ddx = %.1 =%

[ee]

Sx—-2) 1 [ 11
dex—Z f6(x—2)dx—z.1—z

— 00

2

fld 1
8™ "8

1

Sonuglarin hepsini toplarsak sonucun 1 olmasi gerekir.

1 1 1 1

oo+ -=1

4 4 8 8

Eger F(x)=P(-1 <x<1) sorulmus olsayd1 cevap 1/4 + 1/4 +1/8 =5/8 olacaktu.

Ornek:
a) pdf grafigi verilen fonksiyonun PDF “sini ¢iziniz
b) P(4<x<8,5) degerini bulunuz.
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0,4

02 / K ¥
X

Cevap:

v

a) Her bir aralik i¢in ayr1 ayr1 hesaplama yaparsak

1<x<3 Aralig1 i¢cin F(x)’i yazacak olursak.

X

F(x) = jf(r)dr + J 0,2(r — 1)dr

1

1
ff(r)dr integrali 0 olur ¢iinkt bu aralikta(—o,1) f(r) = 0 dir.

Dolayisiyla sadece ikinci integral kalir.

F(x) = f 0,2(r—1)dr =0,2 (;— r>

1 1
—0z2|(X-)- (3-1)
e\ T T2
x? 1
=0,2 l7 —-x+ > seklinde 2. dereceden bir denklem olusur.
3<x<5 Aralig: i¢in F(x)
X 1 3 00
F(x) = jf(r)dr = JOdr +j 0,26(r — 1)dr +j 0dr
—c0 —0o0 1 3

3

=0,2 [(; — 3) — (% — 1)] = 0,4 olur

=0,2 r
’ 7_7”
1
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5<x<7 Aralig1 i¢in F(x)

X 1 3 [es) 7
F(x) = _[of(r)dr = _[O 0dr +1f 0,28(r — 1)dr +3f 0Odr + ! 0,28(r — 5)dr

F(x)=044+0,2=0,6 olur.

7<x<8 Aralig1 icin F(x)
1 3 o 7 8
F(x) = der + f 0,26(r — 1)dr +f Odr + f 0,26(r — 5)dr + f 0,26(r — 7)dr
—o0 1 3 5 7

F(x)=0,4+0,2+0,2=0,8 olur.

8<x<9 Aralig1 i¢in F(x)

X

X
F(x) = ff(r)dr =08+ f 0,2dr = 0,8+ 0,2x olur.
—00 8

9<x<eo Araligi i¢in F(x)

9

X
F(x) = ff(r)dr =08+ f 0,2dr=0,8+4+0,2=1 olur.
—00 8

Her aralik i¢in hesaplama yaptik bunlari ¢izelim ¢izilen grafik bizden istenen PDF
olacaktir.

A F(x)

0,8

0,6

0,4

b)
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8,5 8 8,5

P(4 <x <8)5) = f f(x)dx =f 0,2[6(x —5) + 8(x — 8)]dx + f 0,2dx

4 4 8

= 0,4 + 0,2x|5°=0,5
Yada

P(4<x<8,5)=F(8,5)-F4)=0,9-0,4=0,5 olur.

Kosullu Yogunluklar Ve Dagilimlar:

“()” Evrensel kiimesine ait biitiin £ elemanlarini igeren bir C olaymi ve bu €
kiimesinin elemanlarini reel eksene atayan bir X raslanti degiskeni ele alalim. Bu
durumda yine bu evrensel kiimenin alt kiimesi olan bir B kiimesi tanimlayalim
(E:X(&)<x) , [E:E€B)

B olayina bagli sarth dagilim

_P[C] _ P[X <x,B]
FOAB) 2 5157 = —pra]
Burada P[X<x,B] ........c..cooooniil { X <x } ve B olaymin bilesik olasiligidir. Eger x—soo
{X<eo} kesin olaya denk olur ve F(e,B)=1 olur.

F(xIB) Normal bir dagilim fonksiyonunun biitiin 6zelliklerine sahiptir.
Kosullu yogunluk fonksiyonu da ayni sekilde

seklinde tanmimlanir.

dF (x|B)
dx

f(x|B) 2 dir.

Ornek:
B olaymi B £ {X < 10} seklinde tanimlayalim ve F(x|B)"yi hesaplayalim.

i) x210 i¢cin {X<10/} olay: {X<x} olayinin bir alt kiimesidir. Dolayisiyla
P[X <10,X <x] =P[X <10] olur.

rioipy o PESXX<10]_
Bl == =107~

ii) x <10 i¢cin {X < x} olay: {X < 10} olaymin alt kiimesidir dolayisiyla
P[X <10, X <x]=P[X <x]

P[X

x]
FGIB) = 5t

<
< 10]
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Fx) F(xIB)

0 10 20

BiR RASLANTI DEGiSKENININ FONKSiYONLARI

Miihendislik uygulamalarinda klasik bir problem; bir sistemin girisine uygulanan
giris i¢in ¢ikisin hesaplanmasidir. Boylesi bir sistemin girisi bir raslant1 degiskeni ise
cikisi da genellikle bir raslanti degiskeni olacaktir. Bu durumda eger giris ralanti
degiskenleri i¢cin PDF veya pdf ifadeleri de biliniyorsa sistemin ¢ikisindaki raslant:
degiskeni icin PDF veya pdf hesaplanabilir.

Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim.

Bir diren¢ (R) elemani iizerinden akan akim (I) biytikligi w ile ifade edilen
miktarda bir enerji olusturmaktadr.

— ~vanR
1 w2 w() = I?R
S f’ Burada W veya W(.) bazen de W(I) ifadesi ile
— tanimlanan ve fonksiyon olarak adlandirilan
% ? biiytiikliik her I degeri i¢in olusan enerjiyi belirler
Bu durumda, eger I bir raslant1 degiskeni olarak

tanimlanmis W=I’R seklinde tanimlh biiytikliik
yeni bir raslant: degiskeni olusturmaktadir. O zaman ¢oziilmesi gereken soru:
Verilen bir kurali (fonksiyon) ve pdf'i fx(x) tanimlanan X raslant: degiskeni icin , yeni
Y=g(x) raslant1 degiskenin pdf’i ne olacaktir?

X g() Y
fx(X) L fy(Y)=7
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Y=g(x) tipi bir problem ¢6ziimii;
Tek bir raslant1 degiskeninin (fonksiyonu):

X(0,1) araliginda tanimli uniform bir raslanti degiskeni ifade edilsin. Ve Y=2X+3
yeni raslant1 degiskeni Fy(y)=?

{Y<yl={2X+3<y}={X<1/2(y —3)} olacaktir.
Dolayisiyla

-3
F,Ql) =F ()’T> ifadesiyle kolaylikla eldeedilebilir.

Buradan hareketle,
Y'nin pdf’si igin:

) = [y(y) dy [F ( 3)] olur.

A A
fX(X) f\’(y)
1
0,5
0 1 3 4 5
_y-3 ) _d[ (y—S)]_d du _
u="— olmak Uzere ) = o E, > = [Fx(u)].dx ise
1 y—3\ 1
fy(y) = fx(u)z = fy(}/) = fx< )E olur.
Genelleme

Y=aX+b seklinde pdf'i f«(x)olan siirekli bir X raslant1 degiskeni
a>0icin
y—b
{YSy}={aX+bSy}={XS " } =
y 1 (y=b
| Fy(y) =FK (—)| ve |fy(y) = _fx(

a

) | olacaktir.
a<0 i¢in

—b
{fy<yl={aX+b<y}= {X>yT} olur.
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—b —b
{X < Y }ve {X > 4 m }olay kiimeleri ayrik ve bileskeleri 2 6rnek uzayim

a
Olusturduklar igin
[, _ Y D] y—b
PlX < 7 +P [X >—— | =1l olacaktir.
Stirekli bir raslanti deglg,kem icin
- _ b. - b.
Pl|X < Y =P X < Y L
i a | a
Bizim icin gerekli degﬂ ama dogru
— b — b
P X > Y =P X > Y olur
a | a
Ivell den
[ — b —b
plx<? +Pk>y =1 =
i a | a
[ — b —b
Plxz>—|=1-P [ 4

Fy(y)=1—Fx<y;b> ve

) = |a|fx(y b) a#+0

Bileske fonksiyon:
f(x) ve g(x) verilsin f(g(x)) ifadesi fog(x) olarak gosterilir. Ve buna bileske fonksiyon

ad1 verilir.

d _dfge) _ d
—fogln) = === =—f(®)

Mesela:
fx)=x*+1 ve g(x) =3x + 1 olsun
flgx)=Cx+1)?*+1

d
af(g(x)) =6(3x+1) veya

y= g(x)d_g( )

d
af(g(x)) = 2(3x + 1).3 olarak yazilabilir.

Lineer Olmavan Bir fonksivon Ornegi:

PDF’i Fx(x) olarak tanimli siirekli bir raslant1 degiskeni i¢in Y=X?olsun.

P{Y <y} =P{x? <y} =P{—\Jy <X <y}

Bu durumda

P{Y <y}=E(Q) = Fx(ﬁ) - Fx(—\/;) olur. X strekli bir rasl.deg.
y > 0 i¢in;
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£, = y<y) J_fx(f y) - J_fx( NED
\/—fx(\/— )+ [fx( NED

y <0i¢in — tanimsiz.

gx)=Y

dxz dxs

dxitx1 x1 xe-dxe X2 X3 dxs+xs

v

Ply <Y <y+dy}=f,(y)ldy|
=P{x1 <sz1+dx1}+P{x2_dx2 <XSX2}+P{X3 <sz3+dX3}
= fr(x)dx; + fi(x2)dx; + fi(x3)dx; = f,(y)dy

dx;

fy(y) fx(xl) +fx(x2) +fx(x3)_

dy,  _g'®| _dy

y = g( )— dx rmxy 1 . dx1 g'(X1) = g’(xl)
_ feCe) | fe(xa) | fe(xs)
RELRTes T RrTen
fe (%)
genel olarak - f,(y) = 2, lg,(};i)l ,  glx) =0

Y=g(x) fonksiyonu icin genel ¢6ziim:
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pdf si fx(x) olan tiirevi alinabilir reel raslant1 degiskeninin fonksiyonu g(x) verilsin
Y=g(x) i¢in pdf=?
{y <Y <y +dy } kiimesi kesisimleri bos kiime olan { Ei } kiimelerinin bileskesi olarak
da yazilabilir. Burada eger
Y=g(x) fonksiyonunun n tane reel kokii x1,xz,x,......... Xn ise
Ei={ xi- |dxi| <X <xi} , g’ (x1)<0
E={ xi< X <xi+|dxil } , g’ (xi)>0
Seklinde tanimlanan kiimeleri goz oniine alalim Her iki durumda da pdf tanimindan
P [ Ei] =f«(xi).ld xi lolarak yazilir.
Sonug olarak
Ply <Y <y+dyl = f,(y).1dy|
n

= fo(xl-). |dx;| olur.
i=1
Veya bu esitligin her iki tarafin1 |dy| ile boersek,
n n
dx; dy|™*
ORI % = D 10, G| ot
L= 1=

Bu durumda y=g(x) ifadesinin kokleri i¢in dy/dx=g’(x) alarak

n

fe (1)
Li1g G
xi=xi(y) , 8 (x)#0
Bu elde edilen ifade g(x) ifadesinin bir¢ok kokii oldugundan bu tarz problemlerin

seklinde genel bir fonksiyon elde eilir

fy(y) =

¢oziimiinii kolaylastiran bir yontemdir. Eger verilen bir y i¢in Y=g(x) ifadesinin kokii
yoksa fy(g)=0 olacaktir.
Ornek:

X:[0,1] uniform dagilima uyuyor. Y=2X+3 seklinde tanimlanan fonksiyon igin
fy(y)=?

g(x) =2x+3 2x+3=y = x=(y-3)2
g (x)=2
1 y—3 y—3
=) A
fy(}’) = z 22 = > olur.
i=1

Y=g(x) in beklendik degeri ve standart sapmasi

oo

E[x] = fxfx(x)dx

—00
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[ee)

E[x?] = j x2f.(x)dx ve 0% = E[x?] — (E[x])? oldugunu biliyoruz.

Y = g(x) igin bu hesaplamalar1 yaparsak

Elx] = f gOfdx  ve

= [[g@Ph@dr = of =yl - Bl olur.
fspat:
Y=ax+b seklinde bir fonksiyon verilmis olsun.

o0}

Ely]l = f(ax+b)fx(x)d = f

axf,(x)dx + fbfx(x)dx

=aE[x]+b

[ee) [0e] [ee]

E[y?] = J- [ax + b)*f,(x)dx = j a’x?f,(x)dx + f b?f,(x)dx + f 2abx f,(x)dx
= a2x2? + 2abx + b2 standart sapmay yazarsak
0% = a?x? + 2abx + b% — a?x? — b? — 2abx

= a*{E[x*] — (E[x])?}
N J

02 oldugunu 6grenmistik. Dolaysiyla 0% = a®c? olur.

Ornek:
pdf’i hesaplanacak fonksiyon uygulamalarinda Y = sin(x) tiirii bir fonksiyon

klasik bir uygulamadir. Burada X rast. deg.’nin
1
fx (x) — % 1] — T < x < Vs
0 diger.
Seklinde Uniform dagildig kabul edilecektir.

Coziim I:

(Klasik yaklasimla ¢ozersek) once bu fonksiyonunun seklini ¢izelim.
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4 y=sinx

sin(y)  m-sin(y) X

P[Y<y]=? Bununigin {Y<y}=7?

a) 0y <1icgin
(Y <y} ={sinx) <y}={m-sin1(y) <x <} U{0<x < sin1(y)}
E,(y) = E(m) — F(m-sin™'(y)) + F(sin™1(y)) — F(0)
£ = f (r— sin 1 (). = + £ (sin ). Jl%

dy 1—y?
0 <y < 1arahg igin.

1 1 N 1 1 1 1
21 [1 — y2 Zn\/l_yz n\/l_yz
b) -1<y<0igin

Benzer islemler yapilirsa sonug su hali alir.
1 1

=4 nfi—y2 '

0 diger durumlar

lyl <1

Oziim 1I:

(genel ¢oztim) Y=sin(x) i¢in pdf =?

1
0 diger

Burada g(x) fonksiyonu g(x) = sin(x) olarak tanimlanacaktir. Bu durumda
Y-sin(x)=0 denkleminin kokleri igin.
x1 = sin”'(y)

> 0ik
Wy > Otken {xz = 1 — sin~1(y)

Ayrica
dg(x) dsin(x) _
i cos(x) olacaktir.
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Genel formiil uyarinca g’(x) ifadesinin koklerdeki degeri hesaplanmalidir. Bunun

icin;
dg cos (x) -
— = = cos (sin
ol =1, ~ s
dg cos (x) 4
— = = cos (m — sin
dxl e, T o, ( )
= cos(m) .cos(sin‘l(y)) +W‘1(y))
= — cos(sin‘l(y)) olacaktir. “0” oldugunu biliyoruz tabi.
Not:

sin(0)=y — O=sin’(y)
cos(sin’(y))=cos(O)= /1 — y?

1 y
S)
1— y?

Bu durumda

dg dg

=g = = =.1—-v2 olur.

dtlymr,| | ol g
Son olarak

2
_ . 1 _fbinT () | felm—sin ()
o) —;fx(xl).I PR e
it 1 1 1
o '27'[\/1__3;2_7'[ 1—y2’

b) y <0 iken de benzer sekilde islemler tekrarlanacaktir.

0 <y <1olur.

Ornek:

y=2x+1 olarak verilmis olsun.
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A fx(X)

y=2x+1

2/3

A fy(y)

1/3

¥«

o fulx)
nrgea]
LD
> 2= )
£(-2) =0
y=3 icin  £(1)=2/3
f(y)=(1/2) (2/3)=1/3

%) 1

fy(y) =

y=-3 igin

£(3)=1/3

—o0 -2
2 x3 !
=—(—+x?| =0olur.
9.3 ,

, y=2x+1=>x=y—

-1
2

1

X=E[x] = fxf(x)dxz Jx%(x+2)dx=%f(x2+x)dx

-2

o5} 1 1 9
Ely] = f g f(x)dx = f(x + 2)f,(x)dx = f(Zx + 1)§(x + 2)dx
—0 -2 -2

1
2
=3 f(Zx +1D(x+2)dx = 1 olur
)

1
E[xz] = E ) Oy =5 )
Ornek:
fx(x) =N(0,1) yani
0 , x<0
g(x) = {x , x>0
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__f;(xi)
fy )= g'(x;)

Taniml oldugu araliga gore 6nce grafigini

cizersek yandaki sekil olusur.
Coziime gecelim:
P{Y<y}=P{X<y}—x>0=F«y)

= f,(x) oldugunu hatirlayarak

2 )

PlY<y}=P{X<0}=1/2 olur. Gausian -
oldugundan dolay. )
Simdi Fx(y) ve f(y) yi ¢izlim.
A Fx(y) A f(y)
1
________________ V2ma?
1
054
0,5

BiLESiK DAGILIM VE YOGUNLUK FONKSiYONLARI

Bir olasilik uzayinda birden ¢ok raslanti degiskeni tanimlamak miimkiindiir.

Ornegin:

{X<x,Y<y}={X=<x}n

{ Y <y} kiimesi £ € Q olaylarindan olussun ve X(&)<x,

Y(€)<y olsun. Bu durumda { X <x, Y <y } olay1 ile tanimli noktalar x” ve y’

diizlemlerinde altta verilen sekildeki tarali bolgeye denk gelir.

I

-y
.

o (XY)

Bu gosterimde x ve y degerleri gelisi
glizel olarak secilmistir. Ancak en genel
durumda bunlar herhangi bir denkleme
dontisttralirler.

Bu durumda bilesik olasilik dagilim fonk.
Fy(x,y)=P[ X<x, Y <y ] olarak
tanimlanir. Tanimi geregi Fxy(x,y) bir
ihtimali belirttigi icin Fxy(x,y) = 0 sartim

tiim x ve y degerleri i¢in saglanmalidir.

i) { X< 00, Y <o } olmasi kesin olay1, durumu ifade ettigi i¢in Fxy(o0,00)=1 olmalidir.

Ote yandan { X < -00, Y < -00} olmast s6z konusu olmayan olay1 ifade eder ve bundan

dolay1 Fxy(-00,-00) = 0 olacaktur.
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ii) Ote yandan { X< oo } ve { Y < oo } kiimeleri de kesin olaylar1 ifade ettikleri igin
{X<x,Y<oo}={X<x}ve
{X<o0,Y<y}={Y<y]olacagindan
Fxy(x, 00) = Fx(x)
Fu(0,y) = Ey(y) olur.
iii) Eger Fxy(X,y) stirekli ve tiirevi alinabilen bir fonksiyon olarak tanimlanmissa

bilesik olasilik yog. Fonksiyonu
2

fey(,¥) = az—anyy (x,y) olarak hesaplanabilir.
Dolayisiyla fy(xy) dxdy =P[x<X<x+dx, y<Y<y+dy/olacagiigintiim x ve y
degerleri icin fxy(X,y) > 0 olur.

i1ii) Yukaridaki esitligi integral alarak ifade edersek

Eey(x,y) = fx d¢§ Jy difey($, 1)

Esitligi elde edilir. Bu durumda Fxy(x,y) fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyonun
integrali olarak tanimlandigina gore azalan karakterde olamaz. Yani, (x1,y1) ve (
x2, y2) iki tane sayi ¢ifti olmak tizere x1 < x2, y1 < y2 sart1 da saglanirsa

Fxy(x1, y1) < Fxy( X2, y2 ) olmalidar.

Ayrica bir stireksizlik noktasinda Fxy(x,y) sagdaki ve iistteki degerleri alir. Yani

Fey (x0,¥0) = lim Fyy (xg + £,y0 + 8) olur.

S§-00

Ttiim bu ozellikleri ozetlersek

D) Fxy(00,00)=1, Fxy(X, -00) = Fxy(-00,y) = Fxy(-00,-00) =0
Fxy(o0,y) =Fy(y) ; Fu(x, 0) =F«(x)

1) x1<X2, y1<y2 ise Fxy(x1, y1) < Fxy( X2, y2)

HI)  Fey(xo,y0) = lim Fyy (X0 + €,y + 6) olur.

5—00
{x1<X<x2, y1 <Y <y} kiilmesinin elemanlarini goz oniine alalim.
A y’
xy)

Fy(x2,y2) = {1}+{2}+{3}+{4)
olur. Biz bu toplamin her bir

0gesini ayr1 ayr1 yazacagiz.

Yani:
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Fxy(x2,y2) =P[x1<X<x2, y1<Y<y2 | + P[x1<X<x2 , Y<y1] + P[X<x1, y1<Y<y:] + Fx(x1,y1)
Ise
Fu(xz2,y2) =Pl x1< X <x2, y1< Y < y2 J+{ Fxy(X2,y1) - Fxy(x1,y1) } + { Fx(X1,y2) - Fxy(x1,¥1)
+ Fw(xz1,y1) —
Plxi<X<x2, y1<Y<y2 | = Fxy(x2,y2) - Fx/(x2,y1) - Fxy(X1,y2) + Fxy(x1,y1) olur.
Fx(x) veFy(y) fonksiyonlari bir bilesik dagilim fonksiyonundan elde edilirse

bunlar marjinal dagilim fonksiyonlar: olarak adlandirilirlar. Yani:

Fo(x) = Fyy(x, 00) = f ds f dy fuy (€,9)
y

BO) = Foey) = [ du j A foy (6, 1)

— 00

marjinal yogunluk fonksiyonlari ise

dF, dFE,
fr(x) = (x) ve ) = }(]y) olacaklari icin yularidaki
e§1thk1er1n tiirevi ahndlgmda
dfi(x) _dfs (x
fel) = — > f fey (e, y)dy
dE,(y) _df; ( ) _
Koy =22 = j fuy (o )x

Buradan hareketle baz1 sonuglar:

Dt (x,y) 20, tim x ve y degerleri i¢in

II) f f fey (6, ¥)dx.dy = 1 ( kesin olay)

—00 —00

II) fy(x,y) bir olasilig1 ifade etmezken:
fo(x, y)dx.dy =P[ x <X <x+dx1,y<Y<y+dy] bir olasilik ifade eder.
BAGIMSIZ RASLANTI DEGISKENLERI
X ve Y gibi iki raslant1 degiskeni, her x,y deger ikilisi i¢in { X<x } ve{ Y<y } olaylar1

birbirinden bagimsiz iseler kendileri de bagimsiz olarak adlandirilirlar. Daha onceki
tanimlardan A ve B gibi iki olay P[AB] = P[A].P[B] sarti saglanmasi halinde
birbirlerinden bagimsiz olarak tanimlanmislardi. Burada

AB={X<x}In{Y<y}tanim1

A={X<x} ve B={Y<y} olmakiizere yapilirsa, eger sadece ve sadece
her x,y deger ikilisi i¢in:

Fu( %) = F().Fy(y)
Sarti saglanirsa X ve Y raslanti degiskenleri bagimsiz olacaklardir: Ayrica,
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_d’Fy(xy) _ dE(x) dF,(y)

fxy(x; Y) = dxdy T dx dy - fxy(x’ Y) = fx(x)-fy(y)
Sonucuna ulasilir. Sartl olasilik tanimlarinda bagimsiz X,Y raslant: degiskenleri

icin...;

Eey(x,y)
F(x|Y<y)=222=F(x) veya

E.. (x,
FEylX<x)= % =FE,(y) olacaktir

X

Bu sonuglar 1s181nda tiirev alinarak
x| Y <y)=fi(x) ve f,(y | X < x) = f,(y)elde edilirki buradan
Bagimsiz olaylar igin sarth olasilik yogunluk fonksiyonlarinin marjinal olasilik
yogunluk fonksiyonlarini verecegi sonucunu elde ederiz. Ayrica daha Once elde
ettigimiz bir sonuctan...:
Plxi<X<x2, y1<Y<y2 | = Fxy(x2 ,2) - Fxy(x2 ,y1) - Fxy(x1,12) + Fx(x1,y1)
Plx1<X<xz2, y1<Y=<y2 | = Fx(x2).Fy(y2) - Fx(x2).Fy(y1) - Fx(x1).Fy(y2) + Fx(x1).Fy(y1)
= Fx(x2) [ Fy(y2) - Fy(y1) | - Fx(x1) [ Fy(y2) - Fy(y1) |
= [ Fx(x2)- Fx(x1) [ Fy(y2) - Fy(y1) |
Plxi<X<x2 , y1i<Y<y2 |= P[xi<X<x2].P[ y1<Y<y2 ] sonucu elde edilir.
Ornek:
Asagida verilen fxy fonksiyonu icin X ve Y raslant1 deg. Bagimsiz oldugunu
gosteriniz.
1

21G2 e_(l/ZGz)(x2+y2)
T

fxy(x» y) =

1 1 x? 1 1y?

= G
V21G2 V21 G2

Olacagi icin X ve Y bagimsiz olacaklardir.

Ornek:

_(Ax+y), 0<x<1lve 0<y<1
fay (Y )_{0 , diger durumlar

Seklinde tanimlanmis olsun.

@)

eoap.
) A=?

/

)

f frey (6, ¥)dx.dy = 1 =>

54



1 1 1 1 1
x? 1
Ajdyf(x+y)dx=A.J<7+xy> dy=Aj<§+y>dy
0 0 0 0 0
1
_ (2 A L (1 1)_ _
—A<2+2> A2+2 A =>

A =1 olmalidur.
e

II) Marjinal pdf ler =?

1
2\ 11
y
fe(x) = f fry (X, y)dy = f(x +y)dy = <xy +7) =x+—= olur
-0 0 0
! <
0 zaman fo(x) = x+§ ) 0<x<1
0 , diger durumlar
benzer sekilde o0 =173 : 0<y<1
0 , diger durumlar

III) ny(X,y) =7
Fxy(x,y) = P[ X<x,Y<y | tanim1 yapilirsa s6z konusu olasilig1 hesaplamak igin farkl
durumlar1 goz tintine almak gerekir. Buna gore,

a) x 21 vey21olmasi durumunda...;

Ay

7

* (Xy)

]/ / ny(x,y)=fj1 foy(x' +yNdx'.dy' =1
// X’ 0 0

v

1
b) 0<x<1, y=21olmas:i durumunda...;
A y/ 1 X
ny(x:y) = f f fxy(x +y)dx dy
xy) .

—_

O
. . = fo<x7+y'x>.dy

v

x
Eqy(x,y) = (x + 1).5 olarak bulunur.
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<) 0<y<1 , x21olmasidurumunda...;

A y
y o1
ny(x,y) = f j fxy(x’ +yl)dxldy[
1 y'=0x"=0
// (x,y) 7
7 X Ey(,y) =y + 1).5 olarak bulunur.
1
d) 0<x<1,0<y<1 olmasi durumunda...;
AY
y x
ny(x'Y) = f f fxy(xl +y’)dxl-dy’

y'=0x"=0

] /// F,(x,y) = (x + y).% olarak bulunur.

A

1

{x < 0 ,ynin her degeri veya
e) y <0 , xinherdegeri
Olmasi durumunda...;

y A
1 Fxy(x,y) =0 olur.
_ (xy) /
1 x’

X+Y=1 dogrusunun alt1 X+Y<1 bolgesini belirtiyor
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1-xr

P[X+Y<1]= ﬂ froy(x',y").dx". dy" = f J- (x"+yHdy'.dx'

x'+y'<1 x'=0y'=0
1

1—(x")? .1
IT.dx —§0lur.

x'=0
Ornek:
Bir onceki 6rnekte ¢arpim halinde ifade edilemeyen bir pdf gordiik. Simdi de

bu tiir bagka bir fonksiyona bakalim;

fxy(xr Y) =

(x? +y* = 2pxy))

— o

2mB2\J1 — u? P2z =7
Bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu p # 0 i¢in tanimlanmis olsun. Bu durumda

X ve Y bagimsiz olmasi igin:

p=0 durumunda fy(x,y)= fx(x).fy(y) seklinde ifade edilip bagimsiz olacaklardir.

IKi RASLANTI DEGISKENININ TEK FONKSIYONU [ Z=2(X,Y)]
Cogu miihendislik uygulamalarinda bir Z raslant: degiskeni belli bir aralikta X

ve Y gibi iki ( hatta daha ¢ok ) raslanti degiskenine bagli olarak ifade edilebilir.
Mesela:

- Bir kuvvetlendirici girisindeki Z sinyali, X gibi bir isaret ve bundan bagimsiz
olarak tanimlanan Y giiriiltii cinsinden Z=X+Y seklinde tanimlanbilir.

-iki isareti ¢arpan bir sistemde, X bu carpicimin bir girisindeki, Y de bu
carpicinin diger girisindeki sinyal olmak tizere Z=X.Y seklinde tanimli ¢ikis sinyali
Z'nin pdf, nasil tanimlanabilir?

- X ve Y dogrultularinda bagimsiz hareket eden bir pargacik igin X ve Y ile bu
eksenlerdeki hareketi ifade eden raslanti degiskenleri tanimlanirsa Z=(X*+Y?)!2
seklinde tanimli ve toplam yer degistirmeyi ifade eden Z rast. degiskeninin pdf si
nasil hesaplanabilir?

Genel olarak Z=g(X,Y) seklinde tanimlanacagimiz bu tiir problemlerin ¢6ziimii
daha oOnce ¢ozdiiglimiiz Y=g(X) seklinde tanimli problemleri ¢oziimiinden farkl
degildir. Burada oyle bir C. ¢6ztim kiimesi bulunmalidir ki bunun igin

{Z<z},{(X)Y) € C:}olaylart ayni durumu ifade etmelidir. Bu durumda

E,(z) = ff fey(x,¥).dx.dy  olacaktir.
(x,y)ecCz

Bu tiir problemleri ¢ozimii Y = g(X) seklinde tanimlanan problemlerin
¢oziimiinden daha karmasiktir. Ancak i) yardimci eksen , ii) karakteristik
fonksiyonlarm kullanimi ile bu problemler coziilebilirler. Once bazi Srnekleri

inceleyelim.
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Ornek:
Z=X.Y seklinde X ve Y raslanti degiskenleri cinsinden tanimli Z raslant

degiskenileri i¢in ¢oztim kiimesi C. yi elde edin. Fx(z) ve f(z) =?

—y=z/X veya X=z/y

y=z/x veya x=z/y

{Z <z} ile ifade edilen ¢6ztim kiimesi

£“_ 77

{ XY <z} seklinde taniml1 olacaktir. Yani her herhangi bir “z” degeriicin (z>0),

x.y £z =>y < z/x olacaktir. Bu sart1 saglayan ¢6ziim kiimesi yukarida gosterilen tarali
bolgedir. Bu durumda...;

F:z)=P[Z<z]=P[X.Y<z] =>

Fz)=P[Y<z/x ]=>

FZ(Z)=f Zj/yfxy(x,y)-dx -dy+j0 jofxy(x.y)-dx -dy
0 \-o —o \z/y

Burada Gy,(x,y) £ j fey(x,¥)dx belirsiz integralini tammlarsak bu durumda

0 0
E@ = [ [6o(*fy3) = G0 dy + [ [Gy(=e0,9) = Gy (*fy ¥)]-dyolur.
0 —00

Buradan hareketle,

dF,(z)
f,(z2) = FPa ?  sorusunu nasil cevaplariz?

Yukarida elde edilen Fx(z) esitligi igin,
Kiy(x,y) £ f Gyy(x,y)dy bellirsiz integralini tammlayp yazalim. Boylece
) 00 0 0
E(2) = Key(*fy ¥, = Ky (=00, 0| + Ky (0, 0| = Ky (%/y 9| olur.

dFZ(Z) . dey(Z/y')’) _ dey(_oo'Y)| ” n dey(oo,y) _ dey(Z/y:Y)
dz dz dz dz dz

0

y=0 y=—00

_ <deYEiZZ/yfy)>

0

(0]

dKyy (Z/ , y)
Ty> -

f2(2) = (

y=—0o

- (2t 0)

y=0
0

1@ = ([ 5 1y )0

—00

o)
y=0
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0

1@ = ([ iy ) dy ([pissCp )|

f,(2) = fmfxy(z/y,y).dy olarak bulunur.

Ozel bir durum olarak X ve Y bagimsiz ve benzer olmak iizere
a

() =f,() £ W}Tx)z olarak tammlanmis olsun. Bu durumda,
U Y
Z) = —_— dy =>
fz( ) f |y| a2-|—(Z/y)2 o’ _|_y2 y
z v 1
fZ(Z)_ ™ ]22+aua2+udu =2

0

a\? 1 x?
f,(z) = (E) mhm <a4> olur.

Ornek: ;

Z=X+Y seklinde tanimli bir raslant1 degiskeni icin f.(z) nin hesaplanmasi
Z=g(X,Y) seklindeki problemlerin en yaygin olandur.

{Z<z}={X+Y<z} olarak tanimli iki ayr1 kiime ayn1 tanim bolgesine sahiptirler.
Bu durumda,

P[ Z<z |=P[X+Y<z] =>

E,(z) = f fry (X, ). dx. dy olacaktir.

xX+y<z
A

y

_ e e o
VR T Coztim kiimesi y=z-x egrisinin solunda
WAESLEEELES
HELEIEEIIEL S
HELLIEEL AL
AELLIPEL LIS,
PPl P AP P PPy
AEELEFEL LIS
CPP PP PP PPl PP PP X
CPP PSP PPy PP PP PPy
L P

x=zy kalan bolge olacagina gore

v

CE PP PP PP C o E PP P ey

CET PP PP PPy PP P PP Py

A A r A
A T i A A e s
R R P P s
A N s
G P L A P L P P
P A Py o P R P P P R PP e

[e) z=y
E@= | f foyCoy)dx |dy  =>
F(2) = f Gy (Z = y,7) — Goy (=0, )]dy olur.

Burada Gy, (x,y) f fry (xy)dx olarak tammlandigimi kabul ediyoruz.
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Burada F.(z) fonksiyonunu elde etmek igin,

EFZ(Z) degerini hesaplamak gerekir.0 zaman

d frd
£(2) = L) = f [ —yw|ay =

f,(2) = f fey(@ =y, y).dy sonucu elde edilir.

Cogu durumda X ve Y birbirinden bagimsiz iki raslant1 degiskeni taniml

olabilirler. O zaman

f,(2) = f fx(z=y,y).f,(¥).dy seklinde tamml bu pdf aym zamanda f, ile f,

fonksiyonlarimin konvoliisyonu olarak da bilinir.
Gortldigii gibi bu tip problemleri tamimlardan yararlanarak ¢ozmek her

zaman i¢cin miimkiin olabilmektedir.

Ornek:
“X” raslant1 deg. [0,1] araliginda, “Y” raslant1 deg. Ise [ 0,2 ] araliginda

Uniform dagilima sahip olsun buna gore su sorulara cevap arayalim.

a) f«(x) ve fy(y) fonksiyonlarini gizelim.
TH(x) T 1)
1
1/2
> >
1 2
b) f«(x) fonksiyonunun y eksenine gore simetrisini alip grafigin

parametresini degiselim ve grafigi z kadar oteleyelim. Biz bununla f«(z-y) yi elde

ederiz.

fx(z-y)

"\<

z-1 z
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) z <0 igin fx(z-y) ile fy(y) cakisan kismina bakalim

N =

dyzzz olur.
p 1 z 1
Y—Zyz_l 5
1,1 2
2 y_zyz—l
33—z ]
=—— olur.

i (z-y)
1/2 fy(v)
z-1 z 2 g
d) 0<z<1igin
4
t«(z-y) 1
2 fy(y)

z-1 z 2 g

e) 1<z<2igin
4
1 fx(z-v
172 fy(y)

z-1 z 2 >

f) 2<z<3igin
A
1 t(z-y)
fy(y)
1/2 /
z-1 2 z >
8) z>3 t.(z) cakisan alan olmadig: igin O olur.
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L Vo O<z<1

fAz) = Yo 1<z<2 elde edilir.
—> (3-2)/2;. i 2<z<3
S (N 7>3

t:(z) nin olasilik yogunluk fonksiyonunu ¢izersek
A fZ(Z)

Vs [-===- P[ z<2]=>3/4
P[ z<3]=>1

elde ederiz.

v

U

Iki Raslanti1 Degiskeninin Iki Fonksiyonu:

V=g(x,y) ve W=h(x,y) tipindeki problemlerdir

B

Burada { ai } degerleri

kazanca ifade etsinler.

W

v

Yukaridaki sekil ile belirli bir haberlesme sistemi ( steryo temel-bantli sistem
olusumu gibi ) ifade edilmektedir. Veya { ai } degerleri 1 olarak secildiklerinde, belirli
bir haberlesme sisteminde V ve W sinyalleri ( sirasiyla X ve Y sinyallerinin fark: ve
toplamlar1 ) gonderilen sinyali tespit etmekte kullanilir.

Kisaca V=g(x,y) ve W=h(x,y) fonksiyonlar1 tanimli iken, fxy(x,y) birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonlari ile tiirevi alinabilen g(x,y) ve h(x,y) fonksiyonlar1 i¢in
Fow(v,w) ve fow(v,w)=?

Bu tiir problemlerin ¢oziimlerinde

oy = L) Jj

- = [y (x,¥).— tammlamasindan faydalambr.
| ]| x=0(v,w) x=0(v,w)
y=yvw) y=y(v,w)
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v=g(x,y) ve w=h(xy) olmak tizere tanimlanan

x=¢p(v,w) ve y=y(v,w) fonksiyonlaricinsinden

29 29]
oy _|%% |
J £ = matrisine
ax,y) |an oh
ax oy
gxy)=v
h(x,y)=w dontistim matrisinin jacobyen matrisi,
CURY
- 0@y [ov ow .
= = matrisine
] (U , W) 0 ¢ 0 ¢
v aw
X=¢(v,w)
y=y(v,w)  donitisimiiniin jacobyen matrisi denir.
Ornek:
V=g(xy)=3x+y
W=h(x,y)=x+2y fonksiyonlar1 X ve Y raslant1 degiskenleri i¢in tanimlanmis
olsun.

fey(x,y) = —exp [——(x +y )]
Icin  fo(v,w)=2

Coziim:
X=¢p(v,w)=2v-5w  ve
Y=y(v,w)=-v+3w  olacaktir.

g _ ¢ _ o oy
F 2, Fi -5, F -1 ve FIi 3 olarak hesaplanir.

Bu durumda

=12 _35] => T =2+3—(=5)*(-1) =1

fr ) = 5-exp -5 2 4 57|
fow@W,w) = —exp [——((217 —5w)2+ (—v + 3w)2)] =>

fow(,w) = —exp [—— (5v2 — 26vw + 34W2)] olur.

Yani bu doniistim korelasyonu olmayan iki raslanti degiskenini korelasyonu

olan ye iki raslanti degiskenine doniistiirm{istiir.
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Su ana kadar gordiiglimiiz formiiller V=g(x,y) ve W=h(x,y) fonksiyonlar1 birebir
fonksiyon olduklar1 zaman yazilabilirler. Ancak (x1,y1), (X2,¥2), (X3,y3).ceeeeuennnnn.

(xn,yn) gibi n—tane V=g(xiyi), W=h(Xi ,yi) kokiiniin olmast durumunda ¢6ziim;

w0, ) = MU” ZMWMMI

i=0
Seklinde elde edilir. Buradak1 “1” indisi jacobyen matrisinin i. kokte
degerlendirilecegini ifade eder.

Ornek:

V=glxy =Jx?>+y% ve

tan~?! (%) , x>0

W = h(x,y) = olarak verilsin.

1 (Y
tan (x)+rt , x<0
Eger X ve Y birbirinden bagimsiz ve benzer sekilde degisiyorsa ve
fxy(xr)/) = 271G2
Coziim:

Oncelikle verilen iki denklemin koklerini bulalim.

V =gy =xt+y?

—(x%+y )] olarak verilmissefvw(v,w)=?

262

1 (Y
W = h(x,y) = :r:l_l(é% ,+n | xx><00 burada tan‘ly/x ifadesi (—gg)

araliginda tanimlik oldugu icin w ifadesi de 2w aralikta tanimhidar.
Burada x>0 iken -m/2 <w<m/2 ve cos(w)=0 olur.

X<0 iken T2 <w<3m/2 ve cos(w)<0 olur.
Dolayisiyla buradaki tek ¢oziim
X=V.cos(W)=d(v,w) ve
Y=V.sin(w)=yi(v,w) dir.

7 (oY) _ |cosw —v.sinw _
ad(v,w) sinw  v.cosw

fow(v,w)= v.fy[v.cos(w) ,v.sin(w)]

1 v [ 1 >0 T < T
w0, W) = {27762 exp o2 , v T S w >
0, diger durumlar

fow(v,w)=tv(v).fw(w) olacaktir.
Yani V ve W birbirinden bagimsiz raslant1 degiskenleridir. Burada V Rayleigh, W da

2m araliginda Uniform dagilmis iki raslant1 degiskenidir.
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KARAKTERISTIK FONKSIYON:

Bir X raslant1 degiskenine ait karakteristik fonksiyon

Q.(w) = E[e/"*] = fo(x).efwx.dx

Seklinde tanimlidir. Bu tanim e™* terimindeki kullanilmayan (-) isareti disinda
f«(x)fonksiyonu fourier transformu olarak ta adlandirilabilir.

Karakteristik fonksiyon bagimsiz raslanti degiskenlerinin toplamimin
hesaplandig1r problemlerde sik¢a kullanilir. Daha once gormiis oldugumuz iki
raslanti degiskeninin fonksiyonu seklindeki uygulamalarin bir O6rnegi Z=Xi+X:

seklinde tanuml1 bir toplam fonksiyonu igin gerekli olan islemler yapilacak olursa,

@) = @@ = [ fo @ iy~ Dt

Seklinde toplam raslanti deg. olasiik yogunluk fonksiyonu f (x) ve f;,(2)
cinsinden ifade edilirler. Yukaridaki gibi tanimlanmis integral islemine konvoliisyon
ad1 verilir ve analitik olarak hesaplamak her zaman pratik olmayabilir.

Ancak yukaridaki gibi tanimli karakteristik fonksiyonlar cinsinden bu
konvoliisyon islemi basit bir ¢carpma islemine doniistiiriilecektir. Yani:

QW) = Qu, (W). Qs (W)

Seklindeki tanim Z raslanti degiskeninin karakteristik fonksiyonu olup

hesaplanmas: daha basittir. Sonrasinda f:(z) olasilik yogunluk fonksiyonunu elde

etmek icin:
1 o ,
f(2) = Py Q,(w).e™ % dw seklinde

tanimli ters doniisiim formiiliinden faydalanilirsa En genel halde:

Z=X{+XgF oo A Xy
f2(2) = [, (@) * f,(2) * oo fy (2) VEyQ
Q:(W) = QW) * Qr, (W) * cev et ek Qe (W) olacaktir.
d d(r .
Q;V(VW) _ E( f fZ(Z)eJWZ dZ)
(o d
- [ L@@ dz

=j fz.fz(z)ejwz dz
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_1d"Q,w)

= E[z"
[2"] j?  dwn

bu n.dereceden momenti verir.
w=0

n=1 i¢in integralin sonucu;

Elz] = ]1 deZ—V(VW) . = f z. f,(2)e/V* dz olur.
—® w=0
BILESIK KARAKTERISTIK FONKSIYON
Qe xppo i (W1, Way ceevee s, W) = E[@/(W1X0WoXzrs wNxN)| - pe
fxl,xz ............ xN(xpxz’ e, Xy)) =
— o | [ [ Qe @) ¢ (S

Esitlikleri yukarida yapilan tanimlamanin bilesik olasilik dagilim fonksiyonu

icin ¢ok boyutlu genisletilmis halidir.

BIRLESIK MOMENTLER

Z=g(x,y) ve

[oe)

Bl =Flge) = [ 2@ ds| = [ [ 9@y fiyCoridxdy

—0o0 w=0 —00 —00

Eger X ve Y birbirinden bagimsizsa z=g(x) ve w=h(Y) de bagimsizdur.
E[ g(x) h(y) ] = E[ g(x) E[ h(Y) ] olur.

Ornek:

Elxy®] = f ] xy3 fry(x,¥)dx dy olarak veriliyor
X ve Y bagimsiz iki raslant1 degiskeni ise E[xy®] ifadesini yaziniz.
Cevap:

Bagimsiz olduklarindan E[xy]=E[x].E[y] yazilabilir. Dolayisiyla
E[xy3] = E[x].E[y?] olur.

KOVARYANS
X ve'Y iki raslant1 degiskeni olmak tizere
Cov(X,Y) = E[(x — ) (¥ — py)]
= E[xy — uyx — ey + pxky]
= Elxy] = uyElx] — ueEly] + piepsy
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Elxy] — petty — bty + pxtty
E[xy] — pxtty

= E[xy] — E[x].E[y] olarak tanmymlanr.
|Cov(x,y)| < 0,0, olmahdr.

Cov(x,y) S .
Pxy = Tay buradaki py,, iliski katsayis1 denir.bu kolerasyon katsayisi
-1< pxy <1 arasindadir.
Eger X ve Y bagimsiz ise
Cov(x,y) =E[xy]-E[x].E[y]
= E[x].E[y]- E[x].Ely]
=0 ve py=0 olur.
X ve Y bagimsiz ise Cov(x,y)=0, p==0 olur. Yani kolerasyon yoktur
— Eger Cov(x,y)=0 ise her zaman X ve Y bagimsizdir. Ama
—Eger p»=0 ise X ve Y her zaman bagimsiz olmaz.
Ornek:
Z=aX+tbY ise (02)%’yi, Ox, Oy Ve px cinsinden ifade ediniz.
Cevap:
E[z]=E[axt+by]=aE[x]+bE[y]

=aplx + by
Ve 02 =E[ ( z-p= ) ] = E[ {(ax+by)-(apxtbpy)}? ]
=E[ { a(x-p)+b(y-pu)}? |
—a%E[ ( x-11)?] + b2E[(y-1)? ] + 2abCov(xy)
= a%(0x)? + b%(oy)? + 2ab pxy(0x Oy)
Ozel olarak X ve Y bagimsiz ise
a=b=1ise Z=X+Y =>(0z)>= (0x)*+ (0Oy)? olur.

MERKEZI LIMIT TEOREMI

Tanim olarak normalize edilmis ¢ok sayida birbirinden bagimsiz raslanti
degiskenleri i¢in X1, X2, Xa......oooininis XN icin sifir ortalama ve  (01)? (02)%.........

(on)? ile ifade edilen sonlu varyans degerleri
n

Z o? toplam degerinden kiglkken bu raslant: degiskenlerinin toplami

L

i=1
Normal dagilima yakinsar
Teorem: X1, X2, Xaeuiiiiiiiiinanans X~ olasilik dagilim fonksiyonlar1 fi(x1), f2(x2),
£3(X3), e fa(xn) olarak tanimlanmis “n” tane birbirinden bagimsiz raslant:
degiskeni tanimlanmis olsunlar. Bunlar igin;
X, =0 ve Var[ X, ] = of olmak tizere
S22 024074 i e e+ O tammlansin
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s 7

Verilen bir e >0 degeri icin yeterli sonsuz “n” say1 icin (ox) degeri (ox) > £5n

k=1,2,.......... n sartini saglar ve bu durumda
In2 X1+ X+ e X)) /S,
Normalize toplam1 mormal dagilim PDF’sine yakinsar
1111_{{)10 Fz,(2) cwv ovv ovv v eev oo normal dagilim olmaktatdr.
Teorem: X,=0 wve Var[X;]=1 i=012........n olmak tizere tamuml
bagimsiz ve benzer dagilimi olan X1, X2, Xa.................. Xn raslanti degiskenleri
verilsin
n
Z, 2 i Z X; tanmmmlanirsa
n \/ﬁ -~ L
1111_% Z, =N(0,1) olacaktir.
[ >
—_—
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_ s :-,:4)'#-. :
Goziimlii Set-1 BRI )

1) Bir zar atilmasi deneyinde olugabilecek sonuglar i=1,2,3,4,5,6 olsun. bu deneyle liskili olarak X=i*
rastlanti degiskeni tamimlaniyor.

a) Bu rastlanti degiskenine iliskin olasilik dagilim fonksiyonunu (PDF) ¢iziniz.

b) F(12) degerini bulunuz. . 5'
c) P(5<X<7) olma ihtimalini bulunuz. . -,’3;"!1'.“_'
d) P{7<X<11) olma ihtimalini bulunuz. o "‘%
2) Asagidaki grafiklerden hangileri olasilik dagilim fonksiyonu grafigi olabilirler, neden? o
a)
Fix)

‘f;:’:'.i
< T T T T £
x
4 4 k3
b) -
. L
Fix) et
Pl
j - .
kN
T T t T £
1 2 3 K
c) A
AFix
1]
/
T i T T -+
1 2 3 x
0.5
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g ¢, A . . E
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v

- .
* > - o
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Fixi
,/
e
ra
s
Fixy
Fa
1 — — — —
L]

&

Fix)

at
e)
f)
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g)

LA

F(x)

w Vv

h)

T B
x

3) Uretilen bir direncin Gzerinde gsterilen hata degerinin Gzerinde olmasi ihtimali p=0.02 dir. Bu
durumda Uretim bandindan rasgele 10 tane direng sectigimizi diistnelim.

X(k): k tane direncin bozuk olmasi rastlanti degiskeni olsun ve bu rastlanti degiskeni; : -\_‘
1, 0<k<2 ;
_ _ )2, 2<k<5 o i
X(k)=f(x) = 3 5<k<8 degerlerini alsin. :
4, 8<k <10

a) P[x=jl yi j=1,2,3,4 i¢in hesaplayin.

b) Olasilik dagilim fonksiyonu (PDF)  F(x)'i gizin.
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4)  Olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) asagida verilen fonksiyon igin;

fix)
Py

k

< i &
-1 1 x

a) k‘yibulunuz.
b) E[x]‘ibulunuz.
¢) Varyansi bulunuz. (¢?)
d) Olasilik dagolim fonksiyonunu (PDF) bulunuz.
e) P(0<X<1) olasiligini bulunuz.

5) Asagida PDF iverilen X rastlant degiskeni igin,

a)
b)
c)
d)

F(x)

Olasilik yogunluk fonksiyonunu bulunuz.
E[x] i bulunuz.

Varyansi (¢?) bulunuz.

P(0<X<1) olasiligini bulunuz.
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CEVAPLAR LT
1) X raslant) degiskeni esit olasiliklarla (1/16) 1,4,9,16,25,36 degerlerini alacaktir. Gerekli fonksiyon '
noktalarinin olasilik degerlerini bulalim.

F(0)=P(X<0)=0
F(1)= P(Xs1)=1/6 IRUE S

F(4)= P(X<4)= 1/6+1/6=2/6 [yani ya 1 yada 2 gelmesi ihtimali]

F(36)=P(X<36)=1

F(x)
¥\
1 — —_—
=6 — -
46
36 A
26 -
1L'6 - ) T a
T — T I T T ==
1 4 ° 16 25 36 x
b) F(12)=4/6 i
¢) P(5<X<7)=F(7)-F(5)=2/6-2/6=0 o =
Ay
d) P(7<X<11)=F(11)-F(7)=3/6-2/6=1/6
2)d ve f siklarindakiler gecerlidir. Digerleri F(x) olamaz
3) Burada direncin belirtilen hata degerinin tizerinde gikmasini bernoulli kuralini kullanarak -
hesaplayabiliriz. i
X(1) => 2 den az direnc hatali olmall, yani; ”
70 -'l';“' ;
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.

2 2
5(,10;0.02) = > (1) (0.02)'(0.98)0

i=0 i=0 7
- (100) (0.02)°(0.98)° + (110) (0.02)1(0.98)° + (120) (0.02)2(0.98)8
= 0817 + 0.166 + 0.015

=0.998
X(2), X(3) ve X(4) de bulunup fonksiyon gizilir.

4)
a) [0 fax = [ kir=1=ke| ! =1= 2k=1 k=172

oo

b) Elx] = [, xf Gz = [1 2xdx =%

1 1 -
=——-=x=0
4 4

o0 3 1 2
ot = [T afde= 15| =54=2

d)—o<x<—1 F() = [ f(r)ydr = [*_0dr=0

—1<x<1 F(x) = [* f(rdr = [20dr+ [X 2dr =2x+3
1<x<o F(x)=["_f(rdr= j-_-;Odr+f_11§dr + [ 0dr =1
0 ,—o<x<-1
=>F@)={ ;x+; .~1<x<1
1 , X =™

e) P(0<x<1)=F(1)-F(0)= 1 -g =

S
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5)

1(x)

<l >

b) E[x] = % xf(x)dx = [ 0.5[6(x — 1) + 8(x + 1)]x = 0.5 — 0.5 = 0

Qo? = [ x*f(x)dx = [T x20.5[5(x — 1) + 8(x + 1)]dx = 0.5+ 0.5 = 1
d) P(0<x<1)=F(1)-F(0)= 1-0.5=0.5
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Cozimli Set-2

N

X=3 7 s T y=3

Yukaridaki sekilde gosterilen 3 semboliin (1,2 ve 3) iletildigi bir haberlesme kanalinda 3 ile 2 ayni oranda
1 ise bunlardan 3 kat daha fazla siklikla génderiliyor. P[Y=1] X=1]=0.8 P[Y=2|X=1]=0.1 P[Y=3|X=1]=0,1

Buna gére alicida Y=1 alindigina gore 1 gonderilmis olma olasilifi nedir?

2) Uretilen bir direncin Uzerinde gésterilen hata degerinin Uzerinde olmasi ihtimali 0.02 dir. bu durﬁrndé
{iretim bandindan rasgele 3 tane direng segtigimizi disiinelim. X rastgele degiskeni asagidaki sekilde
tanimlandigina gore;

X(k): k tane direncin bozuk olmasi

0 0<k<l
Xk—ll 1<k<2
*)= 2 2<k<3
3 k=3

a) P[x=j] yi hesaplayin, j=0,1,2,3
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b) F(x) ‘i gizin.

c) f(x) i gizin.

3)

0.1

_E
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Yukarida X rastlanti degiskeninin pdf i verilmistir. Buna gére;

a) k=?
b) P[X=2]=?

¢ PlX=1]=?
d) P[-2<X<0]=?
e) P[-3=X<-2]=?
f)  P[-3<X<-2]=?
gl EX]=?

hy o®=?

i) F(1)=?

i) F(X) igizin

4) Kullanmakta oldugumuz radyo icin bir pil aldiginizi ve bu pilin 6mrinin (glin olarak) X rastlanti

degiskeni ile degistigini diisiinelim. Bu rastlanti de@iskeninin pdf' i fx{x)=ke ™~ , x e (0,%)

seklinde verilsin.

a) k=?

b) P(X2t) igin bir ifade elde ediniz.

c) P(X>t+s | X2t) yi bulunuz. Bu fonksiyonu nasil yorumlarsiniz?

d) Pilinizi ilk aldiginizda 10 giin dmriniin olmasi, 1 ay kullandiktan sonra 10 glin daha émriinin
kalmasi ve 1 yil kullandiktan sonra 10 gin daha émriintin kalmasi ihtimalleri arasinda blyikliik
kiigliklUk agisinda nasil bir iliski vardir?

CEVAPLAR

1) P[X=1]=0.6, P[X=2]=0.2, P[X=3]=0.2
P[X=1 | Y=1]=?

P[X=1]Y=1] =

- PIY =1|X =1]*P[X =1]

TP[Y=1[X=1]*P[X =1]+P[Y =1| X = 2]*P[X = 2] + P[Y = 1| X = 3]*P[X = 3]

- 0.8%0.6 _0.8%06 048
08%0.6+02%02+03*02 048+0.04+006 058
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2)

a) P[X=0]=(

3
0
3
1

](0.02)° *(0.98)° =(0.98)° a .

P[X=1]= [ )(0.02)‘ *(0.98)°

3 )
PIX=2]= ( 2J(o.oz)- *(0.98)'
3 3 0 3 R
P[X=3]= 3 (0.02)* *(0.98)° = (0.02)* =8*10°° o
.
(x) S
F . - ‘ -
I T T —>
1 2 3 X

c)

fix)

A
AT

—

——

—
-
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a)

?f(x) =1= _jO.lé(x+ 3N+ []%(x+2) + ].k + ?0.55(x -2)
= 3 2 0 2

2 0 3
:0.1+£(x—+2x +kx| +0.5
22 -2 0

\
—06+% 07[L4J +3k
2 2 )

:0.6+--’;-(2)+3k:o.6+4k=1:.>k:0.1

b) P[X=2]=0.5

¢) P[X=1]=0

d) P[-2sX<0]=Uggenin Alani=(2*0.1)/2=0.1
e) P[-3sX<-2]=P[X=-3]=0.1

f) P[-3<X<-2]=0

g)

@ -3 L) 3 2
E[X]= [5/(x)= 0.1 [x5(x+3)dx+ [0.05x(x+2)dx+ [0.Lxde + [0.5x5(x - 2)dx
=3 -2 0 2

3 3\ 2|
v00g Xy ) |0 00008
3 37 ) 2T

=0.1x
x=-

+O.5x‘
|x=2
r

=03+ 0.05\‘0 _[_TS+ 4]} +0.05(9-0)+1

2
=0.7-9§§+0.45 :1.15-%:%5

J

h)
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= 3 0 5 2 """-'
EX*]= [ f(x)dx =0.1 [x*8(x+3)+ Jo.05x*(x +2) + I0.1x3 + jo.sfd(x -2) o
= -3 -2 0 2 .-

=0.1x2

3 2
+0.5x°
0

4 3 3
+0.05 x—+~2i 0 +0'lx
4 3 /1-2 3

x=-3 x =2

=0.9+0.05[0 (4 ?)1 10942

=3.8+%=£ ' ety
3 3 Pl

g2 112 3.25]2 _11.210.5625 _23.0375
R 3 9 9

-3 -2 -1 1 2 3

J)F(1)=0.3
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1 L e
i FONE =
" N = —x/2 | ® —x/2 -0/2 P .l';-r‘ .‘:‘. 3 :
* a) jf(x)dx:l-:a[ke dx =1=> —2ke ‘0:1:>—2k[e —e” ]=1=>2k=1:,k,,=.,*1§,§,;1-52é
iy % ] -x'2 -x Zi\xJ -2 -2 -t/2
b) P(Xz:):j.f(x)dx':_[—z—e = —e e > P(X 20)=¢
c)
-t/2
f(x)=(1/2)%e
‘P( )=(1/2)
!
11
x raslanti

degiskeninin hem t
hemde t+s den biiviik
oldugu bélge

P(Xzt+sX21)
P(X2t+s | Xot)s ————
) P(X=1)

P(X=t+s) e .,
P(X>t+s , X2t)= P(X2t+s)=> P(X2t+s | X2t)= ( ) = =e

5

P(X=1) e’

d) Hepsi Esit ()
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Cozlimli Set-3

1) Xve Y rastlanti degiskenlerinin birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu

Foxy)=4Coxe{l2a) ve ye{l3})
’ 0, diger

olarak veriliyor. Buna gére,

a) c=?

b) P(Y<X)=?

c) P(Y>X)=? <
d) P(Y=X)=?
e) P(y=3)=? e
f)  fx(X)=?, fyly)=?
g) E[X]=?, E[Y]=? ‘

2 3

hy o,=%c; =?

Lh T

Cevap-1:

6 tane O’dan farkli olasiligi olan durum var. Bu durumlar; (1,1), (1,3), (2,1), (2,3), (4,1) ve (4,3).

Hﬁry dxdy =1 olmali. Buradaki olaylar igin integral toplama déniseceginden;
ZZﬁry(.\(y) =1 olmali.

a) ¢[1.1+1.3+2.1+2.3+4.1+4.3]=1 => c=1/28
b) Y<Xolan 3 érnek noktasi var.

v P2+ 1)+ P43 = 521+ 41+ 43)= 18 A
c) Y=Xolan 2 érnek noktasi var. (
Pevsx)= P({1.3))+ P(2.3) = %(1.3 +23)= §9§

d) Y=X olan tek Srnek noktasi var. | : ~
P(Y=X)= P({L.1}) = 2%(1.1) = -2% I, o

e) y=3olan 3 érnek noktasi var.
3 6 12 21 .
=3)= P({1.3 P(i2,3 Pl4.3))=—+—+ === C .
Pv=3)=P(3)+ PR3N+ P(4.3)) = o v 2= 2 K

f)

T, Y
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1/7,x=1 U4 .
2/7,x=2 Sy

Jr(x)= py)=4314.y=3
4/7,x=4 0 i

.dige

0 .diger . ger

Ornegin;
x=2ise f(2)=P{2.1})+ P(f2.3}) = ,2_85
g) E[X]=3 EY]=5/2

ot =10 5

g ve h gklannin gdzumleri igin elimizde fx(x) ve fyly) oldugundan artik bu degerleri hesaplamak cok kolay olmal ! (CHzimdii size

birakiyorum.)

2) X veY rastlant degiskenleri i¢in;

2 JYox=—5.4,.,45 ve y=01..10

cx”
Jrey(x,y) =
0 diger

veriliyor. Buna gore E[XY’]=?
Cevap 2:
N 5 10 s
E[XY’]= > 0’ fiv(x.)) =0

x=—5y=10

3) XveY {1,2,3} degerlerini alan diizgtin yogunluk f

Buna gore;

a) V=2X+2Y => fv(v)=?

b) W=X-Y => fw{w)=?

Cevap 3:
81

84

onksiyonuna sahip rastianti degiskenleri olsun.



Bu probleme iki ¢6ziim sekliyle yaklasilabilir.

a-1)
v X ve Y dizgiin dagilima sahip olduklarinda (yani
v=110 =12 her 3 degeri olma olasiliklar esit oldugunda v
3 v=8 ‘T rastlanti degiskeninde bu 9 durumu alma olasilig
| esit yani 1/9 olacaktir.)
2 v=10
v=6 |v=8
1 —
=4 v=6 T\—S
i
|
[ X
2 3
Buna gdre ;
fv(v) Ornegin;
‘ 4 degeri 1 kere alinabildiginden 1/9
3/9 - i 8 degeri 3 kere alinabildiginden 3/9
2/9 + ‘
179 | |
! I -
4

10 12

82
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a-2) Diger Cozim yolu;

Konvollsyon almak

fy(v)
EN

13 —

i & 4
!
. i ”*%—B‘
1 2 3

Once Z=X+Y yi bulalim

f¥(z-y)

"

S

T 4: oy _I'_ 173
E

—— T -
-3 -2 z-1
1) <2
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v

-3 1-2 1 1 2 3 R

fz(z)=0, 2<2

1.1 1
1) z=2  bu durumda sadece z-1 ve 1 st (iste gelecek fz{z):E* 5 = a , Z=2
. 1,1 1,1 2
z=3  z-1lve 2, z-2 ve 1 (st Uste gelecek fo(z)=—* -+ % _ =2 5=3
33 3 3 9
I 1 1. 1 3
z=4  z-1ve3,z-2ve 2,z-3 vel iist Uste gelecek fz(z)=—+—-+—==,z=4
) 2 1 _ e
benzer sekilde, fz(z}:E ,2=5 ve fz(z)t; ,2=6 soTas

V=2(X+Y)=2Z oldugundan

awa AN

f‘. -
f22) (v)
379 — 3/9 L
2/9 |
1/9

w ¥

v

|
—-
—_—
-
-
~ ~
=] =)
-
o
R
-
e . o

84
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b sikki benzer sekilde ¢ozillr.

4) X ve Y rasgele degiskenleri igin;

2-2y.ye [0.1]

1-%.xel0.2]

ﬁ(x) B 02» digei'

0 . diger

W=X+Y ile verilen W rastlanti degiskeni icin fw(w) yi bulunuz.

Cevap 4:

Konvelisyon olarak cevap asagidaki gibi bulunur.

2
i %f%w J<sw<2
w) =
) 9 9 3 5 1 4
W+ W ——w 2<w<3
2 2 2 6
0 Jdiger
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5) X [0,2] araliginda Y ise [0,2] araliginda Uniform dagilima sahip rastlant: degiskenleri olsun. Buna

gore;
k
X
— 0
v
| S—
yukaridaki sistemde k degerine sahip direngler kararlilik testinden gegiriliyorlar ve sistem ¢ikisinda ' ..';.—.j;;;r

Z>5 olursa bozuk, 75 olursa saglam olduklarina karar veriliyor. k girisi sicaklik tolerans degeri olup
k=2 olarak biliniyor, sistemde bunu 50°C de test ederek cikisa 2k olacak sekilde verilmesi tasarlanmis.
Ancak X ve Y guriiltileri ylztinden sistem cikist Z=2(k+X+Y) oluyor. Buna gére sisteme giren
direnclerin tolerans degerlerinin sistem cikisindaki ortalama degeri ve giren bir direncin bozuk olma
ihtimali nedir? (P(2>5)=?)

NOT: X ve Y bagimsiz. _ » :

Cevap 5:

Once X ve Y nin konvoliisyonunu alarak V=X+Y yi bulmak icin sadece V rastlanti degiskeninin
baslangig bitir degerini 2 ile Oteleyin sonra Z=2W rastlant degiskenini bulun.
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Sonug;

1
Burada P[225)=3—
32

1
F{z]:EJz(z— )dz+—J(—_+l2)dz
1| 2? -z 12
= —=2z" + +6z°
16| 3 3 8
| 1728

E[z]=8 Yada;

E[2(k +x+2)] = 2 E[k] + E[X]+ E[¥]] = 2[2+1+1] =8

90



R

Coziimli Set-4
1) =t
1 2 2 5 . :: ,‘é
Py, y) = 3 exXp(—(x~ +y7)/207) SRR o
2l
V =Xcos@+Ysin@
c?s o v(v,w) =72 -
W = Xsin@+ Y cosé c
e
|~
P ) =711 D) 2 o)
= @(v,w) -
s
cos@ v=xcos’@+Ysinfcosh sinf v=xcos@sin@+¥sin’ @ _{
sind w=xsin>@-Ysin@cosh —cosd w=—xsinfcosd+ Y cos’ @
Xx=vcosd+ wsin@ Yy =vsinf —wcos@
x = g(v,w) Y =g(v,w) T
et
~ O@d/Ov Ed/éw| |cos@ N s o
Jj: ¢ o¢ =, =ffcos"9-—sm‘0|=1
Op/dv Op/dw| |sin@ —cosd
e
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fowtom) = !
o

exp(—[ X cos® @+ V?sin® @ +2XVsinfcosd +

2

y X7sin®@+Y?cos® @-2XYsinfcosh]/207)

= #16)([3(—(\22 +w)/267)
20"

2)

Soy(x,p) =

2n0

z=ax+by

w=cx+dy

exp =(x* =2pxy +)7)

1 1
2 Jl—pz 252 JIUpL

a) faw(z,w)=?
b) a,b,c,d nin hangi kombinasyonu igin z ve w bagimsiz olur.

cZ=acX+bcY

aW=acX+adY

cz-aw=Y(bc-ad)

Ych—aW
be—ad

dZ=adX+bdY

bW=bcX+bdY

dZ-bw=X(ad-bc)

Y= dZ - bW _ bWT,CE
ad —be be—ad
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Y=p(z.w) X =g(z.w)
-d b
F=(0018 0010 b —ad Be—adl . _ 1 i oo
[Co/dz dpléw | ¢ —a | be-ad
lbe—ad  be—ad|
=1
1 1 w1 d*z* + b7 = 2bdwz + 0227 + atw? -2acwz
Sow(v,w) = — —;—T-:\cxp —>— —* ) .
2ro*\1-p7 | 20°(1-p") be-ad|- 2p[cdz‘ *56‘11‘:’—Cld\1'2+abw"]

*

1
26°(1-p") be-ad

——C€Xp

S —
B 2r61-p° |

b} act+bd= o (be+ad) => bagimsiz nermal olur.

- ,—.C.\:p_ 2 2
210 \f1- p° [ 26°(1-p) bc—ad[—zp
1 F(

¢ +d’ = 2ped)+w (b2’ -2 pab) 1
—2wz(ac + bd - p(be + ad))

1 1 F:Z(c:d:)+wl(b3 +a’)=2wz(ac + bd) |
[cdzl +abw® —wz(be +ad)]

J

3} X ve Y bagimsiz degiskenleri X~[0 3] ve Y~[0 4] Uniform dagilima sahipler. Z=X+Y seklinde

tanimlandigina gore

a) g.(w)="
b) ¢ .(w)=?
o g.(w)="?
d) fz(z)=?
e) E[z]=?
flol =2
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fx(x)

. )

Zx v ()
. 1/4 T
= e
0 3 |’7! o 4 L'—? b Lo
T iar r.'_.';-‘
a)
1 1 3001 > ( T B Sin(éw)
¢x(w)=_[‘ef"dx=—,e"‘“ = (e 1) =— — =e?" 2 :
33 3w 0 3w if"'[ 2j 3,
2j 2 .r
3
g, (w)=e?" *sin c[% w}
b) Benzer sekilde ¢ (w) = e?™ sinc¢(2w)
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$.(W) =4, (W)*4,(w) = e%jw sin c(—;- w]ez*'" sinc(2w) = e;’w sin c[% w)sin c(2w)

g ““““”S;“[E ))& P L S5
2“,5 w 3w® 2 w’ 2 2

L e o]

d) u(t)te™ —f>m = —u(t)r—L)% (@ =0)

f@—1t,) = F(w)e™ (Tabloda farkli “w” yerine “—w” koy)

1

12

fz(z)

1/4

92

95

AW 3w 7w ol '
— e +er —e7 —1]——)15[—(1‘—4):1(:—-4)—(t-3)u(t-3)+(I—7)u(t—7)+u(t){]‘ |

) :.z&f-

H
ryo
Vo



e)

12-a  a-
——t — | geklinde verilmis ise;
4—jw 2—jw|

Hﬁ@%%{
a) a igin bir deger bulunuz.
b) P(x20.5)=?

c) fz{z) yi kullanarak E[z]=?

d) E[z]=? (@, (w) yi kullanarak.)
e) G’__2 =7 (fz(z)'den)

flol =2 (Dx(w)den)

a) ¢.(w)=E(e’") oldugundan w yerine O koyarsak;

E[e°]=E[1]=1 olmali

-

}—1::>.:1=8:>¢\.(w)=_1{4---4

1/12—a a-6
aw%;{4 =

1
o+ v

b) fx(x)= j-;zix(w)e " tablodan u(t)e™ <
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W —> —w bizimicin u(f)e™™ « -
a— jw
2e"+e” x>0
X)=

Jx(x) { 0 diger

n —4x =2x
P(x205)= IEe"4" tetdv=_¢ __€

05 2 2

c)

05

Elx]= ?x(2e’4-‘ +e )dx :]‘25‘9’4"517: + zj‘xe‘z"dx =
0 b :

u=x dv=e* =
—4x
[4
du = f& v =
—4

—4x

- =tx —4x . 4y
j2xe"" —gl X __ _ J‘e deloof X5 e
° -4 -4 -4 16

Ayni sekilde diger taraftan da % gelecek ve E[z]=

d)

o |w
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1, &
—(e " +e
> )
o 1

0 8
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o IR I LA ——
Jjaw w=0 jl@d-m)y (2-jw) w=0
21 6 3
===
16 4 16 8
e) E[x*]= sz (e +e7) = % (dénusumler yapildiginda)
0
, 5 3}1 11
0’ = | - = —_—
Y16 (8 64
f)
.1 d | 1( 457 27 )
Ex')= s 00 = et ot
Jodw pw=0 7 (@d-jw)y 2-jw) Jw=0
420 5 |
64 8 64 16
11
64
Ornek
5)

X~U(0,1), Y~U(0,1) ve X ve Y bagimsiz olsun.
Z=X+Y

W=X-Y olsun. z ve w nun bagimli fakat iliskisiz oldugunu géster.

;i W
X = ,y=——olur. 0<z<2, -1<w<l
2

+ws2, z-w<2 > |w|
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. « TTTTTTTTITTTTTIT )

L
R
R )

N|._.

s 5
Tej=lE @ -2

\lf 11 11] 1
‘_\"\ 2) 22

< 22|72
‘52 d:| 2 2| '

fZ‘II’(.’.‘,\I‘) = ‘I}"[: ||')‘ﬁy(_‘-‘_}.‘ )

—

ff‘"(fs‘*')_{z O<z<2 —l<w<l, z4w<2, z-ws2 fwik? :

0 .diger

w

l | - bu bl
AN i hislge -

// / :\25"‘:
_‘/ T 1' — B

[

[ ].i—dw: z
f(z) = _‘.fZW(:.H‘)d\r:%: ;;~
i J‘%d“:z—z l<z<2 ut

O<z<l]

! N :
/ N -
[ i T Sl f‘
I
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I={w| ~l<w<l

fw(w) = Ifzw(z, w)dz = _fdz = {

0 .diger
1
| _1 | 1
Acikca fzw(z,w)#fz(z)*fw(w)
Elzw]=E[(x+y){x-y)]=E[X’]-E[y*]=0
E[w]=E[x-y]=0 E[z]=1
Cov(z,w)=E[zw]-E[z]E[w]=0
97
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ODEV -1-

1)
2)

3)

Bir torbadan 1 ile 9 arasinda numaralandiriimis toplarin cekilerek oynandigi bir oyunda, ¢ift say1
gelirse bir 6dul kazaniliyor. Odil kazanma olasigi nedir?
Bir madeni para ile 3 kez arka arkaya yazi-tura atiliyor. Bu 3 atis sonucunda 2 tura ve 1 yazi elde
etme olasiligi nedir?
Bir torbadan arka arkaya cekilen iki top deneyini ele alalim. Bu torbada 1 den 6 ya kadar
numaralandirilmis toplar var.

a) Cekilen top torbaya geri konulmadigi durum igin,

b) Cekilen top torbaya geri konuldugu durum icin,

Q &rnek uzayini tanimlayiniz.

4)

5)

6)

7)

Bir torba 1 ile 10 arasinda numaralandirilmis toplar igersin. A olayi 5 den kiictik top gekme, B
olayr da 3 ten bly(ik fakat 9 dan kiigiik top cekme olayi olsun. Buna gére asagidaki kimeleri
olusturun ve bu olaylari kelimelerle ifade edin. e

a) A°

b) B°

c) AB

d) AUB

e) AB*

f) A“UBS

g} ABUA'B "

h) ABUAB® :

i) (AUB)

i) (ABf

1,2 ve 3 nolu aksiyomlari kullanarak asagidakileri gosterin,
a) P[@]=0
b) P[AB‘|=P[A]-P[AB]
c) P[A]=1-P[AY]

Eger AB= @ ise P(A)<P(B) oldugunu gosterin

Bir TV yarnisma oyununda 3 adet kapi bulunmaktadir ve bu kapilardan sadece 1 tanesinin
arkasinda odul vardir. Yarismacilardan kapilardan bir tanesini segmesi istendikten sonra sunucu
tarafindan geri kalan kapilardan bos olani agiliyor ve yarismaciya sectigi kaply! simdi degistirmek

isteyip istemedigi soruluyor. Siz olsaydiniz ne yapardiniz? Yarismacinin segtigi kapiy degistirmesi,
sansini_hangi yonde etkiler. Secimini degisirse yiizde kag, degismezse yuzde kag ihtimalle -

kazanma sansi vardir?
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ODEV 2

1) Bir zar iki kere atiliyor. Ik atista 3 gelirse iki atis sonucunda toplamin 7 olma ihtimali nedir?’

2)

3)

4)

5)

6)

7)

X=3 Ty T Y=3

vukaridaki sekilde gésterilen 3 semboliin (1,2 ve 3) iletildigi bir haberlesme kanalinda genelde
(ortalama davranislar géz 8niine alindiginda) 3, 2 “den, 2’ de 1’ den 2 kat daha fazla siklikta
génderiliyor.

P[Y=1|X=1]=1-a, P[Y=2|X=1]=a/2, P[Y=3|X=1]=u/2 olarak verilmis ve diger olabilecek ihtimallerle
beraber sekil izerinde gdsterilmigtir. Burda P[Y=1{X=1] 1 génderildiginde 1 alinmas| kosullu
ihtimalidir. Buna gdre, alici tarafta Y=1 alindi§ina gére 1 goderilmis olma ihtimali nedir?

Bir torbada 2 kirmizi ve 3 beyaz top bulunmaktadir. Bu torbadan bir top ¢ekilip rengi kaydediliyor
ve yerine geri koyuluyor. Buna gére yapilan 4 ¢ekim sonucunda en az 2 kirmizi top ¢wkilmis olma
olasihgi nedir?

Bir ¢ift zar 10 kere atihyor. Bu zarlarin toplamlarinin en az bir kere 7 olma ihtimali nedir?

Bir siniftad erkek ve 3 kiz 6grenci vardir. Bu dgrenciler teker teker sinava aliniyorlar. (jérencilerin
bir erkek bir kiz seklinde giden bir siralamayla sinava alinma olasilikiari nedir? -

A ve B ayrik olaylar ise bagimsiz olabilirlermi?

Tek sayida (mesela 7 kisi) bir grup insan esit sayida iki takima botinmelerini (mesela 3 kisi)
gerektiren bir oyun oynayacaklar. Artan kisinin hakem olmasina karar veriyolar ve bu hakemin
kim olacagini belirlemek icin herkes yazi tura atiyor. Bu yazi tura atma islemi sadece bir kisi harig
digerlerinin attig1 taraf ayni olana kadar (6rnegin altisi yazi biri tura, yada altisi tura sadece biri
yaz!) devam ediyor. Farkli olani atan hakem olarak belirleniyor. Buna gére ilk turda (yani ilk
denemede) hakemin belirlenmesi olasiligi nedir? (oyuncularin sayisini 7 alarak problemi goziin.}
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8) Anestezi de kullamilan otomatik bir nefes duzenleme aygiti (B), P olasilig

bozulma, izleme sistemi (M) bu bozuklugu algilamazsa, hastan
sistemi (M) de

la bozuluyor. Bu

in 6limiine sebep veriyor. izleme
Pw olasiligyla bozuluyor, iki sistemin bozulmalar tamamen bagimsiz olaylardir;

Hastanenin profesorii eger Py>P; ise izleme cihazi kullanmanin tamamen gereksiz oldugunu
savunuyor. Bu prefdsére katilirmisiniz. Yoksa ona bir olasilik kursu almasini mi tavsiye edersiniz?
Pv=0.1 ve P3=0.05 olarak cevabinizi destekleyici igslemi gésterin.

9) Asagidaki sekildeki sistemde 12 uglari arasina baglanan 5V * luk bir pille “A* ampiil yak:lmak.

istenmektedir. Anahtarlarin herbiri igin kapali konumda olma ihtimali “p" dir ve hepsi birbirinden R :
bagimsiz ¢alismaktadir. p=0.4 olarak lambanin yanma ihtimalini hesaplayiniz.

ODEV-3

1) Y=27X-13 seklinde tanimlaniyor. X degiskeninin pdf’i asagidaki sekilde verildigine gére;

ﬂ\fxfx)
|
!
— |f” — ,
| | | .
\ | !
’| L R \
|
! | -
| | i
D e e T Y
.3 22 2 3 x
100

103



a) E[Y]=? {Cevap: -13)
b) o, = ? (Cevap: 27@)
c) P(Y>-13) (Cevap: 0.5)

2) Y=x*+3 ve X=[-2,2] araliginda duzgin dagilima sahipse;
a) E[Y]=? (Cevap: 13/3)

b)o, = ? (Cevap: 7.88)

3) Bir LCD ekran treticisi, istatiksel bir calisma sonucunda LCD ekranlarin émriiniin asagidaki sekilde
gdsterilen olasilik yogunluk fonksiyonuna uydugunu gdzlemlemistir. Buna gbre bu fabrikanin
girettigi bir LCD ekran ortalama olarak kag yil dmre sahiptir?

fx(xv)

1/5

{Cevap: 3.33 yil)
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ODEV-4

Seru 1)

V2gXY)=x2+y2

W2 h(X,Y) = f(x)

Rastlanti degiskenleri

frw(v,w) =2

g{ tan~Y(Y/X), x> 0
~lan'(v/x) +m, x<0-

. 1 -
tanimlanmig olsunlar. Eger;  fyy(x,y) = 2;02 exp lfg(xz +y2)] verilmigse;

***Bir 6nceki problemin modifiye edilmis bir formunu géz 8niine alalim. Burda;

Ve iy

W £ Y/X Seklinde ta

nimlanmis olsunlar. Eger ; fyy (x,y) = ﬁ;exp{—(xz + ¥2)/262] olarak

tanimlanmig ise fuy(v,w) olasilik yogunluk fonksiyonu nedir?

Soru 2) X rastlant: degi

yeni rastlanti degiskeni igin fyly)=? P(-2<¥<1)=?

Soru 3) z2x%+y?

wax

3u cevabinizi kullanarak f(z)=? NOT: fr(xy) ==

soru 4) X rastlanti degiskeni |

£ bi tanimlanms ise Y=g(x) seklinde tanimli Y rastiant degiskeni igin fy(y)=?

am

skeni N(1,1) seklinde tanimlanmis olsun, bu durumda Y=

$eklinde tanimli Z ve W rastlant degiskenleri igin foy(z,w)=?

1 i
exp [~ == (x2 + ¥?)| olarak verilsin.
2no? 2a2

0,2] araliginda uniform olarak tanimlanmis olsun. g(x) fonksiyonu asagidaki
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ESKI SORULAR

Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi
Elektrik-Elektronik Miih. Béliimii

Olasilik ve Raslant: Degiskenleri Dersi
1. QUIZ < b
9 Mart 2007 Rt

sim: ‘
No:

cuan) 1.y »y=1 Yandaki ikili haberlesme sisteminde génderilen 0 "=
ve 1 ler bazen hatal: (0 yerine 1, ya da 1 yeérine 0 .
olarak) olarak algilanabiliyor. Bu sisteme iligkin *"
“1” gonderme ve *1” alma bilesik olasilig
=0 BY=0 P(X=1,Y=1)=0.4 olarak, “0” gonderme ve “0”
alma bilesik olasilign ise P(X=0,Y=0)=0.1 olarak
verilivor.
Aynea sistemde 1" ler “0” lanin 3 kat miktarda tretiliyor (yani P(X=1)=4*P(X=0)). Bu N
durumda alici tarafta Y=1 gozlemlendigine gdre “0™ génderilmis olma ihtimali nedir?

2el

~uan) 2. 9 arkadas, 4’er kisilik iki takim halinde oynanacak bir oyun igin iki gruba ayrlacaklar ve
fazla olan bir kisi hakem olacaktir. Bunun icin yazi tura atmaya karar verirler ve hakemi
belirlemek igin su yéntemi secerler:

Eger 8 kisi yaz bir kisi tura atarsa tura atan, eger 8 kisi tura bir kisi yaz1 atarsa
yazi atan hakem olacak ve geriye kalanlar oyuna dahil olacakur. Diger durumlar
sdzkonusu oldugunda hakem segimi i¢in yazi-tura atma islemi tekrarlanacaktir.

Bu durumda ilk turda (yani ilk denemede) hakemin tespit edilebilmesi olasiligin
hesaplayimiz. .

Basanlar.
Yrd. Dog Dr. Biilent Cavusoglu
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Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi
Elektrik-Elektronik Miih. B6lamii

Olasilik ve Raslanti Degiskenleri Dersi
1. Quiz

Isim:

No: CEVAP AvArTAR

(T0puan) 1.y, Y=1 Yandaki ikili haberlesme sisteminde gdnderilen 0

ve | ler bazen hawl olarak algilanabiliyor, Bu
sisteme iligkin ~1” gonderme ve “1” alma bilesik
olasih@ P(X=1,Y=1=0.4 olarak, “0" génderme ve
X=0 Y=0 “0” alma bilesik olasihg ise P(X=0,Y=0)=0.]
olarak verilivor.
Ayrica sistemde “1” ler “0” Jarin 4 «at: miktarda dretiliyor (yani P(X=1)=4*P(X=0)). Bu
durumda alsct tarafta Y=1 gozlemlendigine gore “0” gonderilmis olma ihtimali nedir?

= - Plk=al= Plxa0)ed, 2.
Plx=o)«P*ctJod o PltoleUPlx=clad —a

P lxet Na
PlYa1|x=43 _L_X_l,\__l: OL . pos @

Plx=4) o, 8 oo =
PI‘{’G{)EQ]'—‘ F‘ix:ﬂ,‘{:o} _ 0,4 _ 0,5 F[q\a{\x,:;}, 1.-?[“!:“‘*"—}:{—-4.: =3

Tedd 2 WD)

r - 05402 o1
Plx=a)y=1] - PlNaijr=odrlx=o]

)

=02

P\ ko) e lmalt Pl ke3Pled  Queoarasaay o5 4

Ok

(30 puan) 2. 9 arkadas, 4’er kisilik iki takim halinde oynenacak bir oyun igin iki gruba ayrlacaklar ve
fazla olan bir kisi hakem olacaktir. Bunun igin yazi tura atmaya karar verirler ve hakemj
belirlemek i¢in su yéntemi segerler:

Eger 8 kisi yazi bir kigi tura atarsa tura atan, efier 8 kisi tura bir kisi yazi atarsa
¥azl atan hakem olacak ve geriye kalanlar oyuna dahil olacaktir. Diger durumlar
s6zkonusu oldugunda hakem segimi i¢in yazi-tura atma islemi tckrarlanacaktr,

Bu durumda ilk turda (yani ilk denemede) hakemin tespit edilebilmesi olasilifin
hesaplaymiz.

7k ﬁé’ éh'm{?"“’ém A- E'?Yf _1_1*3 ve B= %97,1*1;

(Bt 1dwe) (Bhun 4 goa)
(22)
Bo doron da m;lé.m.x slashil ea)+ PCR) LS

2 3,8
SARVIE S U 7AW )
Pla)+P(BY= (2'}{%‘\1?"{-* (1)1‘2 (30 = 5% &) 19t

15 @ _ 0,0352- Basanlar.

Yrd. Dog Dr. Billent Cavasoglu
29 579, <
o AET)
MJ
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d. Verilen bilgilerle varyanslar arasinda bir kar
ihtiya¢ duydugunuzu belirtin).

T.an)
- .an)
- Zan)

T .an)

2. Kullanmakta oldugunuz radyo igin bir pil aldigimz1 ve bu pilin 6mriiniin (giin olarak) X .

raslanti degisken ile gosterildigini diistinelim. Bu raslant: degiskeninin olasilik yogunluk

fonksiyonu

fx(x)ke™  x€(0)  seklinde verilsin
a. k=?
b, P(X>1) icin bir ifade elde ediniz. (Not: t zaman birini).

P(X>t+s | X=1)" i bulunuz , S€(0,0). (Not: t ve s giin cinsinden iaman birimi). Bu
buldugunuz olasihik fonksiyonu t ve s zaman parametrelerinden hangilerine baghdir?
Bu olasilik fonksiyonunu nasil yorumlarsiniz?  (fpucu: Bayes teoreminden

Jaydalanabilirsiniz. Once fi(x) Sonksiyonunu ¢izerseniz, Bayes teoreminde ihtivag duyacagimiz
P(X2t+s, X=t) degeri i¢in cizim size yardimct olacakrnir),

Pilinizi ilk aldiginizda 10 giin &mriintin olmast, 1 ay (30 giin) kullandiktan sopra 10
gin daha ve 1 yil (365 giin) kullandiktan sonra 10 giin daha &mriinfin olmas
ihtimalleri arasinda biiyiiklik kiigtiklitk agisindan nasil bir iliski vardir? (Ipucu: ¢
sikkinda buldugunuz cevabr dikkate alarak bu soruyu cevaplandirm)

Basarilar.
Yrd. Do¢ Dr. Biilent Cavusoglu
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stlagtirma yapmak miimkiin degildir. (Hangi biIgilérc\

Atatiirk Universitesi ) b;\ Olasilik ve Raslant1 Degiskenleri Dersi "":vﬁ-:"
Miihendislik Fakiiltesi = ;) 2, Quiz i
Elektrik-Elektronik Miih. Bsliimii < ¥ 30 Mart 2007 B
[sim: ¥
No: s
. Yandaki sekilde siirekli gizgiyle gésterilen X ra:.lanﬁ_‘(_‘L
* 7uam) L. degiskenine ait f(x) ve kesikli izgilerle gosterilen Y-
raslantt  degiskenine ait g(y) olasilik yogunluk * .
fonksiyonlarinin (pdD) varyanslan hakkinda . .
asafidakilerden  hangisi  dogrudur? Cevabmig : ;.
- destekleyici  aqiklamalarimizi veya islemlerinizi_;.
gistermelisiniz. (Cevab1 destekleyici bilgi olmadign . .
takdirde soruya puan verilmeyecektir). CaEL
2 2 2 2 2, 2
a. (ov)™>(ox) b. (oy)"<(ox) c. (ov)=(ox)

.




‘ouan) 2.

Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi
Elektrik-Elektronik Miih. Boliimii

Olasilik ve Raslant: Degiskenleri Dersi
3. Quiz ) ' < L
6 Nisan 2007 ! "‘”&‘”

fsim;
No:

. 1 fx Yandaki sekilde X raslanti degigkenine ait f{x) olasﬂlk
* puam) 1. ol

yogunluk fonksiyonu (pdf) verilmistir. Buna gére;

a) k’y1 “a” cinsinden hesaplayiniz. A
b) P(X>0) olasiligin1 “a” cinsinden bulunuz. St

'

— X

-a a 2a

F(x) Yandaki sekilde X raslanti degiskenine ait F(x} 5
olasihk dagilim fonksiyonu (PDF) vcnlmlsup’”"
Buna gore;
a) Beklendik deger E[X]=?
. b) Standard sapma ¢ =?
¢) P(0.5<X<1)=?

0.5

Basarilar. ;;'

o
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Elektrik-Elektronik Miih. Boliimii

Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi B Subesi 1. Quiz

21 Mart 2008

No:

[sim:

Olasihk ve Rastlanti Degiskenleri Dersi -

XN

Notlar Agik
Siire 20 dakika

Juan)
nuan)

Juan)

puan)

1. Olasilik ve Rastlanti degiskenleri dersinde istatistiklere gore sorulan herhangi bir soruyu
herhangi bir 6grencinin dogru cevaplama olasilif: p= 0.3 olarak biliniyor. Dersin hocasi
bir 6grenci soruyu dogru cevaplayana kadar rasgele sectigi dgrencilere bir soru soruyor

ve soru bilindiginde yeni soru sorarak devam ediyor . Buna gore toplam 10 kisilik bir- -_'

siufta; (Not: Seklar birbirinden bagimsizdir) e
flk sorulan soruyu 1. dgrenci bilemedigine gére 2. Ogrencinin bilmesi olasthg - - vy

a.

b.

nedir?

Ik sorunun dogru cevabim ilk 2 &grencinin bilememesi ve ancak 3’lincit sorulan
&grencinin dogru cevab verebilmesi olasiligi nedir?

Simifin toplam mevecudu 10 kisi ise sinifta ilk sorunun dogru cevabini sadece iki

kisinin bilmesi olasilig1 nedir?

7’inci dgrenciye ikinci sorunun sorulmasi ve 7’inci ogrencinin ikinci soruyu:

dogru cevaplamasi olasihig: nedir?

LUTFEN SONUCLARINIZI KUTU iCINE ALIN

Basarilar.
Yrd. Dog¢ Dr., Biilent Cavusoglu

110




Elektrik-Elektronik Miih. Béliimii

Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi

Isim:
No:

‘
T
1
!
.

-~ puan)
~ puan)

1. Bir haberlesme kanalinda “0” goénderilme ihtimali p(X=0)=0.6 ve “1” gonderilme n
ihtimali p(X=1)=0.4"tiir. Teknik bir anizadan dolay1 “1" gonderildiginde %30 ihtimalle

Olasilik ve Raslanti Degiskenleri Dersi
A Subesi 1. Quiz
26 Mart 2008

Notlar Aak e,
Siire 20 dakika ol

07, %70 ihtimalle “1” alimyor. “0” génderildiginde isc herhangi bir hata olmuyor.

a. Ahcida 0 alindiginda vericiden 1 gonderilmis olma olasihgi nedir?

b. Aliciya gelen ilk 5 bitten hepsi “0” olduguna gére vericiden gonderilen ilk 5
bitten 4 tanesinin “0” ve sadece bir tanesinin “1” olma olasilig: nedir?

LUTFEN SONUCLARINIZI KUTU iCINE ALIN

111

Basarilar.
Yrd. Dog Dr. Biilent Cavugoglu
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Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi

Olasihk ve Rastlanti Deglsken]en Dersi ‘
Elektrik-Elektronik Miih. Bolimii |

A Subesi 2. Quiz
09 Nisan 2008

Isim: ‘ . ' Notlar Acak
No: | Siire 20 dakika

Yandaki sekilde X raslanti degiskenine ait f(x) olmth\
yogunluk forksiyonu (pdf) verilmistir. Buna gore; _;:» “S .

(20puan) a) “a” mn alabilecegi en bﬁm"k deg 2
nedir? e

b,c.d ve e siklar icin a=1 alarak B

(30 puan) b) k’'y1hesaplaymniz. N
(10 puan) ¢) X rastlant deg1skemmn alab1leceg1
cn kiiciik deger nedir? T

(30 puan) d) PDF (Dagilim) fonksiyonunu @1211]12","/'\'- !
(10 puan) ¢) P(X>2) ve P(X=1.5) 01a5111k_lanm :
bulunuz.

LUTFEN SONUCLARINIZI KUTU iCiNE ALIN

Basarilar. #3
Yrd. Dog Dr. Biilent Cavusoglu “

o N
FEFT

112



Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi
Elektrik-Elektronik Miih. Béliimii

Isim:
No:

Olasilik ve Rastlant: Degiskenleri Dersi L
B Subesi 2. Quiz ‘ i
11 Nisan 2008

Notlar Agk
Siire 20 dakika i

Yandaki sekilde X raslant degiskenine ait F(x) Ola.‘.‘;ll:ll_;(
dagilim fonksiyonu (PDF) verilmistir. Buna giire;

(15 puan) a) “a” nin alabilecegi en biiyiik deger.
nedir?, -
(15 puan) b) a=0 alinirsa P(X=0)=? -

c.d.e ve f siklan icin a=1 alarak . >

(10 puan) ¢) X rastlanti degiskeninin alabilecegi
en biiyiik deger nedir? _
(30 puan) d) pdf (yogunluk) fonksiyonunu Giziniz. ;
(10 puan) e) P(X<-1) ve P(X=-0.5) olﬁlllklaqm' ‘
bulunuz.
(20 puan) f) P(-3<X<-1)=?

RS
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Atatiirk Universitesi Olasilik ve Rastlanti Degiskenleri Dersi

Miihendislik Fakiiltesi 3. Quiz
Elektrik-Elektronik Miih. Boliimii 18 Nisan 2008
[sim: ‘ Notlar Acik
No: | Siire 20 dakika

A
Yandaki sekilde X rastlanti defiskenine ait f(x)
olasihk  yogunluk fonksiyonu  “Normal™ °
yogunluk fonksiyonu olup, N(1,4) seklinde
tanimlanmigtir. Buna gére;

(20 puan) a) P(0<X <1)=? o

(20 puan) b) Olasiik  dagilim  fonksiyonunda 5;f
F(1)=2 A

(10 puan) c¢) X rastlanti degiskeni igin bir araiik
belirleyin. Bu araliktaki degerlert
alma olasithgr 0.5 olsun. (Cevabr’

Soru 2 a<X<b sekiinde veriniz)
Soru 2:

Yandaki gekilde X raslant: degiskenine ait f{x)-"
olastlik yogunluk fonksiyonu (pdf) verilmistir
Buna gbtre;

(25 puan) a) E[X]=?
(25puan) b) o=?

 eai
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Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesj
Elektrik-Elektronik Miih. Biliimii

Olasilik ve Rastlanti Degiskenleri Dersi -
4. Quiz

16 Mayis 2008
[sim: Notlar Aaik
No: Siire 20 dakika

Soru 1:

X ve Y rastlant: degiskenine ait fxy(x,y) birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu

axy 0<x<1,0<y<]
Bev(x,y)=q a(x+y) O<x<ll<y<2
0 diger

seklinde verilmistir. Buna gore;
40 puan) a) a=?

40 puan) b) P(X<0.5, Y<X)=?
20 puan) c) P(X<1)=?
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Atatiirk Universitesi

\ Miihendislik Fakiiltesi 4. Quiz (Mazaret Sinavi)

Elektrik-Elektronik Miih. Bsliimii 23 Mayis 2008
l | Isim: Notlar Acik e
| No: Siire 20 dakika s

Soru 1:

i X ve Y rastlant: degigkenine ait fxy(x,y) birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu

fov(xy)= faxy ;0<x<1, 0<y<i}
! seklinde verildigine ve asagidaki déniisiimler yapildigina gore;

W=X+Y
| V=X-Y
40 puan) a) fwv(W,V):? Ll A
[ 50 puan) b) V ve W rastlanti degiskenleri bagimsiz midir? (Not: cevabimizi destekleyici X
hesaplamalar: gdstermelisiniz) Ny
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Atatiirk Universitesi

Olasihik ve Rastlanti Degiskenleri Dersi
l Miihendislik Fakiiltesi Vize Sinavi '
Elektrik-Elektronik Miih. Boliimii 01 Mayis 2008
I Isim: Notlar Acik
No: Siire 50 dakika
I Soru 1
I f‘(x)‘:l Yandaki sckilde X raslanti degiskenine ait fix) "
' 2k olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) verilm’isf_irgw;‘
Buna gére; Pty

(15 puan) a) k=?

I *_“_in 7777777777777 »x (10 puan) ©) F(2)=?

(15 puan) b) E[X]=? . | (%,

l Soru 2:

Bir X rastlant: degiskeni [1,5] arahinda uniform (dtizgiin) dagilima sahiptir. Buna gore;
| &3
2

ile verilen Y rastlanti degiskeni igin

tuan) a) f(Y)yigiziniz.
I:uan) b) E[Y]=?

tuan) ¢) oy=7?

I =uan) Soru 3:

Deney diizeneginizde kullandigimiz bir elektronik cihazin &mriintin tistel dagilima sahip .' ST
I oldugunu kabul edin. Ortalama olarak bdyle bir cihaz 2 yil mre sahiptir. Buna gére sizin:deney

diizeneginizde kullandigimz bu cihazin 6mriinin 4 vildan fazla olmasi ihtimali ncdir"?"mot:
Birimleri y1l cinsinden alin) s
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! Atatiirk Universitesi
: Miihendislik Fakiiltesi
| Elektrik-Elektronik Miihendisligi Boliimii
2007-2008 Bahar Dinemi
Olasilik ve Rastlant: Degiskenleri Dersi

Final Sinavi

| Soru 1:

r;an) a) Elimizde bulunan A ve B diye etiketlendirdigimiz iki ampiilden bir tanesini rasgele’. 3, E :
segiyoruz, Her iki ampliliin de 6mrii tistel dagilima uyuyor. A ampiiliiniin ortalama omrii
4 giin, B ampiiliiniin ortalama &mrii de 6 giin olarak veriliyor. Sectigimiz ampiil 12 saat -

L sonra hala daha galistigina gore A ampiiliinii segmis olma olasiligimiz nedir?

in) b) Asagidaki ifadelerin doru ya da %/anhs diye isaretleyin.

i. E[X]> E[Y]isc E[X*]> E[Y?] :
I il.* P(X>¢)=0.5 ise E[X]>0.5 R T I
iii.. P(B)>0 ise P(A|B)>P(B). :

iv. B ve C birbirine bagimhi olaylar ve A olay1 bunlardan bagimsiz bir oféy i.ée. s

( P(A.B,C)=P(A[B).P(BIC).P(C) e
;. -
I Soru 2:
| ‘ f(x)';. Yandaki sekilde X raslanti degigkenine aitf i;@g‘
| olasilik yoZunluk fonksiyonu verilmistir, . Bdna
2k 2k gore; HUERY
| jk (10 puan) a) P(1<X<7)=? : mrlE
L (10 puan) b) P(3<X|<4), P(2<[X|<3), P(1<[Xi<2), -
| SR N A - P(0<|X|<1) olasiliklarnini  biyiikliik

4 2 2 45 kiigiikliik iliskisine gére siralayin.
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Soru 3:
l Bir X rastlanti degiskeni varyans: 4 olan tistel (éxponcntial) dagilima sahiptir. Buna gore; :
X+Y= BX=5) ile verilen Y rastlanti degigkeni igin el

l Juan) a) f(Y) nin ifadesini bulun ve f(Y) yi ¢izin. (not: f(¥) nin tam ve acik ifadesini yazin).
1an) b) E[Y]=? .

1an) c) oy=?
| Soru4:

X ve Y rastlanti de@iskenine ait fxv(x,y) birlesik olasilik yogunluk fonksiyonu

| fxv(xy)= {4xy ;0<xs<1, 0sy<1} ,;
seklinde verildigine ve asafidaki doniigiimler yapildigiina gére; i
woXtY L X-¥
2 2

(8 puan) a) fwv(w,v)=? (Not: stmirlart da belirtmelisiniz)
(8puan)  b) P(0<V<1)=? kT

I (10 puan) ¢) V ve W rastlanti degiskenleri iliskili midir? (Not: cevabimz destekleyici .}
hesaplamalar: gistermelisiniz) T
Soru 5: ' CUE

X, ve Y rastlant degiskenleri bagimsiz rastlant degiskenleri olup ikisi de [0 1] araliginda
l diizgiin (uniform) dagilima sahiptirler. Buna gére;

s

I V=2X+3Y geklinde tanimlanan V rastlant: degiskeni icin t T
10 puan) a) V rastlant degiskeninin karakteristik fonksiyonunu bulunuz? C

Is puan) b) V rastlanti degiskeninin standart sapmasi ¢ y=?
Spuan) ¢) W=V?scklinde tammlanan W rastlant degiskeninin bekledik degeri E[W]=?
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Atatiirk Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi

Olasihik ve Rastlanti Degiskenleri Dersi
Vize Sinavi

Elektrik-Elektronik Miih. Bolimii 17 Nisan 2009
Isim: Notlar Agik
No: Siire 50 dakika
Soru 1:
f(x):‘ Yandaki sekilde X raslanti degiskenine ait f(x)
'; 03 - olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) verilmistir.
i Buna gére:
Loo02 -
;k (10 puan) a) k=7
k/2+ (10 puan) b) E[X]=?
R R S S N > (10 puan) <) o=?
-4 2 31 4 (15 puan) d) Olasihk dagihm fonksiyonu F(x)’i
¢izin.

(Spuam) € P(X=2)=?

(Spuan) f) P(1<X<4)=?

(5puan) g X rastlanti degiskeninin alabilecegi
maksimum deger kagtir?

o) Alanden = Lkak +0,2+0,3=4¢

:,‘!;:0;‘5'

b oo0,1,

o z |
W) €0x] :fxﬂlﬂdr -:f O lxdy + fo,onJy +f0a1>«f ("-3)4"*’(:::;3"6" (x=t)elx

-y Xz
[ 21
A
T e X
2 -y o

. -pt8 40052 406 + 1,2 =1, f”

I 2. A “
y ecv*] - f&.lnzdv . j’o’ﬂ“g,*f o, 2%t [x-3)ddx +f 0,3 % (x-4)d %
e E
-y o

x=13 Xz

2
3 25 3 . Fi
- "-:’.|:;'l l + D_..._; l “+ .p.ku" ! + o3 L:

] -y =

y

bl 4 2'39-+ 18¢v 82587,
; ' * 3-14,21: 368,
. e g g4 = 9.8 . ,
OF.L‘;EL#‘} -(Cii}} = 3
)P()‘=2) =0
i) P("'"u) . 0,05 | + 2,2 -0,2%,

9) x=Yz

— A
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Soru 2:
Bir ek uzayi sadece A ve B olaylarini igermektedir. P(A)+P(B)=1 ve P(A|B)=P(B/A)=0.5
olarak veriliyor. Buna gére asagidakilerden hangileri KESINLIKLE dogrudur? (Cevab: nasil

buldugunuza dair islemleri ya da agiklamalar) gostermediginiz cevaplara puan verilmeyecektir.)
(10 puan)  a) P(A)=P(B)
(10 puan) b) A ve B olaylari bagimsizdir?

Soru 3:

Bir siniftaki not dagilimimin N(50,225) dagilimma uydugu belirtildigine gore:
(10 puan) a) Simfta 100 kisi oldugu bilindigine gore bu simifta 68 kiginin bulunabilecegi bir not aralig

verin. :
(10 puan) b} Sinifta 50 ile 60 arasinda alan kag kisi vardir?
c-3)a)P BAY=PLAIB) =0 ) p“ﬂ'&lzpcﬁi.P(Q}

DA ) =PLAIBY P LRSS x05A%
PLAY.P(B)
2,397 L

PAB p(A,8)
Ay T T 21B)

cAY=9(8 L
» P ) 0.5 2,5

P8)=0.5

N (69,225) o) % o€, ..
613}) N 1 ¢ acelige slmali (5215, 524152 (35, 65)
= ol 52-52
cacf (O.W} - erf12)
= 0,242
190 % 0,202 ¥ 2y,
Atatiirk Universitesi Olasihik ve Rastlanti Degiskenleri Dersi
Miihendislik Fakiiltesi Vize Sinavi
Elektrik-Elektronik Miih. Bsliimii 17 Nisan 2009
Isim: Notlar Agtk
No: Siire 50 dakika
Soru 1:
f(x}:‘ Yandaki sekilde X raslanti degiskenine ait f(x)
'. 0.3 - olasilik yogunluk fonksiyonu (pdf) verilmistir.
! Buna gére:
: 0.2
—k (10 puan) a) k=?
k2 (10 puan) b) E[X]=?
S I S O N . (10 puan) ¢) o =? ‘ .
4 2 3 4 (15 puan) d) O'la}smk dagilim fonksiyonu F(x)’i
¢izin.
(5 puan) ¢) P(X=2)=?
(Spuan) ) P(I<X<4)=?
(5puan) g X rastlanti degiskeninin alabilecegi
maksimum deger kagtir?
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Soru 2:
Bir 8rnek uzayi sadece A ve B olaylarini igermektedir. P(A)+P(B)=1 ve P(AB)=P(B|A)=0.5
olarak veriliyor. Buna gore asagidakilerden hangileri KESINLIKLE dogrudur? (Cevabi nasil
buldugunuza dair islemleri ya da agiklamalari géstermediginiz cevaplara puan verilmeyecektir.)
‘10 puan) a) P(A)=P(B)
10 puan)  b) A ve B olaylar bagimsizdir?

Soru 3:
Bir smiftaki not dagilimimin N(50,225) dagilimina uydugu belirtildigine gore:
'10 puan) a) Simifta 100 kisi oldugu bilindigine gére bu sinifta 68 kisinin bulunabilecegi bir not aralig1

verin. :
10 puan) b) Simfta 50 iie 60 arasinda alan kag kisi vardir?
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