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ÖNSÖZ (II.SÜRÜM) 
 

Türkçe kaynaklarõn azlõ õ biz ö retim üyelerini kendi ders notlarõmõzõ düzgün bir formatta 
hazõrlayarak ö renciye sunma yönünde motive etmektedir. Ancak ders notlarõnõn bir kitap 
kadar detaylõ ve kapsamlõ hale gelmesi için ayrõca özenli bir çalõ ma gerekmektedir. Bu 
çalõ ma ise bir süreci gerektirmektedir. u andaki haliyle ikinci sürümden amaçladõ õmõz 
ö rencinin rahatlõkla takip edebilece i bir yardõmcõ kaynak olu turmaktõr. Dolayõsõyla bu ders 
notlarõnõn bir ders kitabõ yerine geçemeyece i ve dersin ö retim üyesi tarafõndan tavsiye 
edilen yerli ve yabancõ kaynaklarla beraber dü ünüldü ünde katkõsõnõn amaçlandõ õ yönde 
olaca õ göz önünde bulundurularak bu notlardan faydalanõlmalõdõr. 
 

Oldukça kõsa süre içerisinde hazõrlanan bu ilk sürüme ilaveler ve düzeltmelerin yapõldõ õ 
bu ikinci sürümde “Probability, Random Variables and Stochastic Processes by 

Athanasious Papoulis”, “Probability, Random Processes, and Estimation Theory for 

Engineers by Henry Stark and John W. Woods”, “Lecture Notes on Probability Theory and 

Random Processes by Jean Walrand Department of Electrical Engineering and Computer 

Sciences University of California Berkeley, CA 94720 August 25, 2004”, “ aret ve Sistem 

Analizinde Olasõlõk Yöntemleri” by Prof. George Cooper and Claire McGillem olmak üzere 
çe itli yabancõ ve Türkçe kaynaklardan faydalanõlmõ tõr.  

 
Atatürk Üniversitesi Mühendislik Fakültesi Elektrik-Elektronik Mühendisli i 1. sõnõf 2. 

yarõyõlõnda okutulan “Olasõlõk ve Rastlantõ De i kenleri” dersi içerisinde bir elektrik-
elektronik mühendisi için gerekli olan ve olasõlõkta temel te kil eden konular üzerinde 
durulmaya dikkat edilmi  ve ö rencinin rahatlõkla takip edebilece i bir yardõmcõ kaynak 
olu turulmaya çalõ õlmõ tõr. Bu ders notlarõnõn daha iyi bir kaynak haline gelmesi için, bu 
dersi alan ö rencilerden ve bu notlarõ inceleme fõrsatõ bulan ö retim üyelerinden eksik 
gördükleri yönlerin düzeltilmesine ili kin katkõlarõnõ bekledi imizi özellikle belirtmek 
istiyoruz. 

Bu kayna õn ilk sürümünün bilgisayara aktarõlmasõnda eme i geçen ö rencimiz Ömer 
Çoban’a ve II. sürümün kalite kontrolünü yaparak eksik yönlerinin düzeltilmesini sa layan 
Ar . Gör. M. Alptekin Engin’e te ekkür ederiz. 
 

 
ubat 2009 

 
Yrd. Doç. Dr. Bülent Çavu o lu 

  Yrd. Doç. Dr. Emin Argun Oral 
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DERS ÇER  

1. Olasõlõk 
a. Olasõlõk nedir? 
b. Olasõlõ õn klasik, ba õl frekans ve aksiyomatik tanõmlarõ 

2. Kümeler ve Olaylar 
a. Küme lemleri  
b. Bile ik olasõlõk 
c. Ko ullu olasõlõk 
d. Baye’s teoremi 
e. Ba õmsõzlõk 

3. Tekrar Edilen Denemeler 
a. Birle tirilmi  deneyler 
b. Çoklu denemeler 

4. Rastlantõ De i kenleri (Tek Rastlantõ De i keni) 
a. Beklendik de er ve varyans 
b. Olasõlõk yo unluk ve da õlõm fonksiyonlarõ, Gaussian ve di er yo unluk 

fonksiyonlarõ 
c. Ko ullu Da õlõmlar 
d. Baye’s teoremi (yo unluk ve da õlõm fonksiyonlarõna geni letim) 

5. Tek Bir Rastlantõ De i keninin Fonksiyonlarõ 
a. Rastlantõ de i keni g(x) 
b. g(x)’ in da õlõm fonksiyonlarõ 
c. Momentler 
d. Karakteristik fonksiyonlar 

6. ki Rastlantõ De i keni 
a. Birle ik da õlõm ve yo unluk fonksiyonlarõ 
b. ki rastlantõ de i kenine ait fonksiyonlar 

i. ki rastlantõ de i keninin tek bir fonksiyonu 
ii. ki rastlantõ de i keninin iki fonksiyonu 
iii. Birle ik momentler, beklendik de er 
iv. Ko ullu statistikler 

7. Merkezi Limit Teoremi   
8. Kovaryans ve li ki.  
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1. Olasõlõ a Giri  
 

Olasõlõk teorisi belirsizli in matematiksel olarak modellenmesi ile ilgilenir.  Evrende 
gerçekle en bütün olaylarõn “G ZL ” bir de i kenin fonksiyonlarõ oldu unu dü ünürsek, bu 
de i ken ve fonksiyonlarõn bilinmesi/tanõmlanabilmesi halinde “belirsizlikler” ortadan kalkar. 
Tabiiki bu de i kenin ve fonksiyonlarõn “KES N” olarak bilinmesi pratikte mümkün de ildir. 
Bunun için “OLASILIK TEOR S ” “TEKRARLANAN” olaylarõn ortalama davranõ larõna 
odaklanõr. 

“TEKRARLANAN” olaylar için gözlemler yapõldõ õnda ve özellikle gözlemlerin sayõsõ 
artõrõldõ õnda belli ortalamalarõn sabit de erlere yakla tõ õ ve bu ortalama de erin daha 
sonraki olaylarõn katõlmasõyla dahi de i meme e iliminde oldu u gözlemlenmi tir. 
Tekrarlanan olaylara örnek olarak; elektron yayõnõmõ, telefon aramalarõ, radar algõlamasõ, 
kalite kontrolü, sistem çökmesi, yazõ-tura atõlmasõ vb. olaylarõ verebiliriz. Basitçe anlatmak 

gerekirse, bu teorinin amacõ olaylarõn ortalama davranõ larõnõ olaylarõn olasõlõklarõ 

cinsinden tanõmlamak ve kestirmektir.   

  
  
1.1. Olasõlõ õn Mühendislikteki Uygulamalarõ 
 
 

Olasõlõk mühendislik alanõnda birçok uygulama alanõna sahiptir. Elektrik-Elektronik 
Mühendisli i alanõna giren uygulamalarõndan bazõlarõ 
 

 Elektrik devrelerde õsõl gürültü 
 Zayõf radar ve radyo sinyallerinin algõlanmasõ 
 Enformasyon Teorisi 
 Haberle me Sistem Tasarõmõ 
 Sistemlerin Güvenilirli i 
 Sistem/Cihaz Hata/Ba arõsõzlõk Oranlarõ ve Olasõlõklarõ 
 Haberle me A larõ, ör: A  Trafi i 

 
eklinde sõralanabilir.  

 

 
1.2. Çe itli Olasõlõk Tanõmlarõ 
 
Olasõlõ õn tanõmõ genel olarak  3 temel yakla õmla yapõlõr. 
 
 

1.2.1. Klasik Tanõm 
 

Deneye dayalõ olmayan bu tanõmda bir “A” olayõnõn olasõlõ õ, o olayõn 
gerçekle ebilece i farklõ durumlarõ sayõp (NA), bu sayõnõn mümkün olan bütün sonuçlara 
oranõnõ “ÖNCEDEN” hesaplayarak bulunur. 2 kere arka arkaya yazõ-tura atõlmasõnõ ele 
alalõm, 

 
 2.PARA 

1
. 

P
A

R
A

  Yazõ (Y) Tura (T) 

Yazõ (Y) YY YT 
Tura (T) TY TT 
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Bu durumda görüldü ü gibi toplam 4 tane olasõ sonuç var. E er biz her iki 

paranõnda yazõ gelmesi olasõlõ õnõ “YY” arõyorsak, bu durumda bu olayõn olasõlõ õ 1/4 
olur.  E er an az bir paranõn Y gelmesi olasõlõ õnõ arõyorsak, bu durumda YY,TY ve 
YT sonuçlarõndan herbiri bizim aradõ õmõz sonuçlarõdõr. Dolayõsõyla bu olayõn olasõlõ õ 
bu kez 3/4 olur. 

 
Klasik teori iki açõdan yetersizdir 

1. E it ansa sahip olmayan olaylar için do ru sonuç vermez. 
 
Mesela atõlan iki zarõn toplamõnõn 3 olmasõ olasõlõ õnõ arayalõm. Bu durumda 

mümkün toplamlar {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olabilir. Yani 11 farklõ sonuç 
mümkündür. Dolayõsõyla toplamõn 3 olmasõ olasõlõ õ 1/11 dir diyebiliriz. Ancak tabiiki 
bu sonuç YANLI ’tõr. Çünkü toplamõn 2 olmasõ ve 3 olmasõ aynõ ansa sahip de ildir. 
Yukarõdaki gibi bir tablo yaparak do ru sonucun 1/18 oldu u çok rahatlõkla görülebilir.  

 
2. Sayõlamayacak kadar çok olasõ sonucu olan durumlarda yakla õmlara 

ba vurmadan çözüm üretemez. 
 
 

1.2.2. Ba õl Frekans Tanõmõ 
 
Bir A olayõnõn olasõlõ õnõ ba õl frekans yoluyla belirlemek bir denemeyi n kere 

tekrarlamaktan geçer. Bu n deneme esnasõnda A olayõnõn görüldü ü durumlar sayõlõr 
ve bu nA olarak kaydedilir ve A olayõnõn olasõlõ õ 

 
P(A)= nA/n olarak verilir. 

 
nA<n oldu undan P(A) 0 ve 1 arasõndadõr (0<P(A) <1). Bu teoriyle ilgili problemlerden 
bir tanesi hiç bir zaman sonsuz sayõda deneme yapamayacak olmamõzdõr. Bu 
durumda P(A)’ yõ sonlu sayõdaki denemelerden kestirmek durumunda kalõrõz. Daha 
sonrada bu oranõnõn n sonsuz oldu u durumda bir limit de erine yakla tõ õnõ 
savunuruz. Yani 
 

P(A) =  lim    (nA/n) olarak verilir. 
                                                   n  
Bu probleme ra men ba õl frekans yakla õmõ, olasõlõk teorisini gerçek dünyadaki 
olaylara uygulamada önemli bir yere sahiptir. 
 
 

1.2.3. Aksiyomatik Tanõm 
 

Ço u modern olasõlõk kitabõnda kullanõlan tanõm bu tanõmdõr. Ancak bu tanõmõ 
yapmadan önce temel birkaç kavram üzerinde durmamõz gerekmektedir. 
 
1.3. Kümeler ve Olaylar 
 
Küme: Belirlenmi  nesneler toplulu una küme denir. Örnek olarak;  

A={sõnõfta boyu 1.80’nin üzerinde olan ö renciler} , B={3,5,8} kümeleri 
verilebilir. 
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Alt Küme: Bütün elemanlarõ daha büyük bir kümenin içinde yer alan küme. Örne in 
C={5,8} kümesi B={3,5,8} kümesinin bir alt kümesidir. 

Bo  Küme: Hiç bir elemanõ olmayan küme.  yada { } ile gösterilir. 
Örnek Uzayõ: Bir  deneyinin bütün olasõ sonuçlarõnõ içeren kümeye örnek uzayõ 
denir. Genelde bu küme  ile gösterilir. Her küme aynõ zamanda kendinin alt kümesi 
oldu undan,  da bir olaydõr.  
Olay: Örnek uzayõnõn alt kümeleri olay olarak adlandõrõlõr. 
Kesin Olay: Örnek uzayõnõn kendisi kesin olaydõr. 
mkansõz Olay: Olmasõ mümkün olmayan olaydõr. Küme teorisinde bo  kümeye  

tekabül eder. 
 
Örnek:

1. Yazõ-Tura atma deneyi 
={Y,T}   Örnek uzayõ 

A={Y}     Yazõ gelmesi OLAYI 
2. 2 kere Yazõ-Tura atma deneyi 

={YY,YT,TY,TT}   Örnek uzayõ 
A={YT,TY}    Bir yazõ ve bir tura gelmesi OLAYI 

3. Bir direncin gücünü ölçme deneyi 
={P:P 0}  Yani 0’dan büyük bütün sayõlar örnek uzayõmõzõ olu turuyor. 

4. Elastik bir çarpõ mada nükleer bir parçacõ õn, çarpõ ma sonrasõ ayrõlõ  açõsõnõ 
gözlemleme deneyi 

={ : -     }   Örnek uzayõ 
B={- /4    /2}  Ayrõlma açõsõnõn - /4 ve /2 arasõnda olmasõ olayõ. 
 
 
Küme lemleri 
 
p  A : p, A kümesinin bir elemanõdõr. 
A B : A kümesi B kümesinin alt kümesidir (A kümesinin bütün elemanlarõ B 

kümesinin de elemanõdõr).   
A=B : A’nõn her elemanõ B’nin ve B’nin her elemanõ da A’nõn da elemanõ ise 

A ve B kümeleri e ittir. 
 
p  A, A B, A=B ifadelerinin kar õtarõ sõrasõyla p  A, A B, A B eklinde 

yazõlõr. 
 : Bo  küme. 

 : Evrensel Küme (Örnek Uzayõ). 
Not: Herhangi bir A kümesi için  A  ifadesi yazõlabilir. 
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G R

A ve B herhangi iki küme olsun A B ile gösterilen A ve B kümelerinin
birle imi A’ya ya da B’ye ba lõ elemanlar kümesidir.

B RLE M => A B={x:x A ya da x B}

Örnek: A={1,2,3} , B={3,4,8} => A B={1,2,3,4,8}
A B ile gösterilen A ve B nin arakesiti (kesi imi) A ve B kümelerinin her ikisine

birden ba lõ elemanlarõn kümesidir

KES M => A B={x:x A ve x B}

Örnek: A={1,2,3} , B={3,5} , A B={3}
E er A B = ise yani A ve B nin ortak elemanõ yoksa A ve B ye “AYRIK”

kümeler denir.

A ve B arasõndaki ayrõm ya da A\B biçiminde gösterilen B kümesinin A ya
ba lõ olup B ye ba lõ olmayan elemanlarõn kümesidir.

FARK => A\B={x:x A ve x B}

Burada A\B ve B nin ayrõk oldu una yani (A\B) B=0 oldu una dikkat ediniz.
Örnek: A={1,2,3}, B={3,5} => A\B ={1,2} , B\A={5}
(A\B) B={1,2} {3,5}=
(B\A) A={5} {1,2,3}=

Ac biçiminde gösterilen A’nõn salt tümleyeni A ya ba lõ olmayan ve örnek
uzayõna ba lõ olan elemanlarõn kümesidir.

TÜMLEYEN=> Ac ={x:x ve x A}

Örnek : A={3,5}, ={1,3,5,7}=> Ac={1,7}
Evrensel küme.
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Taralõ Alan: A B Taralõ Alan:A B

Taralõ Alan: A\B Taralõ Alan: Ac

KÜME LEM KURALLARI

1) Tanõmlama Kuralõ: A A=A , A A=A

2) Birliktelik : (A B) C=A (B C), (A B) C =A (B C)

3) De i me : A B=B A, A B=B A

4) Da õlma : A (B C)=(A B) (A C), A (B C)=(A B) (A C)

5) Özde lik : A =A , A = , A = , A =A

6) Tümleme : A Ac= , A Ac= , (Ac)c=A , c= , c=

7) De Morgan : (A B)c=Ac Bc , (A B)c=Ac Bc
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OLASILI IN AKS YOMAT K TANIMI

Olasõlõk bir P[ ] küme fonksiyonudur ve bu fonksiyon her bir A olayõna “A
olayõnõn olasõlõ õ” diye adlandõrõlan bir P[A] de eri atar. Bu P[A] de eri a a õdaki
aksiyomlara uyar.

1) P[A] 0

2) P[ ]=1

3) P[A B]=P[A]+P[B] E er A B=

Bu aksiyomlar a a õdaki sonuçlarõ olu turmak için yeterlidir.

4) P[ ]=0

5) P[A Bc ]= P[A] P[A B]

6) P[ A]=1 P[Ac]

7) P[A B]=P[A] + P[B] – P[A B]

Bu noktadan itibaren A B yerine A+B ve A B yerine AB notasyonunu de i imli
olarak kullanaca õz.

Örnek:
7. Özelli i aksiyomlarõ kullanarak ispatlayalõm

A B=ABc AcB AB {A B olayõnõ 3 ayrõk olaya böldük}

ekil I. Görüldü ü gibi bu üç olayõn birbiriyle hiç bir ortak noktasõ yoktur.
Dolayõsõyla bu olaylar ayrõk olaylardõr.

Üçüncü aksiyomu kullanõrsak ,
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P[A B] = P[ABc AcB] + P[AB]

=P[ABc]+P[AcB]+P[AB]

=P[A] P[AB]+P[B] P[AB]+P[AB]

=P[A]+P[B] P[AB]

Örnek:
Bir torbadan 1 ile 12 arasõnda numaralandõrõlmõ toplarõ çekme deneyini ele

alalõm.

={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} olur.
A olayõnõ 1 ile 6 arasõndaki toplarõ çekme, B olayõnõ da 3 ile 9 arasõndaki toplarõ
olarak tanõmlayalõm.
Yani
A={1,2,3,4,5,6} ve B={3,4,5,6,7,8,9}

A B={1,2,3,4,5,6,7,8,9} , AB={3,4,5,6} , ABc ={1,2}

Bc={1,2,10,11,12} , Ac={7,8,9,10,11,12} , AcBc={10,11,12}

(AB)c={1,2,7,8,9,10,11,12}

Dolayõsõyla ,
P[A] =P[{1}] + P[{2}]+…………………………+ P[{6}]

P[B] =P[{3}] + P[{4}]+………………………….+P[{9}]

P[AB]=P[{3}] + P[{4}]+………………………….+P[{6}]

E er P[{1}]=…………….=P[{12}]=1/12 => P[A]=1/12, P[B]=7/12 ve P[AB]=4/12 olur.

NOT : {1,2,3………………………N} gibi N elemanõ olan kümeden bu N elemanõnda e it
ansla bu kümede bulunmasõ ko uluyla bir eleman seçme olayõnõn olasõlõ õ P=1/N dir.

Örnek:

A B= iken A Bc oldu unu ispatlayõnõz?
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A B= Bc taralõ alandõr dolayõsõyla
A Bc

Örnek:
A={0} ise =A do rumudur?

A kümesi elemanõ “0” olan 1 elemanlõ bir kümedir. Dolayõsõyla A kümesi hiçbir
elemanõ olmayan kümeye e it olamaz.

Örnek:
Bir fabrikadaki çalõ anlarõn 30’u baskõ devre, 25’i tasarõm ve 10 tanesi de hem

baskõ devre hem de tasarõm kõsmõnda çalõ abilecek durumda i çilerdir. Bu
i letmeden rastgele seçilen bir ki inin baskõ devre bölümünde çalõ abilme ihtimali
nedir?

A={x: x, baskõ devre kõsmõnda çalõ abilecek ki i}
B={ x: x, tasarõm kõsmõnda çalõ abilecek ki i }

A kümesi 30 eleman içeriyor S(A)=30
B kümesi 25 eleman içeriyor S(B)=25
A B kümesi 10 eleman içeriyor S(A B)=10

7. Özellikten S(A B)=S(A)+S(B) S(A B) => S(A B)=30+25 10=45

P(A)=nA/n =30/45 olur.

Not: = A B
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B LE K, KO ULLU,TOPLAM OLASILIKLAR VE BA IMSIZLIK

A a õdaki A , B ve C olaylarõnõ ele alalõm
A:{Erzurum da herhangi bir günde sõcaklõ õn 15oC’nin üzerinde olmasõ}
B:{ Erzurum da herhangi bir günde 1cm üzeri ya õ olmasõ}
C:{A ve B olaylarõnõn her ikisinin de aynõ günde gerçekle melsi}
Yani C AB

Bu C olayõna A ve B’nin “Birle ik olasõlõ õ” denir. Bu kavram 2 den fazla olay
için de geçerlidir. Örne in herhangi bir E,F,G olaylarõn bile ik olasõlõ õ H=EFG olarak
verilir.

Olasõlõ õn Frekans tanõmõndan hareketle,

P[A] = nA / n , P[B] = nB / n ve P[AB] = nAB / n

imdi nAB/nA oranõna bakalõm.Bu oran A olayõnõn ve AB olayõnõn gerçekle mesi
arasõndaki ba õl frekanstõr.

Bu oran sõcaklõ õn 15oC oldu u günlerde ya õ õn da 1 cm’nin üzerine çõktõ õ

günlerin oranõnõ verir. Yani ba ka bir olayõn olmasõ ”ko uluna” dayalõ bir olasõlõk var
kar õmõzda.

Ufak bir matematiksel düzenlemeyle,

nAB / n = (nAB / n) / ( nA / n) = P[AB] / P[B] oldu u görülür.

Bu olayda A olayõnõn olmasõ ko uluyla B olayõnõn olmasõ ihtimali P(B|A)
tanõmlamamõzõ sa lar.

nAB / nA = P(B|A) =P(AB) / P(A) , tabiî ki P(A) > 0 olmalõ

ve benzer yolla

P(A|B) = P(AB) / P(B) ifadesi yazõla bilir. Tabiî ki P(B) > 0 olmalõ.

Örnek:

Yandaki ekilde gösterilen bir ikili
haberle me sisteminde 0 ve 1
sembollerinin iletildi i bir sayõsal
haberle me yapõlmaktadõr. Bu sistemde
“Y” alõnan sembolü, “X” ise gönderilen
sembolü göstermektedir.
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Bu sistemin Örnek Uzayõ olan “ ”

={(x,y): x= 0 veya 1, y= 0 veya 1}={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

X olayõ X = {(x,0),(x,1)} ile verilmektedir.
Y olayõ Y = {(0,y),(1,y)} ile verilmektedir.

P[ (x,y) = (i,j)] = P[ x=i ] P[ y=j | x=i ] ; i,j= 0 , 1
Bu sistemde haberle me sistemindeki gürültüden dolayõ gönderilen 0 bazen 1

bazen 0 olarak alõnabilmektedir. Aynõ zaman da gönderilen 1’de bazen 0 bazen 1
olarak alõnabilmektedir.

Yapõlan ölçümler neticesinde a a õdaki olasõlõklar bilinmektedir.

P[y=1|x=1]=0.9 ; P[y=1|x=0]=0.1
P[y=0|x=1]=0.1 ; P[y=0|x=0]=0.9

Aynõ zamanda haberle me sisteminin tasarõmõndan gelen bir özellikle 0
üretilme olasõlõ õ 1 üretilme olasõlõ õna e it olup

P[x=0]=P[x=1]=1/2
=>Bazõ bile ik olasõlõklara bakalõm

P[x=0,y=0] = P[y=0|x=0] P[x=0]=0,9 * 0,5= 0,45
P[x=0,y=1] = P[y=1|x=0] P[x=0]=0,1 * 0,5= 0,05

Aynõ ekilde P[x=1,y=0]=0,05 ve P[x=1,y=1]=0,45

KO ULSUZ OLASILIK
Ço u mühendislik veya bilimsel problemde ba ka olaylara ba lõ olmayan

“KO ULSUZ OLASILI I” bulmak isteriz. Bir B olayõna ili kin bu ko ulsuz olasõlõk
ko ullu olasõlõklarõn a õrlõklõ ortalamasõ cinsinden verilebilir. Bu hesaplama a a õdaki
teorem vasõtasõyla yapõlõr.

Teorem:
A1,A2………………………..An ayrõk olaylar ve (( )) olsun. B olayõ da

Ai’lerin olu turdu u bu olasõlõk uzayõnda tanõmlanmõ bir olay olsun. O zaman
P[Ai] 0 olmak ko uluyla
P[B]=P[B|A1].P[A1] + P[B|A2].P[A2] +………………….+ P[B|An].P[An]

Bazen P[B], e itli in sa tarafõndaki hesaplamanõn do asõ gere i ortalama olasõlõk
olarak da adlandõrõlõr.
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spat:
Ai‘ler ayrõk oldu undan AiAJ= , i j iken ve ( ) ve

B =B=B Ai
BAi Ai dir. Dolayõsõyla (BAi)(BAj)= , her i j için.
Aksiyom 3’ü kullanõrsak (n olaya geni letilerek);

P[B]=P[Uni=1BAi]=P[BA1]+P[BA2]+……………………+ P[BAn]
= P[B|A1].P[A1] + P[B|A2].P[A2] +………………….+ P[B|An].P[An]

Örnek:
Bir önceki örnekle verilen ikili haberle me sistemi için P[y=0] (0 alõnma) ve

P[y=1] (1 alõnma) olasõlõklarõnõ hesaplayalõm.
P[y=0] = P[y=0|x=0] P[x=0] + P[y=0|x=1] P[x=1]

= 0,9 . 0,5 + 0,1 . 0,5 =0,5
P[y=1] = P[y=1|x=0] P[x=0] + P[y=1|x=1] P[x=1]

= 0,9 . 0,5 + 0,1 . 0,5 =0,5
P[y=1] i ayrõca {y=0} {y=1 }= oldu undan dikkat ederek,
P[y=0]+P[y=1]=1 den {Aksiyom 2} hesaplayabiliriz.

BA IMSIZLIK:
Olasõlõ õn oldukça önemli kavramlarõndan biridir. Ayrõ örnek uzayõnda tanõmlõ

A ve B olayõna yalnõz ve yalnõz
P[AB]=P[A].P[B] ise “BA IMSIZ” dõr.

Genel ifadesiyle P[AB]=P[B|A].P[A]=P[A|B].P[B] oldu undan
Ba õmsõz olaylar için

P[B|A]=P[B]
P[A|B]=P[A] dir.

Dolayõsõyla ba õmsõzlõk tanõmõ A, B olaylarõnõn ba õmsõz oldu u durum için A
olayõnõn üzerinde ve B olayõnõn da A üzerinde hiçbir etkisi olmadõ õnõ söylemektedir.
Bu tanõmda temel kavramlarõmõzla aynõ do rultudadõr

3 farklõ A,B,C olayõ için {P(A) 0, P(B) 0, P(C) 0 olmak kaydõyla}
Ba õsõz olma artõ (P(A) 0 P(B) 0 P(C) 0 olmak kaydõyla)
P[ABC]=P[A] P[B] P[C]
P[AB]=P[A] P[B] , P[BC]= P[B] P[C] , P[AC]=P[A] P[C]

3 olayõn ba õmsõz olmasõ için sadece P[ABC]=P[A] P[B] P[C] ’ nin yeterli
olmadõ õna ve her ikilinin de ba õmsõz olmasõ gerekti ine dikkat edin.

BAYES TEOREM :

Önceki sonuçlarõn õ õ õnda oldukça basit ve aynõ zamanda çok geni kullanõm
alanõna sahip olan BAYES formülünü yazabiliriz.

P[B]>0 ve P[Ai] 0 , i için
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spat:

Paydadaki ifade P[B] ye e ittir. Dolayõsõyla BAYES teoremi ko ullu olasõlõ õn
bir uygulamasõdõr.

NOT:
P [Aj|B]’ye Aj ‘nin B ko uluna ba lõ “sonradan” olasõlõ õ denir. P[B|Aj]’ye ise B’nin

Aj’ye ko uluna ba lõ “önceden” olasõlõ õ denir.
Genelde pratikte “sonradan” olasõlõklar gözlemler sonucunda hesaplanõr,

“önceden” olasõlõklar ise geçmi ölçümlere dayanõlarak kestirilir(Tahmin edilir.)

Örnek:
Bir haberle me kanalõnda P0 ihtimalle 0, P1 ihtimalle 1 gönderilmektedir.
( P1 =1 P0) Kanaldaki gürültü dolayõsõyla olasõlõ õ ile 0 , 1 olasõlõ õyla da 1 alõnõyor.
Alõcõda 1 gözlemlendi ine göre 1 gönderilmi olma olasõlõ õ nedir?

Cevap:

Kanalõn yapõsõ yukarõda verilmi tir. P[X=1|Y=1] olasõlõ õnõ arõyoruz.

Örnek:
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Bir kanser testine ili kin a a õdaki sonuçlar tanõmlanõyor olsun
A : Teste göre test edilen ki i kanser.
B : Ki i gerçekten kanser.
Ac: Teste göre test edilen ki i kanser de il.
Bc: Ki i gerçekten kanser de il.
Ve a a õdakilerin de bilindi ini varsayalõm.

Bu test “ Y ” bir test midir?
Cevap:

Bu soruyu cevaplamak için testin kanser te hisi koydu u ki inin gerçekten
kanser olma ihtimalinin ne oldu unu bilmemiz gerekir. Yani P[B|A] ya bakmalõyõz.

Yan sadece testlerin oldu unu söyledi i ki ilerin gerçekten kanser olma
ihtimali %8,7 dõr. Geri kalan %91,3 lük kõsõmda kanser te hisi konulan ki i kanser
olmayacaktõr.Dolayõsõyla “ Y B R TEST DE L”

Bu sonuç a õrtõcõ gibi gözükse de kanser olan ve olmayanlarõn sayõsõ arasõndaki
dengesizlik (yani kanser olanlarõn azlõ õ) testi ba arõsõz kõlmaktadõr.

SAYMA FORMÜLLER
Yerine koyarak örnekleme:

Bir torbadaki numaralandõrõlmõ toplar önce çekiliyor numarasõ kaydediliyor
sonra tekrar torbaya konuluyor. Bu durumda ilk örneklemede “n” tane (torbada n
tane top oldu u varsayõmõyla) farklõ seçenek ve ikinci örneklemede yine “n” tane
farklõ seçenek söz konusudur. Sonuç olarak “n” elemanõ olan torbadan “r” elemanlõ

“nr “ tane farklõ sõralanmõ örnekler elde edilebilir.

Yerine koymadan örnekleme:
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Yine yukarõda bahsedilen durun için bu sefer çekilen toplarõn yerine geri
konulmadõ õnõ dü ünelim. Dolayõsõyla ilk için “n” top varken ikinci çekim için “n 1”
top üçüncüde “n 2” eklinde azalan sayõda top olacaktõr.

Sonuç olarak:

Bu durumda olu abilecek ekillerin sayõsõ

kadar “farklõ sõralanmõ ” örnek elde edilebilir.

“n” elemanlõ bir popülâsyondan olu abilecek “r” elemanlõ alt popülâsyonlar:

Olasõlõkta olu abilecek temel sorulardan biridir. Örne in 1’den 4’e kadar
numaralandõrõlmõ toplarõ ele alalõm. Bu toplardan 2’li kaç grup olu turulabilir?

Bu yerine koymadan örnekleme
6 tane grup yapõlan elde edece imiz

4x3=12 den küçüktür.

12 Yerine koymadan

Yerine koyarak örneklemede ise
4x4=16 grup elde edilir.

 
 
Bize 6 farklõ grup veren dizilim için genel bir formül elde edilir. Bu dizilime

n’in r’li kombinasyonu denir ve sembolü ile gösterilir.

“r” tane elemandan olu an popülasyon için r! tane farklõ dizilim söz

konusudur. Dolayõsõyla alt popülâsyonu için .r! tane farklõ sõralamadan
bahsedebiliriz.
Bu durumda,

.r!=
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ye aynõ zamanda binom katsayõsõ denir.

Ve

Yani

BERNOULLI DENEMELER

Sonucu “P” olasõlõ õ ile ba arõ { 1=s} ve q=1 p olasõlõ õ ile ba arõsõzlõk{ 1=f}
olsun ve tek bir deneme içeren bir denemeyi ele alalõm. Bu durumda örnek uzayõ

={s,f} olur. Bu deneyi tekrarladõ õmõzõ varsayalõm bu durumda yeni örnek uzayõ

2= x olur ve 2 ={ss, sf, fs, ff}. Bu uzay 22=4 tane olay içerir x çarpõmõ

“KARTEZYEN ÇARPIM” olarak adlandõrõlõr. E er n tane “ba õmsõz” deneme
yaparsak örnek uzayõ

n= x x x x…………………x , olur ve bu örnek uzay 2n eleman içerir.

n – kere

n={a1,…………………………………………a } =2n

Her bir Zij sonucu di erlerinden ba õmsõz oldu undan

olur. Dolayõsõyla “k”
ba arõ ve “n k” ba arõsõzlõk içeren bir sõralõ kümenin olasõlõ õ dõr. Örne in 3
kez yazõ, tura attõ õmõzõ dü ünelim. “p=P{Y} ve q=P{T}” olsun.

P{YTY}=pqp=p2q olur. Bize aynõ ba arõ olasõlõ õnõ verecek farklõ sõralamalar da
mümkün. Bunlarõn sayõsõ da

dõr.

Yani “n” denemeden “k” ba arõ ve “n k” ba arõsõzlõk ihtimali var. Bu da

Tanõmladõ õmõz bu “b(k;n,p)” ye “Binom Kanunu” denir. “n” deneme yaparak “k”
ba arõ elde etme ihtimali arama olayõna da “Binom Denemeleri” denir.

Örnek:
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Saniyede 10 ba õmsõz bit üreten alõnmaktadõr. Hatalõ bit alõnma olasõlõ õ ( 0
gönderilip 1alõnmasõ yada tam tersi ) 0,001 dir. Saniyede “En Az” bir hata olma
olasõlõ õ nedir.
Cevap:

Binom kanunu ile ilgili formüller:

1) “k” yada daha az ba arõ olma ihtimali

2) En az “k” ba arõ olma ihtimali

3) En az “j” en fazla “k” ba arõ olma ihtimali

Örnek:
={1,2,3,4} , A={1,2} , B={2,3} , C={3,4}

E itli i acaba sa lanõr mõ? Ona bakalõm.
Cevap:

AB={2} , BC={3} , AC=

P(A)=P(B)=P(C) = P(AB)=P(BC) =
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RASLANTI DE KENLER

Raslantõ de i keni kavramõ orijinal örnek(olasõlõk)uzayõnõn yerine olaylarõn
rakam kümelerinden olu turdu u bir uzayõ kullanmamõzõ yani reel(R) eksende
çalõ abilmemizi mümkün kõlacaktõr.

Örnek uzayõ “ ” olan bir H deneyini ele alalõm. örnek uzayõnõn elemanlarõ
( ) H deneyinin rasgele sonuçlarõdõr. E er her bir eleman ( ) için reel bir sayõ
kullanõrsak ’ler ve reel(R) eksen arasõnda bir kar õlõk bulma kuralõ buluruz. Bu
kuralõ X( ) ile gösterelim. Böyle belirli kõsõtlamalara sahip kurala “RASLANTI
DE KEN ” diyoruz. Dolayõsõyla “X(.)” yada kõsaca “X” rasgele de i keni
domeninde çalõ an ve reel eksende de erler alabilen bir fonksiyondur.

ekildeki açõklandõ õ gibi bir e le tirme sonucunda X reel eksende de erler
almaktadõr. Özellikle;

õ X : raslantõ de i keni
x: reel sayõlardaki kar õlõ õ

özel bir olaya kar õlõk gelmektedir ve biz bu olaya bir olasõlõk de eri atamak isteriz.
Bu olasõlõk,

dir ve bu olasõlõ a “OLASILIK DA ILIM
FONKS YONU(PDF)” deriz.
Örnek:
ki farklõ paranõn birlikte atõlmasõ durumunda örnek uzayõ

Bu örnek uzayõnda farklõ raslantõ de i kenleri
tanõmlamak mümkündür.

 
 

 

X(.) 
 
 
 
 
 
                                                                                                                X( ) 
                                                                                                                                                 R

A

   
 
 
 
                          
                       

A 
 

          .  
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X: Gelen tura sayõsõ olarak ele alõndõ õnda
X(T,T)=2 X(Y,T)=1
X(T,Y)=1 X(Y,Y)=0

P(X=1) =1/2 F(0)=P(X 0)
X: Gelen yazsõ sayõsõ olarak alõndõ õnda P(X=0)=1/4 F(1)=P(X 1)
X(T,T)=0 X(Y,T)=1 P(X=2)=1/4
X(T,Y)=1 X(Y,Y)=2
Bu durumda atõlan iki paranõn da yazõ olma olasõlõ õ P(x=0), birinin tura birini

yazõ olma olasõlõ õ P(x=1), ve her ikisinin de yazõ olma olasõlõ õ P(x=2), ile ifade
ederiz.

E er “olasõlõk da õlõm fonksiyonunu (PDF)” çizmeye çalõ õrsak öyle bir grafik
elde ederiz.

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Raslantõ de i kenin tanõmõnda esas olan örnek uzayõnõn her bir ö esi
kar õlõ õnda Reel sayõ ekseninde (R) bir kar õlõk bulabilmesidir.
Örnek:

Sõnõftaki ö renciler için
O1: Boyu 150cm’den küçük olanlar
O2: Boyu 169cm’den küçük olanlar eklinde tanõmlanmõ olaylarõ ele alalõm.
O3: Boyu 160cm’den büyük olanlar

X: Bir ö rencinin boyunun uzunlu u ise

X(O1)=A1={x | x < 150} P(X < 150) Bu olaylar de i ken
X(O2)=A2={x | x < 169} P(X < 169) olasõlõklardõr.
X(O3)=A3={x | x < 160} P(X < 160)

 
                                                                F(x)=P(X x) 
 
 
 
                                                           1 
                     
                                                       0,75   
 
                                                       0,25 
 
 0 1 2 x 
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Raslantõ de i keni reel eksende aldõ õ de erlere göre “süreksiz” ve “sürekli”
raslantõ de i keni olmak üzere ikiye ayrõlõrlar.

E er X raslantõ de i keninin R deki de er kümesi sayõlabilir olarak sonsuz bir
küme ise X “süreksiz” bir raslantõ de i kenidir.

Örne in reel eksendeki de er kümesi {x | x = 1,2,3,…} olan bir raslantõ
de i keni süreksizdir.

E er de er kümesi sayõlamõyor ise o zaman X sürekli bir raslantõ de i kenidir.
Örne in {x | a x b} eklinde ise bu raslantõ de i keni süreklidir.

OLASILIK DA ILIM FONKS YONU (PDF):
 

olan bir raslantõ

de i kenini ele aldõ õmõzda P[X x] eklinde yazabilece imiz bütün olasõlõk
de erlerini elde edebilir.

Mesela P[X 0,5]=3/4 olur.
Bir çok durumda her bir olasõlõk için tek tek olasõlõk fonksiyonu P[.] ‘yi yazmak garip
olabilir. Bunun için PDF (olasõlõk da õlõm fonksiyonunu) kullanmaya ihtiyaç duyarõz.

PDF : Fx(x)=P[ X x ] eklinde tanõmlanõr. 
NOT:
Raslantõ de i kenlerinin büyük “X” ( Y,Z vs. olabilir ), Bu ralantõ de i keninin aldõ õ

de erlerin ise küçük “x” ile gösterildi ine dikkat edin bu durumda Fx(y) yazmamõz

notasyonda herhangi bir problem olu turmaz. Fx(y)=P[X y] olur.

 
Olasõlõk Da õlõm Fonksiyonunun Fx(x)’in özellikleri:

1) Fx( )=1 Fx( )=0

2) 0 Fx(x) 1

3) x1 x2 Fx(x1) Fx(x2)

4) P(x1 < X x2) = Fx(x2) Fx(x1) 0
 

 
Örnek: 

Bir bilgisayarõn hafõzasõndaki bit dizisini inceleyelim. E er bit “1” ise X=1 ve “0”
ise X=0 dir. Bitin 0 olma olasõlõ õnõn “q”, 1 olma olasõlõ õnõn da “1 q” oldu unu
varsayalõm.
Bu durumda ={0,1} olur. Bu olasõlõ õn da õlõm fonksiyonu Fx(x)’i hesaplayalõm

i) x < 0 : Bu durumda {X x}= bir ve Fx(x)=0
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ii) 0 x < 1: Bu durumda {X x}=q dur.
iii) x 1 : Bu durumda {X x}= olur yani P(X 1)=1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Örnek: 
 

Bir raslantõ de i keni a a õdaki olasõlõk da õlõm fonksiyonuna sahiptir.

Fx(x) =

a) X =1/4

b) X > 3/4

Önce bu olasõlõk da õlõm fonksiyonunu çizelim

                                                 Fx(x) 
 
 
 
 1 
  
 
                                                   q 
 
 
 x 

        1    
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        Fx(x) 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                  1 
 
                                                                0,5 
 
 x 
 -1             0               1               2 

 

“a” õkkõnõ çözmek için
Yani olasõlõk da õlõm fonksiyonunun x noktasõndaki soldan limitini tanõmlayalõm.

Burada unu iddia ediyoruz P{X=x}= F(x) F(x )
spat:

ele alalõm
4. Özelli i kullanarak

 

Sürekli fonksiyonlarda fonksiyonun sa dan ve soldan limitleri fonksiyonun o
noktadaki de erine e it oldu undan Fx(x)=Fx(x ) olaca õndan P(X=x) sürekli
fonksiyonlar için “0” olur. Yani P(X=1/4)=0

b) P(X > 3/4) = 1 – P(X 3/4) = 1 Fx(3/4) = 1/8 olur.

OLASILIK YO UNLUK FONKS YONU (pdf)

Olasõlõk yo unluk fonksiyonu.

Özellikleri:
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f(x)’in yorumu:

Yeterince küçük bir x de eri için

dolayõsõyla küçük x için P[x<X x+ x]=F(x) x e er x 0’a giderse
P[X=x]=f(x) x 0 olur.

BEKLEND K DE ER

Burada beklendik de er olarak nitelendirdi imiz de er ,X raslantõ de i keninin
ortalama de eridir.

MOMENT

e X rasgele de i keninde görüldü ü üzere “n=1” olunca bu moment
beklendik de er, “n=2” olunca karesel beklendik de er adõnõ alõr ve bu da bizim için
önemlidir.
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Karesel beklendik de er e er ragele de i kenimiz bir direnç üzerindeki gerilimi
ifade ediyorsa direncin üzerinde harcanan güç bu karesel beklendik de erle
orantõlõdõr.

Merkezi moment diye tanõmlayaca õmõz momentlerde rasgele de i kenden
beklendik de erin çõkartõldõktan sonra elde edilen momentlerdir.

n=1 için merkezi momentin “0” olaca õ açõktõr.
n=2 için ise oldukça önemlidir. Buna “varyans” denilir.

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

  de eri de standart sapma olarak adlandõrõlõr.
 
Örnek: 

 
a) ekilde verilen olasõlõk

yo unluk fonksiyonunun geçerli bir “pdf”
olmasõ için “a” ne olmalõ?

b) E[x]
c) 2

d) 
Çözüm:
“a” õkkõnõn çözümü için olasõlõk

yo unluk fonksiyonunun 1. Özelli ini
kullanaca õz.

 
 

 

 

 

             f(x) 
 
 
 
 
        
         a 
 
 

                                                   x 
                     1                   5 
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Örnek: 
 
A a õda olasõlõk da õlõm fonksiyonu verilen X raslantõ de i keninin olasõlõk

yo unluk fonksiyonunu çiziniz.
 
 

 

  
Dolayõsõyla olasõlõk da õlõm
fonksiyonunun türevi bize olasõlõk
yo unluk fonksiyonunu verir.
 
 
 

 
Cevap: 

 

                  F(x) 
 
 

 1 
 
 
 
 
                                                                                 x 
                                         2 

   1/2 

2

f(x) 

x
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DIRAC DELTA FONKS YONU:

Delta fonksiyonu (x) genellikle x=0 dõ õndaki bütün noktalarda 0 de erini alõr
ve x=0 da ise

Di er bir tanõmda rect (dikdörtgen) fonksiyonu kullanõlarak verilir.
 

 

 
ekilde a gitti inde dikdörtgen

geni li i azalarak 0’a gider ve yüksekli i
artarak ’a gider.

 
 
 
 
 

X=Xi  noktasõndaki süreksizli in türevi: 

 
Elimizde birim basamak fonksiyonu olsun.
 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
Solda gösterdi imiz fonksiyon U(x xi) yani
birim basamak fonksiyonunun xi kadar büyük
eklidir. ( ekil b)

 
 
 

 
 
 

Sa daki ekilde ( ekil c) ise
ekil b’nin x 0 giderken bir

yakla õm gösterimidir.

                                 arect(ax) 
 
 
 
                                a 
 
 
                                                                      x 
                -1/2a                  1/2a 
 

       (x) 

 

 
 
             1 
 
 
                                              x  
              0 
            ekil a 

       U(x-xi) 

 

 
 
             1 
 
 
                                                          x   
              0             xi 

            ekil b 

       F(x) 

 

 
 
             1 
 
 
                                                                                     x    
              0         xi - x/2      xi       xi + x/2   
            ekil c 
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ekil c deki fonksiyonun türevini alõrsak a a õdaki grafi i elde ederiz.
 

 

 

 

 

 
Yani x = xi noktasõndaki bir süreksizli in türevi x
= xi noktasõnda tanõmlõ ve yüksekli i süreksizli i
ile do ru orantõlõ olan bir fonksiyonu ile verilir.

 

 

 

 

 

 
Örnek: 
 

 
 
 

PDF  ise 
 
 
 
 
 
 
 

Sõk Kullanõlan Olasõlõk Yo unluk Fonksiyonlarõ: 
  
 

1) Uniform pdf (düzgün) 
 

 

 
 
 

Bu da õlõm daha önceden bilgi sahibi

       f(x) 

 

 
            1/ x 
              
 
 
                                                   x      
xi - x/2              xi + x/2   
 

 

       f(x) 

 

 
             
              
         1/2 
 
                                                    x   
              0 
             

       F(x) 

 

 
            1 
              
         1/2 
 
                                                    x   
              0 
             

 

  f(x) 

 

 

 
                    
 
                                                      x   
            0            a                b 
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olmadõ õmõz durumda belli aralõklarda olabilecek olaylarõn e it ansla olabilece ini
kabul etmemize
kar õlõk gelen pdf dir.

Bu olasõlõk yo unluk fonksiyonunun PDF’sini çizecek olursak
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 
2) Exponansiyel (Üstsel da õlõm)( >0)

 

 

 

 
Ortalama de er =
Varyans 2= 2

 
 
Üstsel da õlõmõn olasõlõk yo unluk fonksiyonunun PDF’sini çizersek

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       F(x) 

 

 
 
             1 
 
 
                                                                                     x    
              0             a                         b   
             

  f(x) 

 

 1/µ - 
 
 
 
 
                                                   x    
      0                             
             

 

 

    µ - 
 
 
 
 
                                                   x    
      0                             
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3) Normal (Gaussian)pdf
 

 

 
 
 
 

                                                                                N(µ, 1
2) 

  

                                                                                   N(µ, 2
2) 

 
 
 
 
 
 
                                                                     µ 
 

Ortalama de er E[x]=
Varyans = 2

Bu olasõlõk yo unluk fonksiyonunun PDF’si ise
 

 

 

 

Bu integrali almak zor bunun için “erf” fonksiyonundan yakla õm yapaca õz.
 

 

 

 

erf fonksiyonunun birkaç özelli i:

1)  
 

2)  

 

3)  
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4)  

 
5)  

 
6) 

Örnek:
N(0,4) gaussian bir da õlõm için P(2<X 4)=?

Cevap: 
 

 

 
  = erf ( 2 ) – erf ( 1 ) 

 

  = 0,477 – 0,341 

 

  = 0,136 olur.
 

Örnek:
Sõnõf mevcudunun 66 ki i oldu unu dü ünelim =30 ve =20 bu sõnõfta 20 ile 40

arasõnda not alan kaç ki i vardõr?
Cevap:

 

 

 

= erf(0,5) – erf( 0,5)

= 2erf(0,5)

=2(0,191)

=0,382

66.0,382 = 25,08 25 ki i 20 ile 40 arasõnda not alõr.
 

4) Rayleigh (a > 0) ve (n 0 )
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Ortalama de er =

Varyans
 
 
 
 
 
 

Bu pdf haberle mede gecikmeli (fading) kanalõn modellenmesinde kullanõlõr.

     f(x) 
 

 

   

 
 
 
 
 
 
 

x
                              x 
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5) Binom olasõlõk yo unluk fonsiyonu (n>m ):

 

 

 

 

 
Olasõlõk yo unluk grafi ini çizersek 
                               f(x) 
 
 
 
 
               P(X=0) 
 
 
                                                                                                         x 
 
                            F(x) 
 
 
 
                         1 
 
 
 
 
                                                                                                         x 
                           0         1         2          3 

 
 

 

“n” e er çok büyükse
õ

6) Poisson (a>0 ) :
 

 

buna göre:
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imdi bunlarõn nasõl elde edildi ine bakalõm.

spat:

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Taylor serisinden 

 

 

 

 
 
 
Örnek:

Bir bilgisayarda 10 bin tane elektronik eleman vardõr. Her bir eleman
di erinden ba õmsõz bir yõlda bozulma olasõlõ õ (p=10 4) olarak veriliyor. Bilgisayarõn
yõl sonunda çalõ õyor olma olasõlõ õ nedir? Bir eleman bozuldu unda bilgisayarõnda
bozuldu u kabul ediliyor.
Cevap:

 
P=10 4 n=10000 k=0 ve a = n.p = 1 oldu unu biliyoruz.
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birim zamandaki olaylarõn sayõsõ

: aralõ õn uzunlu u (t , t + )

Trafik modellemelerinde çokca kullanõlan yo unluk ifadesi 

 
 

Örnek: 
eklinde verilen bir pdf için PDF yi bulunuz.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Cevap:  

 
 
 
 
 
 
 
 
          1/4 
           
 
          1/8 

 
 
   -1          0            1           2 
 

 

  
                      F(x) =P(X x)  
 
 
                       1 
 
                   6/8 
                
 
                  5 / 8 
 

 

                  4 / 8  
             

 

                            2/8 

 

 

    

         -1            0               1              2 
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toplamõn integrali integrallerin toplamõna e ittir. Dolayõsõyla
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sonuçlarõn hepsini toplarsak sonucun 1 olmasõ gerekir. 
 

           

 
E er F( x)=P( 1 x 1 ) sorulmu olsaydõ cevap 1/4 + 1/4 + 1/8 = 5/8 olacaktõ.
 
Örnek:

a) pdf grafi i verilen fonksiyonun PDF ‘sini çiziniz
b) P(4<x 8,5) de erini bulunuz.
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Cevap:
 
a) Her bir aralõk için ayrõ ayrõ hesaplama yaparsak
 
1 x 3 Aralõ õ için F(x)’i yazacak olursak.
 

 

 

 

Dolayõsõyla sadece ikinci integral kalõr.
 

 

 

 

 

 

3<x<5 Aralõ õ için F(x)
 

 

 

 

              f(x) 
 
 
 
 
 
 
 
 
       0,4 
 
 
 
       0,2 

           
                                                                                                                      x 
            0           1             2           3           4          5          6          7             8          9 
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5<x 7 Aralõ õ için F(x)
 

 

 
 

 
7<x 8 Aralõ õ için F(x)
 

 

 
F(x)=0,4+0,2+0,2=0,8 olur.
 
8<x 9 Aralõ õ için F(x)
 

 

 
9<x< Aralõ õ için F(x)
 

 

 

Her aralõk için hesaplama yaptõk bunlarõ çizelim çizilen grafik bizden istenen PDF
olacaktõr.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
b)

 
 
                   F(x) 
 
             1 
 
          0,8 
 
          0,6 
 
          0,4 
 
 
 
                                                                                                                                  x 
                0          1        2         3         4         5         6         7         8         9 
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=0,5  

Yada
 
P( 4 < x  8,5) = F(8,5) - F(4) = 0,9 - 0,4 = 0,5 olur. 
 
 

Ko ullu Yo unluklar Ve Da õlõmlar:
 
“ ” Evrensel kümesine ait bütün elemanlarõnõ içeren bir C olayõnõ ve bu

kümesinin elemanlarõnõ reel eksene atayan bir X raslantõ de i keni ele alalõm. Bu

durumda yine bu evrensel kümenin alt kümesi olan bir B kümesi tanõmlayalõm

{ : X ( ) x } , { : B }
B olayõna ba lõ artlõ da õlõm

Burada P[X x,B] ………………….{ X x } ve B olayõnõn bile ik olasõlõ õdõr. E er x
{X } kesin olaya denk olur ve F( ,B)=1 olur.

F(x|B) Normal bir da õlõm fonksiyonunun bütün özelliklerine sahiptir.

Ko ullu yo unluk fonksiyonu da aynõ ekilde

Örnek:
B olayõnõ eklinde tanõmlayalõm ve F(x|B)’yi hesaplayalõm.

i) x 10 için {X 10} olayõ {X x} olayõnõn bir alt kümesidir. Dolayõsõyla

ii) x 10 için {X x} olayõ {X 10} olayõnõn alt kümesidir dolayõsõyla

P[X 10, X x]=P[X x]
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F(x) F(x|B)

1 1

0,5

x x
0 10 20 0 10

B R RASLANTI DE KEN N N FONKS YONLARI
Mühendislik uygulamalarõnda klasik bir problem; bir sistemin giri ine uygulanan
giri için çõkõ õn hesaplanmasõdõr. Böylesi bir sistemin giri i bir raslantõ de i keni ise
çõkõ õ da genellikle bir raslantõ de i keni olacaktõr. Bu durumda e er giri ralantõ
de i kenleri için PDF veya pdf ifadeleri de biliniyorsa sistemin çõkõ õndaki raslantõ
de i keni için PDF veya pdf hesaplanabilir.
Bu durumu bir örnekle açõklayalõm.
Bir direnç (R) elemanõ üzerinden akan akõm (I) büyüklü ü w ile ifade edilen
miktarda bir enerji olu turmaktadõr.

Burada W veya W(.) bazen de W(I) ifadesi ile
tanõmlanan ve fonksiyon olarak adlandõrõlan
büyüklük her I de eri için olu an enerjiyi belirler
Bu durumda, e er I bir raslantõ de i keni olarak
tanõmlanmõ W=I2R eklinde tanõmlõ büyüklük

yeni bir raslantõ de i keni olu turmaktadõr. O zaman çözülmesi gereken soru:
Verilen bir kuralõ (fonksiyon) ve pdf’i fx(x) tanõmlanan X raslantõ de i keni için , yeni
Y=g(x) raslantõ de i kenin pdf’i ne olacaktõr?

X Y
fx(x) fy(y)=?

R

I

           g(.) 
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Y=g(x) tipi bir problem çözümü;
Tek bir raslantõ de i keninin (fonksiyonu):

X(0,1) aralõ õnda tanõmlõ uniform bir raslantõ de i keni ifade edilsin. Ve Y=2X+3
yeni raslantõ de i keni Fy(y)=?

Dolayõsõyla

Buradan hareketle,
Y’nin pdf’si için:

Genelleme

Y=aX+b eklinde pdf’i fx(x)olan sürekli bir X raslantõ de i keni

a > 0 için

a<0 için

fx(x) fy(y)
 

1
                                                                                                  
                                                                                  0,5 

0 1 3 4 5
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Olu turduklarõ için

Sürekli bir raslantõ de i keni için

Bizim için gerekli de il ama do ru

I ve II den

Bile ke fonksiyon:

f(x) ve g(x) verilsin f(g(x)) ifadesi fog(x) olarak gösterilir. Ve buna bile ke fonksiyon

adõ verilir.

Mesela:

Lineer Olmayan Bir fonksiyon örne i:

PDF’i Fx(x) olarak tanõmlõ sürekli bir raslantõ de i keni için Y=X2olsun.

Bu durumda

y > 0 için;
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y 0 için tanõmsõz.

y g(x)=Y

y+dy

y

fx(x)

dx1 dx2 dx3 x

dx1+x1 x1 x2 dx2 x2 x3 dx3+x3

Y=g(x) fonksiyonu için genel çözüm:
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pdf si fx(x) olan türevi alõnabilir reel raslantõ de i keninin fonksiyonu g(x) verilsin

Y=g(x) için pdf=?

{ y < Y y + dy } kümesi kesi imleri bo küme olan { Ei } kümelerinin bile kesi olarak

da yazõlabilir. Burada e er

Y=g(x) fonksiyonunun n tane reel kökü x1,x2,x3,………xn ise

Ei={ xi |dxi| < X < xi } , g’(xi)<0

Ei={ xi < X < xi +|dxi| } , g’(xi)>0

eklinde tanõmlanan kümeleri göz önüne alalõm Her iki durumda da pdf tanõmõndan

P [ Ei ] = fx (xi).|d xi |olarak yazõlõr.

Sonuç olarak

Veya bu e itli in her iki tarafõnõ |dy| ile böersek,

Bu durumda y=g(x) ifadesinin kökleri için dy/dxi=g’(x) alarak

xi=xi(y) , g’(xi) 0

Bu elde edilen ifade g(x) ifadesinin birçok kökü oldu undan bu tarz problemlerin

çözümünü kolayla tõran bir yöntemdir. E er verilen bir y için Y=g(x) ifadesinin kökü

yoksa fy(g)=0 olacaktõr.

Örnek:

X:[0,1] uniform da õlõma uyuyor. Y=2X+3 eklinde tanõmlanan fonksiyon için

fy(y)=?

g(x) = 2x+3 2x + 3 = y  x = (y-3)/2 

g’(x)=2

Y=g(x) in beklendik de eri ve standart sapmasõ
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Y = g(x) için bu hesaplamalarõ yaparsak

spat:

Y=ax+b eklinde bir fonksiyon verilmi olsun.

Örnek:

pdf’i hesaplanacak fonksiyon uygulamalarõnda türü bir fonksiyon

klasik bir uygulamadõr. Burada X rast. de .’nin

eklinde Uniform da õldõ õ kabul edilecektir.

Çözüm I:

(Klasik yakla õmla çözersek) önce bu fonksiyonunun eklini çizelim.
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y=sinx

y

sin 1(y) sin 1(y) x

P[ Y y ] = ? Bunun için { Y y } = ?

a) 0 y 1 için

b) 1 y 0 için

Benzer i lemler yapõlõrsa sonuç u hali alõr.

Çözüm II:

(genel çözüm) Y=sin(x) için pdf = ?

Burada g(x) fonksiyonu g(x) = sin(x) olarak tanõmlanacaktõr. Bu durumda

Y sin(x)=0 denkleminin kökleri için.

a)

Ayrõca
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Genel formül uyarõnca g’(x) ifadesinin köklerdeki de eri hesaplanmalõdõr. Bunun

için;

“0” oldu unu biliyoruz tabi.

Not:

sin( )= y =sin 1(y)

cos(sin 1(y))=cos( )=

1 y

Bu durumda

Son olarak

b) y < 0 iken de benzer ekilde i lemler tekrarlanacaktõr.

Örnek:

y=2x+1 olarak verilmi olsun.
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fx(x) fy(y)

y=2x+1

2/3

1/3

x y

2 0 1 3 0 3

y = 3 için fx( 2) = 0

y = 3 için fx(1)=2/3

fy(y) = (1/2) (2/3) = 1/3 fy(3) = 1/3

Örnek:

fx(x) N(0,1) yani =0 ve 2=1 olarak veriliyor.
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Tanõmlõ oldu u aralõ a göre önce grafi ini

çizersek yandaki ekil olu ur.

Çözüme geçelim:

P{ Y y } = P{ X y } x > 0 = Fx(y)

P{ Y y } = P{ X 0 } = 1/2 olur. Gausian

oldu undan dolayõ.

imdi Fx(y) ve f(y) yi çizlim.

B LE K DA ILIM VE YO UNLUK FONKS YONLARI

Bir olasõlõk uzayõnda birden çok raslantõ de i keni tanõmlamak mümkündür.

Örne in:

{ X x ,Y y } = { X x } { Y y } kümesi olaylarõndan olu sun ve X( ) x,

Y( ) y olsun. Bu durumda { X x , Y y } olayõ ile tanõmlõ noktalar x’ ve y’

düzlemlerinde altta verilen ekildeki taralõ bölgeye denk gelir.

Bu gösterimde x ve y de erleri geli i

güzel olarak seçilmi tir. Ancak en genel

durumda bunlar herhangi bir denkleme

dönü türülürler.

Bu durumda bile ik olasõlõk da õlõm fonk.

Fxy(x,y)=P[ X x , Y y ] olarak

tanõmlanõr. Tanõmõ gere i Fxy(x,y) bir

ihtimali belirtti i için Fxy(x,y) 0 artõnõ

tüm x ve y de erleri için sa lanmalõdõr.

i) { X , Y } olmasõ kesin olayõ, durumu ifade etti i için Fxy( , )=1 olmalõdõr.

Öte yandan { X , Y } olmasõ söz konusu olmayan olayõ ifade eder ve bundan

dolayõ Fxy( ) = 0 olacaktõr.

fx(y)

y

Fx(y) f(y)

1

0,5

0,5

y y

y’

(x,y)

x’
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ii) Öte yandan { X } ve { Y } kümeleri de kesin olaylarõ ifade ettikleri için

{ X , Y } = { X x } ve

{ X , Y } = { } olaca õndan

Fxy(x, ) = Fx(x)

Fxy( ) = Fy(y) olur.

iii) E er Fxy(x,y) sürekli ve türevi alõnabilen bir fonksiyon olarak tanõmlanmõ sa

Dolayõsõyla olaca õ için tüm x ve y

de erleri için fxy(x,y) 0 olur.

iiii) Yukarõdaki e itli i integral alarak ifade edersek

E itli i elde edilir. Bu durumda Fxy(x,y) fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyonun

integrali olarak tanõmlandõ õna göre azalan karakterde olamaz. Yani, ( x1 , y1 ) ve (

x2 , y2 ) iki tane sayõ çifti olmak üzere x1 x2 , y1 y2 artõ da sa lanõrsa

Fxy(x1 , y1) Fxy( x2 , y2 ) olmalõdõr.

Ayrõca bir süreksizlik noktasõnda Fxy(x,y) sa daki ve üstteki de erleri alõr. Yani

Tüm bu özellikleri özetlersek

I) Fxy( , )=1 , Fxy(x, ) = Fxy( ) = Fxy( ) =0

Fxy( ) = Fy(y) ; Fxy(x, ) = Fx(x)

II) x1 x2 , y1 y2 ise Fxy(x1 , y1) Fxy( x2 , y2 )

{ x1< X x2 , y1 < Y y2} kümesinin elemanlarõnõ göz önüne alalõm.

Fxy( , ) = {1}+{2}+{3}+{4}

olur. Biz bu toplamõn her bir

ö esini ayrõ ayrõ yazaca õz.

Yani:

y’

(x,y)

x’

          
       1 

                              y2 

             3
                                 
                            y1 

  
                 4                        

x1                x2 

          2 
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Fxy( , ) =P[x1<X x2 , y1<Y y2 ] + P[x1<X x2 , Y y1] + P[X x1 , y1<Y y2] + Fxy( , )

se

Fxy( , ) =P[ x1< X x2 , y1< Y y2 ]+{ Fxy( , ) Fxy( , ) } + { Fxy( , ) Fxy( , ) }

+ Fxy( , )

P[x1<X x2 , y1<Y y2 ] = Fxy( , ) Fxy( , ) Fxy( , ) + Fxy( , ) olur.

Fx(x) veFy(y) fonksiyonlarõ bir bile ik da õlõm fonksiyonundan elde edilirse

bunlar marjinal da õlõm fonksiyonlarõ olarak adlandõrõlõrlar. Yani:

marjinal yo unluk fonksiyonlarõ ise

e itliklerin türevi alõndõ õnda,

Buradan hareketle bazõ sonuçlar:

I) f (x,y) 0 , tüm x ve y de erleri için

III) fxy(x , y) bir olasõlõ õ ifade etmezken:

fxy(x , y)dx.dy = P[ x < X x+dx1 , y < Y y+dy ] bir olasõlõk ifade eder.

BA IMSIZ RASLANTI DE KENLER

X ve Y gibi iki raslantõ de i keni, her x,y de er ikilisi için { X x } ve{ Y y } olaylarõ

birbirinden ba õmsõz iseler kendileri de ba õmsõz olarak adlandõrõlõrlar. Daha önceki

tanõmlardan A ve B gibi iki olay P[AB] = P[A].P[B] artõ sa lanmasõ halinde

birbirlerinden ba õmsõz olarak tanõmlanmõ lardõ. Burada

A.B = { X x } { Y y } tanõmõ

A = { X x } ve B = { Y y } olmak üzere yapõlõrsa, e er sadece ve sadece

her x,y de er ikilisi için:

Fxy( x,y) = Fx(x).Fy(y)

artõ sa lanõrsa X ve Y raslantõ de i kenleri ba õmsõz olacaklardõr: Ayrõca,
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Sonucuna ula õlõr. artlõ olasõlõk tanõmlarõnda ba õmsõz X,Y raslantõ de i kenleri

için…;

Bu sonuçlar õ õ õnda türev alõnarak

Ba õmsõz olaylar için artlõ olasõlõk yo unluk fonksiyonlarõnõn marjinal olasõlõk

yo unluk fonksiyonlarõnõ verece i sonucunu elde ederiz. Ayrõca daha önce elde

etti imiz bir sonuçtan…:

P[x1<X x2 , y1<Y y2 ] = Fxy(x2 ,y2) Fxy(x2 ,y1) Fxy(x1 ,y2) + Fxy(x1 ,y1)

P[x1<X x2 , y1<Y y2 ] = Fx(x2).Fy(y2) Fx(x2).Fy(y1) Fx(x1).Fy(y2) + Fx(x1).Fy(y1)

= Fx(x2) [ Fy(y2) Fy(y1) ] Fx(x1) [ Fy(y2) Fy(y1) ]

= [ Fx(x2) Fx(x1) ] [ Fy(y2) Fy(y1) ]

P[x1<X x2 , y1<Y y2 ]= P[x1<X x2].P[ y1<Y y2 ] sonucu elde edilir.

Örnek:

A a õda verilen fxy fonksiyonu için X ve Y raslantõ de . Ba õmsõz oldu unu

gösteriniz.

Olaca õ için X ve Y ba õmsõz olacaklardõr.

Örnek:

eklinde tanõmlanmõ olsun.

Cevap:

I) A=?
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A = 1 olmalõdõr.

II) Marjinal pdf ler = ?

III) Fxy(x,y) = ?

Fxy(x,y) = P[ X x,Y y ] tanõmõ yapõlõrsa söz konusu olasõlõ õ hesaplamak için farklõ

durumlarõ göz ününe almak gerekir. Buna göre ,

a) x 1 ve y 1 olmasõ durumunda…;

b) 0 < x 1 , y 1 olmasõ durumunda…;

y’

(x,y)

1

x’

1

y’

(x,y)

1

x’

1



56 
 

c) 0 < y 1 , x 1 olmasõ durumunda…;

d) 0 < x 1 , 0 < y 1 olmasõ durumunda…;

Olmasõ durumunda…;

Fxy(x,y) = 0 olur.

f) P[ X+Y 1 ] =? fadesinin ne anlama geldi ine bakalõm.

X+Y=1 do rusunun üstü X+Y>1 bölgesini belirtiyor

X+Y=1 do rusu

X+Y=1 do rusunun altõ X+Y<1 bölgesini belirtiyor

y’

1

(x,y)

x’

1

y’

1

x’

1

y’

1

(x,y)

1 x’

y’

1

x’

1

         ( x,y) 
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Örnek:

Bir önceki örnekte çarpõm halinde ifade edilemeyen bir pdf gördük. imdi de

bu tür ba ka bir fonksiyona bakalõm;

Bile ik olasõlõk yo unluk fonksiyonu 0 için tanõmlanmõ olsun. Bu durumda

X ve Y ba õmsõz olmasõ için:

durumunda fxy(x,y)= fx(x).fy(y) eklinde ifade edilip ba õmsõz olacaklardõr.

K RASLANTI DE KEN N N TEK FONKS YONU [ Z=g(X,Y)]

Ço u mühendislik uygulamalarõnda bir Z raslantõ de i keni belli bir aralõkta X

ve Y gibi iki ( hatta daha çok ) raslantõ de i kenine ba lõ olarak ifade edilebilir.

Mesela:

Bir kuvvetlendirici giri indeki Z sinyali, X gibi bir i aret ve bundan ba õmsõz

olarak tanõmlanan Y gürültü cinsinden Z=X+Y eklinde tanõmlanbilir.

iki i areti çarpan bir sistemde, X bu çarpõcõnõn bir giri indeki, Y de bu

çarpõcõnõn di er giri indeki sinyal olmak üzere Z=X.Y eklinde tanõmlõ çõkõ sinyali

Z’nin pdf, nasõl tanõmlanabilir?

X ve Y do rultularõnda ba õmsõz hareket eden bir parçacõk için X ve Y ile bu

eksenlerdeki hareketi ifade eden raslantõ de i kenleri tanõmlanõrsa Z=(X2+Y2)1/2

eklinde tanõmlõ ve toplam yer de i tirmeyi ifade eden Z rast. de i keninin pdf si

nasõl hesaplanabilir?

Genel olarak Z=g(X,Y) eklinde tanõmlanaca õmõz bu tür problemlerin çözümü

daha önce çözdü ümüz Y=g(X) eklinde tanõmlõ problemleri çözümünden farklõ

de ildir. Burada öyle bir Cz çözüm kümesi bulunmalõdõr ki bunun için

{ Z z },{ (X,Y) Cz } olaylarõ aynõ durumu ifade etmelidir. Bu durumda

Bu tür problemleri çözümü Y = g(X) eklinde tanõmlanan problemlerin

çözümünden daha karma õktõr. Ancak i) yardõmcõ eksen , ii) karakteristik

fonksiyonlarõn kullanõmõ ile bu problemler çözülebilirler. Önce bazõ örnekleri

inceleyelim.
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Örnek:

Z=X.Y eklinde X ve Y raslantõ de i kenleri cinsinden tanõmlõ Z raslantõ

de i kenileri için çözüm kümesi Cz yi elde edin. Fz(z) ve fz(z) =?

y=z/x veya x=z/y

y=z/x veya x=z/y

{ Z z } ile ifade edilen çözüm kümesi

{ X.Y z } eklinde tanõmlõ olacaktõr. Yani her herhangi bir “z” de eri için ( z > 0 ),

x.y z => y z/x olacaktõr. Bu artõ sa layan çözüm kümesi yukarõda gösterilen taralõ

bölgedir. Bu durumda…;

Fz(z)= P[ Z z ] = P[X.Y z ] =>

Fz(z)= P[ Y z/x ] =>

Buradan hareketle,

Yukarõda elde edilen Fz(z) e itli i için,

y

x
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Özel bir durum olarak X ve Y ba õmsõz ve benzer olmak üzere

Örnek:

Z=X+Y eklinde tanõmlõ bir raslantõ de i keni için fz(z)’nin hesaplanmasõ

Z=g(X,Y) eklindeki problemlerin en yaygõn olanõdõr.

{ Z z } = {X+Y z } olarak tanõmlõ iki ayrõ küme aynõ tanõm bölgesine sahiptirler.

Bu durumda,

P[ Z z ]=P[X+Y z] =>

Çözüm kümesi y=z x e risinin solunda

kalan bölge olaca õna göre

y
y=z x veya

x=z y

x
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Burada Fz(z) fonksiyonunu elde etmek için ,

Ço u durumda X ve Y birbirinden ba õmsõz iki raslantõ de i keni tanõmlõ

olabilirler. O zaman

fonksiyonlarõnõn konvolüsyonu olarak da bilinir.

Görüldü ü gibi bu tip problemleri tanõmlardan yararlanarak çözmek her

zaman için mümkün olabilmektedir.

Örnek:

“X” raslantõ de . [0,1] aralõ õnda, “Y” raslantõ de . se [ 0,2 ] aralõ õnda

Uniform da õlõma sahip olsun buna göre u sorulara cevap arayalõm.

a) fx(x) ve fy(y) fonksiyonlarõnõ çizelim.

fx(x) fy(y)

1

1/2

x y
1 2

b) fx(x) fonksiyonunun y eksenine göre simetrisini alõp grafi in

parametresini de i elim ve grafi i z kadar öteleyelim. Biz bununla fx(z y) yi elde

ederiz.

fx(z y)

1

y
z 1 z
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c) z < 0 için fx(z y) ile fy(y) çakõ an kõsmõna bakalõm

fx(z y) 1

1/2 fy(y)

z 1 z 2

d) 0 < z < 1 için

e) 1 < z < 2 için

f) 2 < z < 3 için

g) z > 3 fz(z) çakõ an alan olmadõ õ için 0 olur.

fx(z y) 1

1
fy(y)

z 1 z 2

1 fx(z y)

1/2 fy(y)

z 1 z 2

1 fx(z y)

fy(y)
1/2

z 1 2 z

          
1/2 
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0 ;…………………z<0

½;………………....0<z<1

fz(z) = ½;…………………1<z<2 elde edilir.

(3 z)/2;……………2<z<3

0; ………………....z>3

fz(z) nin olasõlõk yo unluk fonksiyonunu çizersek

P[ z<2 ] => 3/4

P[ z<3 ] =>1

elde ederiz.

ki Raslantõ De i keninin ki Fonksiyonu:

V=g(x,y) ve W=h(x,y) tipindeki problemlerdir

X + V
 

Burada { ai } de erleri

kazancõ ifade etsinler.

Y + W

+

Yukarõdaki ekil ile belirli bir haberle me sistemi ( steryo temel bantlõ sistem

olu umu gibi ) ifade edilmektedir. Veya { ai } de erleri 1 olarak seçildiklerinde, belirli

bir haberle me sisteminde V ve W sinyalleri ( sõrasõyla X ve Y sinyallerinin farkõ ve

toplamlarõ ) gönderilen sinyali tespit etmekte kullanõlõr.

Kõsaca V=g(x,y) ve W=h(x,y) fonksiyonlarõ tanõmlõ iken, fxy(x,y) birle ik olasõlõk

yo unluk fonksiyonlarõ ile türevi alõnabilen g(x,y) ve h(x,y) fonksiyonlarõ için

Fvw(v,w) ve fvw(v,w)=?

Bu tür problemlerin çözümlerinde

fz(z)

½

z

1 2 3

a1

a2

a3

a4

+

+
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v=g(x,y) ve w=h(x,y) olmak üzere tanõmlanan

x= (v,w) ve y= (v,w) fonksiyonlarõ cinsinden

g(x,y)=v

h(x,y)=w dönü üm matrisinin jacobyen matrisi,

x= (v,w)

y= (v,w) dönü ümünün jacobyen matrisi denir.

Örnek:

V=g(x,y)=3x+5y

W=h(x,y)=x+2y fonksiyonlarõ X ve Y raslantõ de i kenleri için tanõmlanmõ

olsun.

çin fvw(v,w)=?

Çözüm:

X= (v,w)=2v 5w ve

Y= (v,w)= v+3w olacaktõr.

Bu durumda

Yani bu dönü üm korelasyonu olmayan iki raslantõ de i kenini korelasyonu

olan ye iki raslantõ de i kenine dönü türmü tür.
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u ana kadar gördü ümüz formüller V=g(x,y) ve W=h(x,y) fonksiyonlarõ birebir

fonksiyon olduklarõ zaman yazõlabilirler. Ancak (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3)……………

(xn,yn) gibi n tane V=g(xi,yi) , W=h(xi ,yi) kökünün olmasõ durumunda çözüm;

eklinde elde edilir. Buradaki “i” indisi jacobyen matrisinin i. kökte

de erlendirilece ini ifade eder.

Örnek:

E er X ve Y birbirinden ba õmsõz ve benzer ekilde de i iyorsa ve

fvw(v,w)=?

Çözüm:

Öncelikle verilen iki denklemin köklerini bulalõm.

aralõ õnda tanõmlõk oldu u için w ifadesi de 2 aralõkta tanõmlõdõr.

Burada x 0 iken /2 w /2 ve cos(w) 0 olur.

X<0 iken /2 < w < /2 ve cos(w)<0 olur.

Dolayõsõyla buradaki tek çözüm

X=V.cos(W)= (v,w) ve

Y=V.sin(w)= (v,w) dõr.

fvw(v,w)= v.fxy[v.cos(w) ,v.sin(w)]

fvw(v,w)=fv(v).fw(w) olacaktõr.

Yani V ve W birbirinden ba õmsõz raslantõ de i kenleridir. Burada V Rayleigh, W da

2 aralõ õnda Uniform da õlmõ iki raslantõ de i kenidir.
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KARAKTER ST K FONKS YON:

Bir X raslantõ de i kenine ait karakteristik fonksiyon

eklinde tanõmlõdõr. Bu tanõm ejwx terimindeki kullanõlmayan ( ) i areti dõ õnda

fx(x)fonksiyonu fourier transformu olarak ta adlandõrõlabilir.

Karakteristik fonksiyon ba õmsõz raslantõ de i kenlerinin toplamõnõn

hesaplandõ õ problemlerde sõkça kullanõlõr. Daha önce görmü oldu umuz iki

raslantõ de i keninin fonksiyonu eklindeki uygulamalarõn bir örne i Z=X1+X2

eklinde tanõmlõ bir toplam fonksiyonu için gerekli olan i lemler yapõlacak olursa,

eklinde toplam raslantõ de . olasõlõk yo unluk fonksiyonu

cinsinden ifade edilirler. Yukarõdaki gibi tanõmlanmõ integral i lemine konvolüsyon

adõ verilir ve analitik olarak hesaplamak her zaman pratik olmayabilir.

Ancak yukarõdaki gibi tanõmlõ karakteristik fonksiyonlar cinsinden bu

konvolüsyon i lemi basit bir çarpma i lemine dönü türülecektir. Yani:

eklindeki tanõm Z raslantõ de i keninin karakteristik fonksiyonu olup

hesaplanmasõ daha basittir. Sonrasõnda fz(z) olasõlõk yo unluk fonksiyonunu elde

etmek için:

tanõmlõ ters dönü üm formülünden faydalanõlõrsa En genel halde:
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n=1 için integralin sonucu;

B LE K KARAKTER ST K FONKS YON

E itlikleri yukarõda yapõlan tanõmlamanõn bile ik olasõlõk da õlõm fonksiyonu

için çok boyutlu geni letilmi halidir.

B RLE K MOMENTLER

Z=g(x,y) ve

E er X ve Y birbirinden ba õmsõzsa z=g(x) ve w=h(Y) de ba õmsõzdõr.

E[ g(x) h(y) ] = E[ g(x) ].E[ h(Y) ] olur.

Örnek:

X ve Y ba õmsõz iki raslantõ de i keni ise E[xy3] ifadesini yazõnõz.

Cevap:

Ba õmsõz olduklarõndan E[xy]=E[x].E[y] yazõlabilir. Dolayõsõyla

olur.

KOVARYANS

X ve Y iki raslantõ de i keni olmak üzere
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1 pxy 1 arasõndadõr.

E er X ve Y ba õmsõz ise

Cov(x,y) =E[xy] E[x].E[y]

= E[x].E[y] E[x].E[y]

= 0 ve pxy= 0 olur.

X ve Y ba õmsõz ise Cov(x,y)=0 , pxy=0 olur. Yani kolerasyon yoktur

 E er Cov(x,y)=0 ise her zaman X ve Y ba õmsõzdõr. Ama

 E er pxy=0 ise X ve Y her zaman ba õmsõz olmaz.

Örnek:

Z=aX+bY ise ( z)2 ‘yi, x , y ve pxy cinsinden ifade ediniz.

Cevap:

E[z]=E[ax+by]=aE[x]+bE[y]

=a x + b y

Ve 2 =E[ ( z z ) ] = E[ {(ax+by) (a x+b y)}2 ]

=E[ { a(x x)+b(y y)}2 ]

=a2E[ ( x x)2] + b2E[(y y)2 ] + 2abCov(xy)

= a2( x)2 + b2( y)2 + 2ab pxy( x y)

Özel olarak X ve Y ba õmsõz ise

a = b = 1 ise Z=X+Y => ( z)2 = ( x)2 + ( y)2 olur.

MERKEZ L M T TEOREM

Tanõm olarak normalize edilmi çok sayõda birbirinden ba õmsõz raslantõ

de i kenleri için X1, X2, X3………………XN için sõfõr ortalama ve ( 1)2, ( 2)2,………

( N)2 ile ifade edilen sonlu varyans de erleri

Normal da õlõma yakõnsar

Teorem: X1, X2, X3………………XN olasõlõk da õlõm fonksiyonlarõ f1(x1), f2(x2),

f3(x3),…………… fn(xn) olarak tanõmlanmõ “n” tane birbirinden ba õmsõz raslantõ

de i keni tanõmlanmõ olsunlar. Bunlar için;
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Verilen bir >0 de eri için yeterli sonsuz “n” sayõ için ( k ) de eri ( k ) > Sn

k=1,2,……….n artõnõ sa lar ve bu durumda

Normalize toplamõ mormal da õlõm PDF’sine yakõnsar

Teorem: olmak üzere tanõmlõ

ba õmsõz ve benzer da õlõmõ olan X1, X2, X3………………XN raslantõ de i kenleri

verilsin
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